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Komentar k dloham
probiranym na cvicenich dle planu 2

Petr Olsdak

To je jednoduché opakovani, jak mtzeme upravovat maticové vyrazy:
a) AX+B=A2X, AX-A’X=-B, (A-A})X=-B, X=—-(A—-A%)"'B

Za zminku stoji snad jen to, ze zde Slo vytknout X doprava z obou séitancii a tedy v poslednim
kroku slo nasobit inverzni matici zleva. Nasobeni matic neni komutativni. Taky lze konstan-
tou —1 roznasobit inverzni matici, protoze —17! = —1 a psat X = (A2 — A)~! B. Dale:

b) X—A=XB, XI-XB=A, X(I1-B)=A, X=A(1-B)!
c) 2X—AX+2A =0, 2IX—AX=-2A, (2I-A)X=-2A, X=-2Q21-A)1A
Jednotkovou ¢tvercovou matici zna¢ime I, dale v zadéni c) je nulovd matice znac¢ena O. Konec¢né

v poslednim kroku tlohy c) je konstanta (—2) vytknuta zcela dopfedu, jak byva zvykem. Muzeme
téz kratit: X = —2(21—A) TA=—=22(1—-1A))TA=—=2-2711-1A)'A= (A1) A

Nejprve si uvédomime vektor proménnych: u?’ = [xT y?' o] € R™*"*1 Ddle je tfeba prevést
souliny s proménnymi na levou stranu rovnosti a konstanty na pravou:

xT yI' «
Ax + BTy —al =0
Ay =—cC

Nad soustavu jsem modfe vyznacil fadek s proménnymi. Proménné v tomto fadku museji ko-
respondovat s jednotlivymi sloupci matice P, takze
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Zde je O nulovd matice, 0 nulovy vektor, 1 vektor (sloupec) obsahujici samé jednicky. Uve-
domime si také, ze al = 1q, pritom vlevo této rovnosti je a-ndsobek jedickového vektoru a
vpravo je soucin matic, prvni z nich mé jeden sloupec s jednickami a druhd je z R**! a obsahuje
prvek a. Rozméry jednotlivich bloki matice P obecné jsou: A € RF*™ BT € RF*™ —1 € RF*1,
0 c RF*" A € R¥*™ ¢ € R¥*!. Ejhle, matice A je ve dvou blocich a tudiz musi byt m = n.

a) provedeme stejné jako ve cviceni 2.3, vysledek je ve skriptech.

b) Za predpokladu existence zminénych inverzi D musi byt ¢tvercovd a A také je ¢tvercova
(tfebaze obecné jiného rozmeéru). Je mozné provést blokové eliminaci vektoru y z druhé maticové
rovnice a dosadit do prvni, jako bychom pracovali s ¢isly a ne s maticemi:

Dy=b—-Cx, y=D!b-Cx)
Ax=a—BD !(b—Cx)=a—BD 'b+BD !'Cx
(A—BD 'C)x=a—BD'b
x=(A—BD'C)'(a—BD'b)

Vypocetni vyhoda: pocitdme s mensimi maticemi. Pfedpoklddejme, Ze na vypocet inverzi matice
mame algoritmus slozitosti n®. Vypocet inverze matice fadové dvakrat vetsi ma pak slozitost
zhruba (2n)® = 8n3, zatimco pii vyjadieném x staci provést dvé inverze slozitosti n® a tii
nasobeni se slozitosti n3 a dal$f operace s¢itani a nasobeni sloupcovym vektorem se slozitosti
n?. Takze mame slozitost 5n>.



2.12 a,b) Dokéazeme nejdrive b) a z toho pak vyplyne a).

Pii znaceni X = A + UCVT) Y = A~ — A-tU(C! + VIA-IU)IVTA! je tieba dokdzat
XY = I. Tim dokazeme, zZe X je leva inverze, ale ona je pak automaticky i pravé, protoze matice
jsou ¢tvercové a maji plnou hodnost (viz vzorec 3.19). Takze inverze k nim existuje (plyne z véty
o vypoctu inverze pomoci determinantu). A kdyz je Z prava inverze k Y, pak XYZ = 1Z = XI,
takze prava a leva inverze je stejna a vime také z linearni algebry, Ze je jedina. Nyni se pustime
do ovéfeni XY = I: Kvilli stru¢nosti vypoc¢tu zna¢im B = C~! + VAU
(A+UucvT) (A1 —A-UB'VTA ) = 1+ UCVIA L —UB'VTA- ! —UCVTAlUB'VIA~! =
= I+UCVTA 1 —U(I+CVTA U B 'VTA! = I+UCVIA 1 —UC(C 1 +VTA-TU)B IVIA-! =

=1+UCVviA~! —uCBB'VIA! =1+ UCVIA! —UCVTA L =1
Rozmyslime si jesté rozméry matic. V rdmci souc¢inu pisu do indexu pfed matici pocet jejich
radku a za ni pocet jejich sloupciu:

n n n n n
Vidime, zZe vSe sedi pfi rozmérech A € R™*™ C &€ R™*™ U,V € R™"™. a ze ve vypocltu vyse
je v zavorce ve druhém kroku matice | € R™*™  ale vSude jinde mame matici | € R™*". Méli
bychom ji tedy znacit jinak, ale kdyz si fekneme, ze to jsou jiné matice, tak to snad staci.
Piipad b) piechdzi na piipad a) pii m = 1 a pii C € RY™! obsahujici jedni¢ku. Misto
jednosloupcovych matic U,V piseme u, v a vzorec dokdzany v b) pak prechazi na
(A+u) P =A"1 - Atu(l+viA tu) WAL

1

Jednoprvkovou matici 1+v?A~'u ozna¢ime o a uvédomime si, ze ua ! = éu, kde vlevo je soucin

jednosloupcové matice u s inverzi jednoprvkové matice « a vpravo je é—nésobek vektoru u a tento
skalar muzeme vytknout pred celé maticové nasobeni a zapsat ho nakonec jako podil tohoto
maticového nasobeni ¢islem «. Lidové feceno, skalar ,,vybublad“ z maticového nasobeni ven.

2.16 Je podrobné vyreseno ve skriptech.

3.1 Je vyreseno ve skriptech. Pfiddme jen geometricky pohled.
a) Pri daném nenulovém vektoru a jde o mnozinu vektora na a kolmych, coz vyplni nadrovinu
kolmou na a prochazejici pocatkem.
b) Je to nadrovina kolmé na dany nenulovy vektor a posunutd do partikularniho reseni neho-

mogenni soustavy s jedinou rovnici a’x = b.
3.2 Je to opakovani klasické tlohy z linearni algebry. Je vyTeseno ve skriptech.

3.7 Je castecné vyreseno ve skriptech. Je tam ukazano, ze existuje matice A a nenulovy vektor b
tak, ze f(x) = Ax + b. Tak pozndme afinni zobrazeni. Ale posledni dovétek v zadani ikd, ze to
mame dokazat z definice, ktera ve skriptech zni: afinni zobrazeni je takové, které zobrazi afinni
kombinaci vzoru x; na afinni kombinaci obrazu f(x,) se stejnymi koeficienty. Jinak feceno:

flagx; + -+ a,x,) = a;f(x;) +-- - + o, f(x,,), kdykoli oy +---+a, =1
Ukazeme tedy, ze toto je ekvivalenti s faktem, ze lze obrazy f psat ve tvaru f(x) = Ax + b.
Jeden smér dikazu je snadny. Predpokladdme-li f(x) = Ax+ b, pak je pfi oy +-- -+, = 1
flagxy +- -+ a,x,) =A(ax;+---+a,x,)+b=a;Ax;+ - -+ a,Ax, +(a; + -+ a,) b=
=a;(Ax; +b)+-- -+, (Ax, + b) = ayf(xy) + - - - + ,f(x,)
Nyni predpokldddme pro f platnost definice a najdeme matici A a vektor b. Volme b = f(0).
Ukéazeme, ze zobrazeni g = f — f(0) je linedrni:
glayx; +- -+ a,x,) =fla;x; + -+ a,x,) — f(0)
flagxy + - +ax, +(1—a; — - —a,)0) —f(0) =
= (), (g -, ) F0)—(0) = a1y (F(x,)—F(0)++ -+, (F(x,)—F(0)) =
= aygx) + ot 8 (,)
Protoze je g linedrni, ma svou matici A. Kone¢né f(x) = g(x) + f(0) = Ax + b.

3.8 Je to dalsi klasické tiloha z linedrni algebry. Reseni je ve skriptech.

3.13, 15 Je to dokazano podrobné ve skriptech.



