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Komentar k dloham
probiranym na cvicenich dle planu 1

Petr Olsdk

V feSeni této tilohy ve skriptech je popsan geometricky pristup (obrazek a ivaha). Zde si ukazeme
metodu eliminace proménné a prevedeni tilohy na hleddni minima funkce jedné proménné. Uloha
ma dvé proménné a je zrejmé, ze Teseni nebude uvnitf mnoziny pripustnych reseni, ale na
jeji hranici xy = 1, tedy y = 1/z. Nahradime-li v tac¢elové funkei proménnou y vyrazem 1/x,
dostaneme tcelovou funkci v jedné proménné: f = 2 + %, pro kterou hleddme minimum na
intervalu (0, co). Funkce je na tomto intervalu spojita a mé spojitou derivaci, takze jeji minimum
muze byt jen ve stacionarnich bodech f* = 0, tedy 21‘—% =0, tedy 2* = 1, tedy = = 1. Vyloudili
jsme x = —1, protoze tento bod nelezi v (0, 00). Souradnici y dopoc¢itdme ze vztahu y = 1/x a
méme tedy argument minima v bodé [1,1]. Hodnota minima je f = 2. Ze to je minimum a ne
maximum by se dalo vysSetfit z pribéhu funkce f v jedné proménné x: na daném intervalu ma
f jediny stacionarni bod a ma jednostranné limity v obou krajnich bodech +o0.

Ma4 reseni ve skriptech.

Pri obvyklém znaceni r pro polomér podstavy valce a v pro jeho vysku vyjadiime jeho objem
V = mr?v =1 a jeho povrch S = 27rv + 2772, Optimalizaéni tiloha tedy zni:

min{27rv + 27r?; mriv = 1,7 > 0,v > 0}

7 prvni podminky popisujici mnozinu pripustnych reseni snadno eliminujeme proménnou v =
# a ucelovou funkci mame pak jen v proménné r, tedy f = 27r7“# + 271r? = % + 2772,
VySetiime ji na intervalu (0, 00). Uvnitf m4 jediny staciondrni bod f" = 0, tedy —f—g +47rr =0,

tedy 73 = i, tedy r = ¢/ i Tento stacionarni bod tedy musi byt minimem, protoze f je spojita
se spojitou derivaci a v krajnich bodech intervalu (0, 00) m4 limity oo. Déle je v = # = f/%

a argument minima mame v bodé [r,v] = [,3/ =, {’/g] Tim jsou rozméry valce s miniméalnim

povrchem urceny.

Ulohu formélné zjednodusime a poéitame min{27rv + mr?; 7r?v = 1/2,r > 0,v > 0}. Postu-
pujme stejné, jako v tloze e). Vychézi stejné r a déle zde vychazi v = r.

Intuitivné je to ¢tverec, ale udélejme to poradné. Strany obdélnika oznac¢me a, b, jeho thlopricka
musi mit délku 2, takze dle Pythagorovy véty je a? + b? = 4. Hleddme maximum soucinu ab,
takze optimalizaéni tloha zni: max {ab; a? +b?> =4, 0 < a < 2, 0 < b < 2}. Z podminky
eliminujeme proménnou a: a? = 4 — b2, tedy a = V4 — b2. Uéelové funkce mé po eliminaci jen
jednu proménnou f = v4 — b2 b. VySetiime ji na intervalu (0,2). Funkce je spojitd, ma vsude
spojitou derivaci, v krajnich bodech ma limity 0, je vSude kladnd a mé jediny stacionarni bod,
ktery tedy musi byt maximem. Stacionirni bod zjistime z f = 0, tedy =2 + V4 —b = 0,

Va—p?
tedy —b% +4 —b% = 0, tedy b = 2, tedy b = /2. Dopoéitame a = V4 — b2 = /2. Argument
maxima je [a,b] = [v/2, /2], takze to je opravdu ¢tverec. Intuice tentokrat nezklamala.
Reseni je ve skriptech.

Ozna¢me strany obdélnika a, b. Plocha je ab = 1 a cena plotu (ti¢elova nebo také cenové funkce)
je 1000 (@ + 2b) + 500 a. ProtoZze se neptdme na cenu (hodnotu ucelové funkce), ale na argu-
ment minima, mizeme funkci vydélit napriklad tisicem a mame optimalizacni tlohu ve tvaru
min {2a+2b; ab = 1}. Eliminujeme b = 1/a a G¢elové funkce m4 jen proménnou a: f = 3a+2/a
a vysetrujeme ji na intervalu (0, 00). Je spojitd, ma spojitou derivaci a limity v krajnich bodech
intervalu ma oo, takze mé-li jediny stacionarni bod, bude to minimum. Staciondrni bod najdeme

pomoci " =0, tedy % + ;—22 =0, tedy a® = %, tedy a = % Po dosazeni mame b = @ a argu-
ment minima je [a,b] = [%, @] Zamyslime se, v jakych jednotkdch mame rozméry uvedené



k,1)

n)

ve vysledku. V popisu mnoziny ptripustnych feSeni jsme psali ab = 1, tedy jeden hektar. Jedna
strana hektarového ¢tverce mé 100 metri. Nase jednotka je tedy 100 metr, konkrétné strana

a obdélnika mé rozmér % metril a strana b je velkd 50v/3 metriL.

M3 reseni ve skriptech.

Nakreslete si kruznici se stfedem O a polomérem 1. Na ni na protilehlych strandch na kruznici
vyznacte dva body A (start) a C' (cil). Mezi nimi kdekoli na kruznici nakreslete bod B. Potkan
poplave nejkratsi spojnici tseckou AB a déle pob&zi po kruznici mezi BC. Uhel AOB oznadime a.
Cesta potkana je ddna polohou bodu B, neboli tthlem «.. Délka prvni ¢ésti cesty AB je 2sin(a/2).
Zjistite to tak, Ze rozdélite tihel «v jeho osou na dva a méte dva pravotihlé trojihelniky, tihel a/2
je proti poloviné tsecky AB v pravothlém trojihelniku o preponé délky 1. Déle délka bézecké
c¢asti drahy potkana je rovna délce oblouku na kruznici o poloméru 1 mezi body B a C' a je tedy
rovna T — Q. Oznaéime—li t ¢as a d délku drahy, pak vime, ze t = d /v, takze ¢as od startu k cili
jet =1L 2sm(a/2) o L (7 —a). Je to funkce jediné proménné a s parametry v, a v, a mame
ji m1n1mahzovat na intervalu (0, 7r>, neboli hleddme min {¢(«); 0 < a < 7}. Funkce je spojita
se spojitou derlvam Najdeme JeJ1 staciondrni bod z t" = 0, tedy cos(oz/2) + _—1 = 0, tedy
cos(a/2) = 2%, tedy o = 2arccos -+

Kdybychom potkanovi poradlh ze mé nakreslit thel 2arccos 2 a tim najit bod B a pak bude
védét, jak mé plavat a jak bézet, moc by nam nepodékoval, naopak zacal by na nas nebezpecné
prskat. Nasli jsme totiz maximum tcelové funkce ¢, nikoli jeji minimum, jak je ziejmé z druhé
derivace funkce ¢t. Funkce je na definicnim intervalu konkavni. Je to takovy maly chytacek.

Minimum konkévni tcéelové funkce t je tedy v jednom z jejich krajnich bodu intervalu (0, 7).
V nule mé funkce ¢ hodnotu v—’; a v bodé m méa hodnotu v% Globalni minimum je v tam, kde
je odpovidajici hodnota mensi. Potkanovi tedy poradime takto: umi-li preplavat jezero rychleji
nez jej obéhne, tak at plave napti¢ a viibec nebézi. V opa¢ném pripadé at bézi a viibec neplave.

Je feseno ve skriptech.

1.2 z € argmin, f(7) & f(2) < f(z) Vo € X & g(f(2)) < g(f(z)) Vo € X & 2 € argmin,, g(f()).

1.3 argmin,, f(z) = Y Nargmin f(z) prévé kdyz hodnoty v argumenetech minima na Y nejsou

vétsi nez hodnoty v argumentech minima na celé X, ale mohou byt stejné. To plati pravé kdyz
f(2) > miny f(x) pro vSechna z € X \ 'Y

1.4 To je zrejmé znovu zopakované cviceni 1.2.



