1 Souradnice vektoru, matice prechodu, matice transformaci

Ukéazeme, ze linearni zobrazeni ve vektorovych prostorech konec¢né dimenze i pirechody bazi se daji cha-
rakterizovat matici. Tato matice (oznac¢ime ji A) ma Gzasnou vlastnost: 1ze pomoci ni poéitat souradnice
obrazu v prislusné linearni transformaci maticovym soucinem Ax za predpokladu, Ze zndme souradnice
vzoru, které jsou pripraveny ve sloupcovém vektoru x. Nebo: zndme-li soufadnice vektoru u vzhledem
k néjaké vychozi bazi a ulozime-li je do sloupcového vektoru x, pak soufadnice stejného vektoru u
vzhledem k jiné bazi lze pocitat pomoci Ax. V této kapitole zavedeme zminéné matice a ukazeme jejich
vlastnosti. Nejprve je potieba pfipomenout pojem soufadnice vektoru u vzhledem k dané bazi by, ..., b,.

1.1 Souradnice vzhledem k bazi

Predpoklddame, ze u € V, kde V je libovolny vektorovy prostor konecné dimenze a tento vektorovy

prostor mé& bazi B = (by,...,b,). Soufadnice vektoru u vzhledem k bazi B je sloupcovy vektor
x € R" koeficientt!, tedy x = (x1,...,2,)T takovy, ze plati

u=(by,...,b,)x. (1)
Upozorniujeme, Ze na pravé strané této rovnosti je soubor vektoru (by,...,b,) nasobeny podle pravi-

dla maticového ndsobeni sloupcovym vektorem (jednosloupcovou matici) koeficientis z R. Rovnost lze
rozepsat podrobnéji jako:

T
u:(bl,...,bn) =bix1+--+b,r, =161 +---+x,, by

Tn

Nejprve jsme uvedli zapis tak, jak pfimo plyne z rozepsédni maticového nésobeni a poté jsme zapis
mirné umravnili, protoze je vhodné dodrzovat obvyklé pravidlo, Ze soucin ,skalar krat vektor* zapisu-
jeme v tomto poradi, nikoli tedy v pofadi ,vektor krat skalar“. Uvédomime si tedy, Ze v rovnici (1)
je ,skryté“ maticové nasobeni, které navic neni zcela obvyklé, protoze nenasobi jen skalary mezi sebou
(jako u obvyklého maticového nasobeni), ale vytvail sumu vyrazi ,skaldr krat vektor“, tedy vytvari
linearni kombinaci, jejiz koeficienty jsou napsany ve sloupcové matici skalarti x vpravo. Ackoli se to zda
neobvyklé, pro zavedeni matic zobrazeni a matic pfechodt bazi se tento zapis ukaze jako velice prak-
rozepisovat, ale kazdy by mél v takovém zapisu vidét, jaka je zde zapsina linedrni kombinace vektort.
Pripomenme jesté diilezité vlastnosti soufadnic vektoru u vzhledem k bazi.

Véta 1. Necht je V vektorovy prostor s bazi B = (by,...,b,). Soufadnice vektoru u € V v bazi B
existuji pro libovolny vektor u € V a pro kazdy takovy vektor u jsou soufadnice urceny tou béazi B a
vektorem u jednoznac¢né. Déle plati, ze pfi pevné zvolené bazi B je zobrazeni, které vektoru u € V pridéli
jeho vektor soufadnic x € R”, izomorfnim zobrazenim (tedy je prosté, je na a je linedrni).

Diikaz: Ze soufadnice existuji plyne z toho, ze linearni obal baze vyplni cely prostor V, takze kazdy vektor
Ize zapsat jako linearni kombinaci vektori baze. Dalsi ¢ast ditkazu je procvicovanim spravného pochopeni
rovnosti (1). K dtikazu jednozna¢nosti soufadnic pfedpoklddejme, Ze mame dva sloupce soufadnic x € R™
a y € R"™ stejného vektoru u € V. Ukdzeme, 7e x = y. Plati u = (by,...,b,) x ataké u = (by,..., b,)y.
Dostavame:

o=u—u=(by,....b,)x—(by1,....,b,)y =(b1,....,b,) (x—y).

V tpravach jsme vyuzili distributivni zakon platny pro maticové nasobeni. Vpravo mame napsanou
linearni kombinaci prvka baze B s koeficienty x—y a vidime, Ze se m4 rovnat nulovému vektoru o. Protoze
baze B je linearné nezavisla, musi byt tato linedrni kombinace trividlni, takze sloupec koeficientti této
linearni kombinace x — y musi obsahovat samé nuly, coz znamena, ze x = y. To dokazuje jednoznacnost
soufadnic.

1 Kdykoli vidite napsano v tomto textu R™ nebo R, miiZzete to nahradit zapisem T™ nebo T (kde T je obecné téleso)
a vSe bude platit stejné. Protoze je zobecnéni z R™ do T™ takto pfimocaré, nebudeme se v textu dale vycerpavat tim, ze
bychom se nutili pfedstavovat si obecné téleso skalara, kdyz je predstava mnoziny R daleko snadnéjsi.



Aby bylo zobrazeni C : V' — R", které kazdému u pfidéli jeho soufadnice C(u), isomorfismem, musi
byt linedrni, prosté a na. K dukazu linearity staci prozkoumat soufadnice linearni kombinace au + Sv
vektort z V' a uvédomit si, ze u = (by,...,b,) C(u) a v = (by,..., b,)C(v). Takze:

au+pv=ca(by,...,b,)C(u)+ B (by,...,b,)C(v) =
= (by,...,by) (aC(u)) + (by,...,b,) (BC(v)) = (by,...,b,) (aC(u) + BC(v)).

V tupravach jsme pouzili obvyklé vlastnosti maticového nasobeni. Vidime tedy, ze vektor au + fv ma
soufadnice aC(u) + C(v), takze zobrazeni C je linearni.

Dale je zfejmé, ze k libovolnému vektoru soutadnic x € R" lze najit u € V, ktery ma tyto dané
soufadnice v bazi B. To udélame jednoduse pomoci maticového nésobeni u = (by,...,b,) x, takze
C je surjektivni (je na R™). C je navic prosté, protoze dva rtizné vektory u a v nemohou mit stejné
soufadnice. Kdyby mély, pak u = (by,...,b,) x a také v = (by,...,b,) x. To vede na kuriézni vysledek
u= (by,...,b,)x = v, takze vektory u a v museji byt stejné. Zobrazeni C' ptidélujici vektortim jejich
soufadnice, je tedy isomorfismus. m

vvvvvv

prostorti koneéné dimenze. Mimo jiné ndm umoznuje prechazet od geometrické predstavy o vektorech
k numerickému pocitani s jejich souradnicemi a kdykoli se zpét vracet ke geometrické predstavé. Prechod
k sourfadnicim a zpét neztrati zddnou informaci, protoze tento prechod je isomorfismem. Staci tedy
v linedrnim prostoru geometrickych vektortt V' nakreslit soutadnicovy systém (bézi) a vzhledem k nému
vyjadfovat vektory usporadanymi dvojicemi ¢i trojicemi jejich soutfadnic. Na této numerické trovni
pak mtzeme provadét rizné maticové vypocty, které zpétné vypovidaji néco o ptivodnim geometrickém
svété. V geometrickém vektorovém prostoru V vytvarime soucty vektorti a skalarni nasobky vektort
(tedy linedrni kombinace) dopliiovinim na rovnobéZnik a dal$im specifickym Sermovinim s pravitkem
na obvyklé scitani a nasobeni redlnych cisel. V geometrickém svété si mizeme problém vizualizovat a
v odpovidajicim svété usporadanych n-tic pak méizeme problém pohodlné pocitat.

V tomto textu je ¢asto zminén obecny vektorovy prostor V a vedle toho se zde pise o soutadnicich
vektori tohoto prostoru z R™. Vektorovy prostor V je dobré si predstavovat jako prostor geometrickych
vektori (Sipek), zatimco R™ je samoziejmé prostor uspofadanych n-tic.

Poznamka: Predpokladejme, Ze mame danu bazi B = (by, ..., b,) pfimo v linedrnim prostoru R™ (misto
v obecném linedrnim prostoru V') a budeme tedy hledat soufadnice vektorti u € R™ vzhledem k takové
bazi B. Baze B je v tomto pfipadé soubor sloupci usporadanych n-tic, ze kterych mutizeme vytvorit
matici B = (by, ..., b,) a defini¢ni rovnost (1) pro soufadnice pfechazi na tvar u = B x. Zndme-li vektor
u € R" samotny a chceme znat jeho soufadnice x vzhledem k B, musime tedy spocitat B~ 'u = x.

V R™ je jedna tzv. standardni baze E = (ey,. .., €;). Tyto vektory e; obsahuji v§ude nuly, jen jedinou
jednicku na i-tém misté. Sestavime-li z téchto sloupcovych vektorti matici, je to matice jednotkova E a
defini¢éni rovnost (1) ndm pak ¥ika, ze u = E x = x, neboli, Ze slozky vektoru u € R™ jsou zaroven jeho
soufadnicemi ve standardni bazi.

1.2 Matice souboru vektoru vzhledem k bazi

Pfedpoklddejme, Ze je ddn soubor vektort (uy, ..., u,,) ve vektorovém prostoru V a dile je déna baze
B = (by,...,b,) vektorového prostoru V. Ukazeme, Ze existuje pravé jedind matice A € R™"™, spliujici
rovnost:

(ur,...,u) = (by,....by)A. 2)

Tuto matici budeme nazyvat matici souboru vektoru (uy, ..., u,) vzhledem k bazi B. Rovnost (2)
bude defini¢nim vztahem pro vSechny potifebné matice, které v této sekci zavedeme. Je tedy potifeba si
tuto rovnost dikladné zapamatovat a uvédomit si podrobé, jak funguje.

Kdyz se zaméfime vlevo ve vzorci (2) na prvni vektor uy, vidime, Ze tomu na pravé strané odpovidd
nasobeni baze B prvnim sloupcem matice A. To odpovida rovnici (1), takZze v prvnim sloupci matice
A museji byt souradnice vektoru u; vzhledem k bazi B. Podobné v i-tém sloupci matice A museji byt
soutadnice vektoru u; vzhledem k bazi B. Protoze tyto soufadnice dle véty 1 existuji a jsou urceny
jednoznaéné, musi matice v defini¢ni rovnosti (2) existovat a je uréena jednoznacné. Dokonce vidime,
jakymi koeficienty ji médme (po sloupcich) naplnit. Také si stoji za to v8imnout, Ze tato matice mé nutné
m Tadkl a n sloupct.



V dalsim textu se na levé strané rovnice (2) bude také ¢asto vyskytovat soubor vektori, které jsou
obrazy pfi néjakém linearnim zobrazeni T : U — V. Tedy: (T'(u1),...T(uy)). Pro tento soubor vektort
budeme nékdy pouzivat zkracené znaceni T'(uy, ..., u,). Je dobré si uvédomit, ze pfi takovém znadeni a
pro kazdou matici A € R™" plati vztah

T((uy,...,u)A) =T(wy,...,u,)A (2a)

Uvedeme, pro¢ toto plati. Na levé strané této rovnosti je i-ty vektor daného souboru vektorid ve tvaru
T((uy,...,u,)a;)), kde a; je i-ty sloupec matice A. Protoze je T linedrni, je obraz linedrni kombinace
vektori roven linearni kombinaci obraza téchto vektord se stejnymi koeficienty, tedy je

T((Ul, ey Un) al)) = (T(Ul), . T(un)) a, = T(ul, ey Un) a;

Vyraz na pravé strané této rovnosti odpovidé i-tému vektoru v souboru vektort tvaru T'(uy, ..., u,) A,
takze jsme dokazali, Ze i-ty vektor v souboru vektorii na levé strané rovnosti (2a) je roven i-tému vektoru
na pravé strané této rovnosti, tudiz rovnost (2a) plati.

1.3 Matice prechodu bazi

Necht mame dvé baze B = (by,...,b,) a C = (cy, ..., c,) stejného vektorového prostoru V. Pak matici
souboru vektorti C' vzhledem k bazi B, tedy matici A € R™" splnujici:

(Cl,...,Cn):(bl,...,bn)A. (3)

nazyvame matici prechodu baze C' vzhledem k bazi B. PovSimneme si, Ze toto je ¢tvercova matice,
ktera ve sloupcich obsahuje soufadnice vektord ¢; vzhledem k bazi B. Za chvili ukadzeme, Ze tato matice
je regularni a dale Ze nam tato matice umozni prechod od znamych soufadnic vektoru u vzhledem k C
k soufadnicim stejného vektoru u vzhledem k B. Proto se této matici také fika matice prechodu od
baze C' k bazi B. Kromé toho tato matice svym maticovym nésobenim na pravé strané (3) pfeméni
vstupni bazi B na vystupni bazi C, takze v jiné literatufe bohuzel najdeme i konflitni oznaceni, ze to
je matice prechodu od B k C. Abychom se témto konfliktim vyhnuli, budeme této matici nadéle Fikat
vyhradné matice prechodu baze C vzhledem k bazi B.

Véta 2. Matice prechodu definovana vztahem (3) je ¢étvercova a regularni.

Diikaz: Ze je A &tvercova plyne z toho, Ze soubor vektorti na levé i pravé strané rovnosti (3) je stejné
pocetny. Je to tedy matice z R™". Kdyby neméla byt matice A regularni, pak by existovala netrividlni
linedrni kombinace jejich sloupct (oznacime je symboly x;) rovna nulovému vektoru. Muselo by tedy
platit, Ze a1 x; + - - - + @, X, = 0, a pritom nékteré «; je nenulové. Nyni vyndsobime zprava rovnost (3)
sloupcem koeficientti (g, ..., a,)T a dostdvame:

aicr 4 -+ anc, = (by,....by) (a1xy + -+ anx,) = (by,...,b,) 0 = 0.

Takze mame netrividlni linedrni kombinaci vektorti baze C', ktera je rovna nulovému vektoru. To je spor,
protoze baze C je linedrné nezavisly soubor vektori. Sloupce matice A musi byt linedrné nezavislé. m

Véta 3. Necht u € V je vektor vektorového prostoru V, necht B = (by,...,b,) a C = (c1,...,¢)
jsou béaze tohoto vektorového prostoru. Necht déle A je matice pfechodu baze C' vzhledem k B. Pokud
sloupcovy vektor x obsahuje soutadnice vektoru u vzhledem k béazi C, pak sloupcovy vektor y = Ax
obsahuje souradnice vektoru u vzhledem k bazi B.

Dukaz: Z predpokladt véty a podle rovnice (1) vidime, ze u = (cy,..., c,) x. Déle plati rovnost (3),
takze:

u=(c,...,¢c,)x=((by,...,b,)A)x = (by,...,b,) (Ax) = (by,...,b,) y,
neboli, y obsahuje soufadnice vektoru u vzhledem k bazi B. L]

Matice dana vlastnosti véty 3, tj. matice, pro kterou plati, ze obsahuje-li x souradnice néjakého
vektoru vzhledem k béazi B, pak Ax obsahuje souradnice stejného vektoru vzhledem k bazi C, je uréena
jednozna¢né. Pokud by totiz jesté matice A’ méla stejnou vlastnost, pak by Ax = A’x pro vSechna x,
neboli (A — A’)x = o pro vSechna x, jmenovité pro x = e; (pro vektory standarndni baze). Souc¢in

3



(A — A')e; je roven i-tému sloupci matice (A — A’), takze tyto vSechny sloupce museji byt nulové. Tim
padem je (A — A’) nulovd matice a tedy A = A’.

Poznamka: Vyndsobenim rovnosti (3) matici A~! shleddvdme, Ze A~! je matici bdze B vzhledem
k bazi C. To se ¢asto hodi, protoze se stavd, ze mame matici A transformujici souradnice vektort
vzhledem k C na soufadnice vzhledem k B pomoci maticového nasobeni y = Ax, ale my to potiebuje
zrovna obricené: zndme soufadnice y (vzhledem k B) a potfebujeme pocitat soufadnice x (vzhledem
k C). Vidime, Ze to zvladneme pomoci x = A~1ly. Matice A~! existuje, coz bylo dokézano ve vété 2.

Piiklad: Nakreslit dvé baze v roviné pomoci Sipek a hledat matice pfechodu jedné béze v druhé a
obracené. Nakreslit do téze roviny jesté vektor u a ukazat, jak vypadaji soufadnice tohoto vektoru
k zobrazenym bazim a jak tyto soufadnice souviseji s pravé nalezenou matici pfechodu...

Piiklad: Predpoklddejme dvé baze B = (by,...,b;) a C = (c1,...,¢;) tentokrat v linedrnim prostoru
R™. Ukolem je najit matici A baze C vzhledem k B, tj. matici, kterd umozni pfevadét soutadnice
vzhledem k C' na soufadnice vzhledem k B nasobenim Ax. Protoze nyni vyjimecné jsou vektory baze
samy o sobé uspordadanymi n-ticemi, je mozné sestavit matice obsahujici ve sloupcich tyto vektory, tedy
B = (by,...,b;)) a C = (ci,...,¢;). Definiéni rovnost (3) pro matici A pak pfechdzi na tvar C = BA a
vynasobime-li ji matici B zleva, mame vysledek B~1C = A. K tomuto vysledku je mozné se dopracovat
téz fadkovou eliminaci: (B|C) ~ (E|B~1C).

1.4 Matice linearni transformace

Nyni zavedeme matici linedrni transformace na vektorovém prostoru V', tedy matici linedrniho zobrazeni
T:V — V (je to linedrni zobrazeni do stejného vektorového prostoru, ve kterém jsou jeho vzory).

Necht B = (by, ..., b,) je baze vektorového prostoru V' a necht T': V' — V je linedrni transformace.
Pak matici souboru vektort (T(bl), e ,T(bn)) vzhledem k bazi B, tedy matici A € R™"™ spliujici:
(T(by),...,T(b,)) = (by,...,b,) A. (4)

nazveme matici transformace 7' vzhledem k bazi B. Z predchoziho plyne, Ze matice je ¢tvercova
z R™™ a ve sloupcich tato matice obsahuje soufadnice obrazi T'(b;) vzhledem k bazi B. Na rozdil od
matice definované vztahem (3) nemusi A byt regulérni, protoze soubor vektort (7'(by),...,T(b,)) mize
byt linearné zavisly.
Je dobré si uvédomit, ze pii pevné stanovené bazi B
(i) transformace T urcuje matici A dle (4) jednozna¢né a obracend
(i) matice A z R™"™ urcuje také jednoznacné linedrn{ transformaci T splitujici (4).

Pro¢ plati (i): transformace ur¢i jednozna¢né soubor vektort na levé strané rovnosti (4) a tato
rovnost urCuje jednozna¢né matici A, jak bylo zdivodnéno pod rovnosti (2). Pro¢ plati (ii): Baze a
matice A pii pouziti maticového ndsobeni na pravé strané rovnosti (4) vygeneruje soubor vektori, které
maji byt obrazy prvki baze b; v hledané transformaci 7. A déle z véty o linearnich zobrazenich vime,
7e linearni zobrazeni je urceno svymi obrazy na bazi jednoznacné.

Vsimneme si, Ze rovnost (3) je z jistého pohledu jen specidlnim pfipadem rovnosti (4). Tedy, zZe
matice A mize byt jednak matici baze C' vzhledem k bazi B a jednak matici takové transformace T’
vzhledem k béazi B, kterd zobrazi jednotlivé vektory b; na odpovidajici vektory c;.

Nyni ukédZeme kli¢ovou vlastnost matice transformace. Ze totiz soufadnice obrazii lze poéitat ze
soufadnic vzorti maticovym nasobenim Ax.

Véta 4. Necht B = (by, ..., b,) je baze vektorového prostoru V a necht T : V' — V je lineérni trans-
formace s matici A vzhledem k B. Necht vektor u € V' mé soufadnice x v bazi B. Pak vektor T'(u) mé
soutadnice y = Ax v bazi B.

Dukaz: ZapiSeme piedpoklad véty, tedy u = (by, ..., b,) x. Na obé strany této rovnosti uplatnime trans-
formaci 7" a dostavame:

T(u) = T((by,..., b)) x) Z (T(b1),...,T(b,)) x Z ((by,...,b,) A) x =
= (by,....by) (Ax) = (by,...,b,)y.

Rovnost oznacené :1: plati z toho dtivodu, ze T je linearni, tj. pfenasi linearni kombinace vzort na lineadrni
kombinace obrazii se stejnymi koeficienty. Rovnost oznadend :2: plyne z (4) a dale je uzit asociativni zdkon
maticového nésobeni. Vidime tedy, Ze y obsahuje soufadnice vektoru T'(u) vzhledem k bézi B. m
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Matice dané vlastnosti z véty 4 je urcena jednoznacné ze stejnych dtvodt, jako je jednoznac¢né
matice dana vlastnosti véty 3.

Skladani transformaci lze realizovat maticovym nasobenim odpovidajicich matic téchto transformaci
tak, Ze nejvice vpravo v ramci tohoto maticového nasobeni je matice transformace, ktera se uplatni pfi
skladani transformaci jako prvni. To fika nasledujici véta:

Véta 5. Necht B = (by, ..., b,) je baze vektorového prostoru V anecht 73 : V =V a Ty : V — V jsou
linearni transformace reprezentované maticemi A; a A, vzhledem k B. Pak sloZena transformace T5 o T}
s vlastnosti (Tz o T1)(u) = To(T1(u)) mé matici Ay A; vzhledem k B.

Dikaz: Rovnost (Tl(bl)7 .. ,Tl(b,,b)) = (by,...,b,) A; plati z pfedpokladu, Ze A; je matice transformace
T7. Na obé strany této rovnosti aplikujeme transformaci 75 a dostavame:

(To(T1(by)), ..., To(T1(by))) = Ta((by,..., by) A)) = (Ta(b1),...,T2(b,)) A =
= ((b1,...,by) As) Ay = (by,...,b,) (A2 A))

Druhé rovnost plyne z toho, ze Ty prevadi linearni kombinace vzord na linedrni kombinace obrazti se
stejnymi koeficienty a déle je pouzita definiéni rovnost (4) pro matici As. Koneéné vyuzijeme asociativitu
néasobeni matic. Vidime tedy, Ze AsA; je matici slozené transformace T5 o 17 vzhledem k bazi B. m

Disledkem této véty je tvrzeni o inverzni transformaci: Je-li transformace T prosté, pak k ni existuje
transformace inverzni T!. M4-li T matici A vzhledem k béazi B, pak T~! m4 matici A~! vzhledem
k bazi B. Je to ziejmé, protoze T oT~! = I (identické zobrazeni) a také AA~! = E je matice identického
zobrazeni:

(I(by),...,I(by)) = (by,...,by) = (by,...,b,) E.

Tvrzeni o matici inverzni transformace muZzeme zdavodnit i za pouZiti véty 4, coZ pfenechame ¢tenafi
jako cviceni.

Poznamka: V navaznosti na poznamku na konci sekce 1.1 si pfedstavme linedrni prostor V' jako prostor
geometrickych vektord. Linearni transformace nad takovym prostorem V jsou rotace kolem pocatku,
soumeérnost podle osy nebo roviny prochazejici pocatkem, zména méfitka, zkoseni, kolmé projekce a
dalsi transformace vzniklé skladanim uvedenych operaci. Vsechny tyto transformace lze reprezentovat
matici a na Grovni soufadnic vektortt (bodt) pak pracovat s maticovym nasobenim misto s pravitkem a
kruzitkem.

Priklad: Ukazat matice rotace, osové soumérnosti, zmény métitka geometricky i maticové. Ukazat skla-
déani transformaci. Zminit Ze toto skladani nemusi byt komutativni. ..

Uvedeme, jak se zméni matice A transformace T vzhledem k bazi B v okamziku, kdy prejdeme
k nové bazi C. To tika nésledujci véta:

Véta 6. Necht B = (by,...,b,) a C = (cy,...,cy) jsou dvé baze vektorového prostoru V. Necht P je
matice pfechodu baze C vzhledem k B a necht je dale ddna matice A € R™". Transformace T : V — V,
ktera je ddna svou matici A vzhledem bazi B m4 vzhledem k bazi C' matici A’ = P~ AP.

Dukaz: Ukdzeme pro zpestieni v dikazu jiny postup nez pfimé pouziti defini¢nich vzorct (3) a (4):
ovéiime vlastnost, kterou matice A’ musi spliiovat dle véty 4, tedy Ze pokud libovolny vektor u € V mé
soufadnice x vzhledem k bézi C, pak A’x jsou soufadnice vektoru T'(u) vzhledem k bazi C. Necht tedy
x jsou soufadnice u vzhledem k C. Pak Px jsou soufadnice u vzhledem k B, dale APx jsou soufadnice
vektoru T'(u) vzhledem k B a koneéné P~!APx = A’x jsou soufadnice vektoru 7'(u) vzhledem k C.
Protoze vlastnost véty 4 urcuje matici jednoznacné, je véta dokazéana. m

K matici A’ = P71AP lze dospét fadkovymi tpravami GEM takto: (P | AP) ~ (E | P~1AP).
1.5 Matice linearniho zobrazeni

Matici lze reprezentovat také obecné linearni zobrazeni, které pfekracuje hranice jednoho linearniho
prostoru, tedy linedrni zobrazeni A : U — V, kde U a V jsou linedrni prostory tfeba i rtiznych (ale
kone¢énych) dimenzi. Abychom toto mohli podchytit matici, musime si sestrojit baze v obou téchto
linearnich prostorech.



Necht B = (by,...,b,) je béaze linedrniho prostoru U a C' = (cy,...,Cy) je baze linedrniho pro-
storu V. Necht déle A : U — V je linedrni zobrazeni. Pak matici souboru vektora (A(by),...,A(by))
vzhledem k bazi C, tedy matici A € R™" spliujici:

(A(by), ..., A(by)) = (c1,...,Cn) A (5)

nazveme matici linearniho zobrazeni A vzhledem k bazim B a C.

Povsimnéme si, Ze pokud vezmeme linedrni zobrazeni do stejného linedrniho prostoru (tedy linedrni
transformaci) a volime B = C, pak matice takového linedrniho zobrazeni vzhledem k bazim B a B je
totéZz jako matice transformace vzhledem k béazi B, ktera byla zavedena v predchozi sekci. Takze novy
pojem zavedeny v této sekci je jen mirnym zobecnénim uz diive zavedeného pojmu. Nepiekvapi nas tedy,
Ze se argumenty budou opakovat, jen se nam do toho nyni bude plést jedna baze navic.

Z uvedené definice a ze vzorce (5) pfimo plyne, Ze dimU = n a dim V' = m, matice A mé& m Fadku a
n sloupci, tedy je z R™™. Déle ze vzorce (5) plyne, Ze i-ty sloupec matice A obsahuje soufadnice vektoru
A(b;) vzhledem k bézi C.

Je dobré si uvédomit, ze pii pevné stanovenych bazich B a C"

(i) linedrni zobrazeni A urc¢uje matici A dle (5) jednoznac¢né a obracené
(ii) matice A z R™"™ urcuje také jednoznacéné linedrni zobrazeni A : U — V spliujici (5).

Pro¢ plati (i): Zobrazeni A uréi jednozna¢né soubor vektort na levé strané rovnosti (5) a tato rovnost
uréuje jednozna¢né matici A, jak bylo zdivodnéno pod rovnosti (2). Pro¢ plati (ii): Baze C a matice A
pfi pouziti maticového ndsobeni na pravé strané rovnosti (5) vygeneruje soubor vektori, které maji byt
dle (5) obrazy bazovych prvka b; v hledaném linedrnim zobrazeni A. A déle z véty o linedrnim zobrazeni
vime, Ze linearni zobrazeni je ur¢eno svymi obrazy na béazi jednoznacné.

Véta 4 mé v pfipadé obecného linearniho zobrazeni toto zobecnéni:

Véta 7. Necht B = (by, ..., b,) je baze vektorového prostoru U, C' = (cy, ..., €y) je baze vektorového
prostoru V', a necht A : U — V je linearni zobrazeni s matici A vzhledem k B a C. Necht vektor u € U
mé soufadnice x v bazi B. Pak vektor T'(u) mé soufadnice y = Ax v bézi C.

Dtikaz: Zapiseme piedpoklad véty, tedy u = (by, ..., b,) x. Na obé strany této rovnosti uplatnime linearni
zobrazeni A a dostavame:

A(u) = A((by, ..., b,) x) E (A(by), ..., A(b,)) x Z (1, ..., €m) A) x =
=(c1,...,¢m) (Ax) = (by,....by)y.

Rovnost oznacené :1: plati z toho divodu, Ze A je linearni, tj. pfenasi linedrni kombinace vzort na linearni
kombinace obrazt se stejnymi koeficienty. Rovnost ozna¢end :2: plyne z (5) a déle je uzit asociativni zdkon
maticového nésobeni. Vidime tedy, Ze y obsahuje soufadnice vektoru A(u) vzhledem k béazi C. n

Skladani linearnich zobrazeni lze realizovat maticovym nasobenim odpovidajicich matic téchto zob-
razeni tak, Ze nejvice vpravo v ramci tohoto maticového nasobeni je matice zobrazeni, ktera se uplatni pti
skladani zobrazeni jako prvni. To je zobecnéni véty 5 pro obecné linearni zobrazeni. Pfesné znéni tohoto
zobecnéni je bohuzel ponékud komplikovanéjsi, protoze ve vsech zucastnénych vektorovych prostorech
musime nejprve zvolit néjakou bazi:

Véta 8. Necht B = (by, ..., b,) je baze vektorového prostoru U, C' = (cy, ..., C,) je baze vektorového
prostoru V, D = (di, ..., dy) je baze vektorového prostoru W. Necht déle A; : U -V a Ay : V - W
jsou linearni zobrazeni, A; ma matici A; vzhledem k bazim B a C', As ma matici Ay vzhledem k bazim
C a D. Pak slozené linedrni zobrazeni Ay o A; s vlastnosti (As o A1)(u) = A2(A;1(u)) ma matici Ay Ay
vzhledem k bazim B a D.

Duikaz: Rovnost (Al(bl), e ,Al(bn)) = (c1,...,€Cn) Ay vyplyva z toho, Ze A; je matici linedrniho zob-
razeni A; vzhledem k bazim B a C. Na obé strany této rovnosti aplikujeme zobrazeni As a dostavame:

(A2(A1(by)), ..., A2(A1(by))) = As((€1,. .., m) Ar) = (A2(cr),. .., A2(cn)) AL =
= ((dr, ... d) As) Ay = (di,.... dy) (Az Ay).

Rovnost oznacend :1: plyne z toho, ze Ay pfevadi linearni kombinace vzori na linearni kombinace obrazt
se stejnymi koeficienty a déle je pouzita definiéni rovnost (5) pro matici Ag zobrazeni As vzhledem
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k bazim C a D. Kone¢né vyuzijeme asociativitu ndsobeni matic. Vidime tedy, ze A3A; je matici sloZzeného
line4drniho zobrazeni A, o A; vzhledem k bazi B. [

Poznamka: Predpokladejme, Ze v R™ mame standardni bazi, jejiz sloupce tvoii jednotkovou matici E,
a nechf v R™ mame obdobnou standardni bézi, ze které jsme vytvorili jednotkovou matici E,,. Déle je
dana matice M € R™" a linearni zobrazeni A : R” — R™ urcené predpisem A(u) = Mu. Pak defini¢ni
vzorec (5) pro matici A tohoto linedrniho zobrazeni vzhledem k bazim E, a E,, ma tvar ME,, = E,, A,
takze vidime, Ze matice A takového zobrazeni vzhledem ke standardnim bazim je rovna pfimo matici,
ktera to zobrazeni na trovni slozek vektora realizuje.

Pfiklad: Je déno linedrni zobrazeni A : R — R™ pfedpisem A(u) = Mu, kde M € R™"™. Méme

najit matici A tohoto linedrniho zobrazeni vzhledem k né&jakym obskurnim bazim B = (by,...,b,) a
C = (ci,...,€n). Dané baze sestavime do sloupcit matic B = (by,...,b,) a C = (cy,..., ¢y ). Definiéni

rovnost (5) pro matici daného zobrazeni pak prechdzi na MB = CA, z &ehoz plyne, ze C~"*MB = A.
K tomuto vysledku miizeme té% dojit fddkovou eliminaci (C | MB) ~ (E| C~'MB).

Na matici B se miizeme divat jako na matici prechodu baze B vzhledem ke standardni bazi, protoze
thlem pohledu vzorce (3) plati B = EB. Podobné matice C je matici pfechodu baze C vzhledem ke
standardni bazi. Konecné piedchozi poznamka fika, Ze matice M je matici zobrazeni A vzhledem ke
standardnim bazim. Na vysledek naseho piikladu A = C~!MB je tedy mozné pohlizet jako na matici M
zobrazeni A vzhledem ke standardnim bazim nasobenou zleva a zprava prislusnymi maticemi prechodu.

Poznamka: Uvazujme nyni identické linearni zobrazeni I : U — U vektorového prostoru U se dvéma
bazemi B = (by,...,b,) a C = (ci,...,c,). Pak defini¢ni vzorec (5) pro matici A této identity vzhledem
k bazim B a C prechazi na tvar

(I(by),...,I(by)) = (by,...,b,) = (c1,...,c,) A,

takze vidime Ze matice A je zaroven matici pfechodu baze B vzhledem k bazi C, tedy pfevadi maticovym
nasobenim Ax soufadnice vzhledem k B na soufadnice vzhledem k C'. Z pfedchoziho textu vime, Ze je
to také matice takové transformace T : U — U, kterd zobrazuje prvky c; na prvky b;.

Poznamka: Pro zapamatovéani vSech vlastnosti odpovidajicich matic pfechodu, matic transformaci a
matic zobrazeni si sta¢i zapamatovat definiéni vzorce (3), (4) a (5), které jsou navic jen mirnou variaci
obecného vzorce (2). Z uvedenych vzorct ostatni vlastnosti matic pfimocaie plynou, jak jsme ukézali
v tomto textu. Také lze z nich pfimocafe odvodit pozadovanou ¢innost, kterou musime pii hledani
odpovidajici matice udélat, coz jsme ukdzali v poslednim piikladé. K zapamatovani vzorci (3) a (5)
navic slouzi mnemotechnickd pomitcka, ze je tfeba vyslovit pfislusné baze v nazvu matice v takovém
pofadi, v jakém je vidime ve vzorcich zleva doprava napsény. V ptipadé (3) to je také poradi vychozi a
cilové baze v ramci prechodu soutadnic realizovaného maticovym nasobenim Ax.

Priklad: Najdeme matici A zobrazeni A : R" — R™ vzhledem ke standardnim bazim, kdyZ zndme
hodnoty tohoto zobrazeni pouze na néjaké (nestandardni) bazi. Je tedy déna baze B = (by,...,b;) a
znéme hodnoty y; = A(b,,) pro vSechna i € {1,...,n}. Vime dle véty o linedrnich zobrazenich, Ze linedrni
zobrazeni je témito podminkami urceno jednoznacné a hleddme matici A tohoto zobrazeni vzhledem ke
standardnim béazim. ProtoZe hledand matice A je také matici, kterd pfimo realizuje obraz y = A(x)
maticovym néasobenim y = A x, plati také pro dané vektory y; = A b;. MiZeme tedy sestavit matici Y
se sloupci y; a matici B se sloupci b; a psat Y = AB. Matice B je regularni, protoZe to je matice baze
B vzhledem ke standardni bazi. Vynasobenim uvedené rovnosti matici B~! zprava dostavame vysledek
YB~! = A. Pokud bychom k tomu vysledku chtéli dojit efektivné pomoci elimina¢nich tprav, musely
by to byt sloupcové, nikoli fadkové, ipravy. Na to nejsme zvykli, proto pfejdeme k transponovanym
maticim, o kterych plati: AT = (B~1)TYT = (BT)~1YT takze vime, ze matici AT ziskdme Fadkovymi
elimina¢nimi tpravami (B? | YT) ~ (E | AT). MizZeme to lapiddrné shrnout takto: sestavime-li matici U,
kterd ma v 7adcich vektory béze b; a dale matici V, kterd mé v fadcich obrazy této baze pii zobrazeni
A a provedeme fadkovou eliminaci (U | V) ~ (E | W). Pak WT je hlednana matice A.



