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Uvod

Tento text je urCen pro ¢tenare, ktefi jiz prosli kurzem matematické analyzy funkci jedné proménné
(Gspésné nebo tieba i netispésné) a maji zdjem se podivat na to, co se naudili, k ¢emu to je, co je za tim,
jak vypada hlavni divod, pro¢ byly véci takto navrzeny a formulovany. Tito ¢tenari se tedy seznamili
s pocitanim limit, derivaci, integralti a nekonecénych fad, ovSem cCasto byla vyuka vedena s diirazem na
detail a s pozadavkem umét cosi konkrétniho spocitat tak, aby poc¢tar neprehlédl zadné jednotlivé minus
ve vypoctu a pamatoval si vSechny postupy, predpoklady a vzorecky pro pocitani. Ten duraz na detail je
samozrejmé opravnény, protoze bez souhrnu detailti nevznika celek. Ovsem my, kdyz uz jednotlivé detaily
byly vysloveny, se miizeme zamérit na celek a divat se na néj z riznych stran. Nemusime teorii budovat
od zakladnich stavebnich kament ke slozitéjsim, ale miizeme pfepinat mezi jednotlivymi vysledky a davat
je do souvislosti. To bézné ucebnice nedélaji, protoze potiebuji teorii spravné vybudovat. Nakonec jsou
ale studenti ¢asto zkouSeni zejména z toho, zda dokézou na papir prezentovat na konkrétnich umélych
prikladech vypocetni postupy. To sice davd mnohym studentiim ,zdchranné lano“, zejména tém, kteii si
zatim neosvojili schopnost abstraktniho uvazovani a dokazou aspon zopakovat néjaké naucené postupy.
Ale vytraci se pointa, pro¢ byla matematickd analyza vybudovana.

I studenti, ktefi se zamérili zejména na pocitani, jisté dospéli k dilezitému poznani, ze matematika
neni o pocitani a uz viibec ne o ¢islech, ale o abstraktnich strukturach existujicich jen v nasich myslich
a majicich rfizné vlastnosti, které ma smysl zkoumat a exaktné je popsat. Cisla samotnd (napiiklad
prirozend ¢isla) jsou jen jednim piikladem takové abstraktni struktury, kterd navic obsahuje nekonecné
mnoho prvki. Slovo nekoneéno trépilo matematiky celd staleti a hledali i pro tento pojem (existujici
jen v naSich predstavdch) néjaky konkrétni projev a moznost jeho uchopeni presnymi postupy. A tento
vyznamny krok v lepsimu poznani nekonecna byl mimo jiné uc¢inén také v matematické analyze.

Mame vyhodu, ze muzeme davat jednotlivé poznatky z matematické analyzy z rtuznych kouta do
spolecnych souvislosti a ukazovat na tom, kde jsou hlavni myslenky této teorie. Predpokladame totiz,
nebude uz prekvapeny. Tento text tedy nenahrazuje ucebnici matematické analyzy, jen ji primérenym
zpusobem doplnuje.

1 Matematicka analyza pracuje s funkcemi

Matematickd analyza nabizi moznosti analyzy prirodnich jevi pomoci matematiky a pri této analyze se
pracuje zejména s funkcemi. Ty mohou vyjadrovat napriklad zavislost polohy pohybujiciho se predmétu
na Case, tvar kmitajici struny, predpis pro vypocet ploch ¢i objemt geometrickych téles, pocet c¢lenu
populace v jeji n-té generaci a mnoho dalsiho. TakZze pojem funkce je zakladnim stavebnim kamenem
matematické analyzy.

Funkce pritazuje jednotlivym prvkim svého defini¢niho oboru néjaké funkéni hodnoty. Tento pohled
na funkci je dynamicky: predstavujeme si funkci jako néjakou ¢ernou skiinku, kterd je schopna na svém
vstupu akceptovat postupné vsechny prvky definicniho oboru a pro kazdy z nich vyda na svém vystupu
néjakou funkéni hodnotu. Uvniti mize byt ta skiinka ,naprogramovana“ jakkoli. Mtze napriklad v sobé
obsahovat tabulku se dvéma sloupci a s typicky nekonec¢né mnoha radky, prvni sloupec obsahuje vycet
vSech prvku definiéniho oboru a vedle kazdého takového prvku je ve druhém sloupci funkéni hodnota.
Algoritmus takové ¢erné skrinky poté, co dostane vstupni hodnotu, musi umét vyhledat v této nekonecné
tabulce ten spravny radek a najde v ném vystupni hodnotu, kterou vrati do vystupu. Souvislost mezi
vstupni a vystupni hodnotou v této tabulce nemusi byt vibec zadnd, tj. nemusi byt mozné popsat
tvorbu vystupni hodnoty na zdkladé vstupu néjakym konecnym algoritmem ¢i dokonce vzorcem. Ovsem
v matematické analyze se skoro vzdy setkdvame s funkcemi, které maji algoritmus vypoctu vystupni
hodnoty na zdkladé vstupniho prvku dany néjakym vzoreckem.

Dalsi pohled na funkci je staticky, v matematické analyze se moc nevyuziva. Vychazi z kartézského
sou¢inu mnozin. Necht D je mnozina prvku definicniho oboru funkce a M je mnozina vsech pripadnych
hodnot funkce. Pak teorie mnozin (diky axiomtim teorie mnozin, které se vétsinou v kurzech matematiky
nezminuj{) ndm umozni sestrojit kartézsky soucdin téchto mnozin D X M a z néj muzeme vybirat ruzné
podmnoziny. Vybereme-li takovou podmnozinu f C D x M, ze pro kazdy prvek € D existuje prave jedna
dvojice (z,y) € f, nazyvame f funkci z D do M. V tomto pohledu tedy f neni éernd skiinka, kterd nam
vydava na zdkladé vstupu vystupni hodnoty postupné v case, ale divime se na ni v jediném okamziku
jako na pevné zvolenou podmnozinu kartézského soucinu s jistou vlastnosti. Vykreslime-li vsechny prvky
takové podmnoziny f do roviny s osami x a y, dostavame graf funkce f. Jisté Vam neuslo, ze priklad
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¢erné skifnky ukryvajici v sobé dvousloupcovou tabulku (viz vyse) s timto pohledem tzce souvisi, protoze
jednotlivé fadky té tabulky jsou pravé vsechny prvky podmnoziny f.

Poznamenejme jesté, ze funkce oznaCujeme pismeny f, g, atd. (at se na né divime prvnim nebo
druhym pohledem), zatimco kdyZ napiSeme f(x), mdme na mysli funkéni hodnotu z M, ktera je vystupem
Cerné skifnky poté, co do ni vlozime prvek x € D, neboli je to pravé prvek y z dvojice (z,y) € f. Je-li
f € D x M funkce a (z,y) € f, pak stejnou skutecnost zapisujeme také symboly f: D — M, y = f(x).
Také se pouziva terminologie, ze = je vzor a y obraz funkce f.

Neni-li mnozina potencidlnich funkénich hodnot M ¢iselnd, ale je to mnozina jinych matematickych
objektt, obvykle nemluvime o funkci, ale o zobrazeni. V matematické analyze se vyhradné setkdvame
s funkcemi, jejichz defini¢ni obor je ¢iselnd mnozina a potencidlni obor hodnot také. Takova funkce
prifazuje cislim ¢isla ¢i z druhého pohledu je to podmnozina kartézského soucinu ciselngch mnozZin
s vlastnosti funkce. Nejcastéji se setkavame s funkcemi f: D — R, kde D C R, tedy s redingmi funkcemi
redlné promeénné. Nebude-li feceno jinak, vzdy budeme mit v tomto textu na mysli takové funkce.

Jak jsem uvedl diive, v matematické analyze je velmi obvyklé pracovat jen s takovymi funkcemi,
kde jejich algoritmus vytvarejici funkéni hodnoty lze popsat vzorcem, kratce budeme fikat funkce dand
vzorcem. Tim se mysli pfesné toto: existuje pro funkci f jediny vzorec v proménné x, jenz muze obsahovat
jako operandy ciselné konstanty a proménnou x a déle tyto operandy mohou byt podle tohoto vzorce
zpracovany binarnimi operacemi sc¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni, mocnéni a unarnimi operacemi sin,
cos, In, exp, atd. v libovolném mnozstvi a pofadi (pofadi vyplyva z obvyklych priorit operaci a z pouziti
zévorek). Vzorec je pak mozné numericky vyhodnotit, pokud se rozhodneme pro konkrétni hodnotu x € D
(tj. dosadime za x konkrétn{ éislo). Vysledek tohoto vzorce je pak vystupni hodnota funkce f v daném
bodé x € D. Funkce dané vzorcem zapisujeme neformalné pomoci f(x) = vzorec v proménné x, naptiklad
f(x) = 2%+ 1 nebo f(z) = 22 —sin(In(x)). Numerické vyhodnoceni prvniho z téchto piikladi pro z = —2
vede k hodnoté 5, takze plati f(—2) = 5, zatimco u druhého piikladu takové numerické vyhodnoceni
nelze na trovni aritmetiky realnych ¢isel provést. Tomu lze lidové fikat, Ze vzorec pro hodnotu z = —2
selZe. Selhdni nastava pii pokusu déleni nulou a dale v pifpadech, kdy argument unérnich operaci In, y/ ,
arcsin, atd. je mimo maximalni defini¢ni obor téchto operaci.

Presnd definice funkce f predpokldda, ze je dan jeji definiéni obor Dy a predpis, ktery kazdému
prvku z € D, pfifadi reilnou funkéni hodnotu. Mame-li napiiklad f:R — R danou predpisem f(z) =
a g: (0,00) — R danou stejnym piedpisem g(x) = 22, pak mame na mysli riizné funkce, protoze se lisf svym
definiénim oborem. Zde zadand funkce g je prosta, zatimco f neni prostd. Byva ovsem obvyklé u funkci
zadanych vzorcem jejich defini¢ni obor neuvadét. Stane-li se to (coz nastava skoro vzdy), je v zadéni
funkce automaticky minén maximalni mozny defini¢ni obor, pro néjz dany vzorec neselze. Naptiklad,
zadd-li ndm nékdo funkei f vzorcem f(z) = 2z — sin(Iln(z)) a neuvede definién{ obor, je automaticky
minén defini¢ni obor (0, c0), protoze tento interval obsahuje pravé vSechny hodnoty z, ve kterych zadany
vzorec neselze (tedy lze jej vyc€islit v redlné aritmetice). Zada-li ndm nékdo k této funkei defini¢ni obor,
napitklad Dy = (0, 1), pak je funkce tiplné zadand. Pokud ovsem nékdo prohlasi za definiéni obor funkce
s uvedenym vzorcem tieba interval (—1, 1), musime mu vysvétlit, Ze dany vzorec neumozni vy¢islit vSechny
hodnoty pro vSechna x z jim zadaného defini¢ntho oboru, takze funkce neni korektné zadana.

Protoze jsou funkce v matematické analyze skoro vzdy zadané vzorcem, setkdvame se ¢asto se zkrace-
nym vyjadifovanim: ,je ddna funkce f(z) = vzorec“ nebo dokonce jen , je ddna funkce vzorec*. To sdéleni
ve skuteCnosti presné znamena: ,je ddna funkce f uvedenym vzorcem a jeji defini¢ni obor je maximalni
takovy, aby po zadny jeho prvek vzorec neselhal®

Zopakujeme jesté dulezitou terminologii pro funkce. Funkce je prostd (injektivni), pokud neexistuji
dva rizné obrazy z definicniho oboru, které by mély stejné vzory. Funkce f: D — M je na mnozinu
M (surjektivni), pokud vSechny obrazy f pokryvaji celou mnozinu M. Z této druhé definice vidime, Ze
kdyz piseme f: D — M bez zdtraznéni slova ,na“, musi funkce sice umét zobrazit vSechny prvky z D, ale
mnozina M muze obsahovat prvky, které nepatii do oboru vsech hodnot f. Neexistuji-li takové nezobrazené
plonkové prvky v mnoziné M, fikame, ze funkce je ,na“. To je v matematice obvykld terminologie pro
funkce. Je-li funkee f: D — M prostd a na, Fikdme ji také bijektivni funkce (kratce bijekce).
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2 Ciselné mnoziny

Funkce zobrazuji ¢isla na cisla, stoji tedy za to si o ¢islech povédét vice. Zacneme zdkladnimi vlastnostmi

mnoziny pfirozenych ¢isel a pak ji kvuli potfebé uzavienosti operace minus rozsitime na ¢isla celd, dale

kvuli potiebé uzavienosti na operaci déleno ji rozsifime na ¢isla racionalni a nakonec pridame iracionalni

¢isla a budeme mit cisla realna.



Prirozena cisla. Ta ndm umoznuji zjistit pocet objekti. Uvédomime si, jak to funguje na prikladé
z davné minulosti lovetl mamuti. Predpoklddejme, Ze tito lidé jesté neméli univerzity, kde by se jejich
moc. Lovec si tfeba vysel na palouk a tam uvidél tfi mamuty. On nevédél, ze jsou ,tii“, ale zvedl jeden
prst a priradil jej jednomu mamutovi, ddle druhy prst pritadil dalsimu a t¥eti prst poslednimu. Aniz by
to védél, provedl bijektivni zobrazeni mezi mnozinou vztycenych prsti a mnozinou mamutt. Tj. zddného
mamuta nepoéital dvakrat (injektivita) ani zddny mamut na palouku nezistal nezapoéitan (surjektivita).
Pak s takto vztycenymi prsty priSel do jeskyné k ostatnim kolegim, ukazal jim ty prsty, vyjadril dalsim
posunkem, ze jde o mamuty a ukézal, kde. Ostatni lovci na zakladé této informace veédeéli, kolik na
palouku mohou ocekavat mamutia. Nemuseli mit to ¢islo pojmenovano jako ,tri“, ale zkusenost o trech
vztycenych prstech jim dala jasnou predstavu. A nemuseli ty mamuty fyzicky vidét. Posléze prestala
na takové pocitdni stac¢it mnozina prstu, ale vyvinula se fe¢. A v rdmci ni se déti udili fikanku: jedna,
dveé, t¥i, ¢tyri, ... Pri pocitani objekti pak déti provedli bijektivni zobrazeni mezi slovy z uvodni Casti
této fikanky a pocitanymi objekty. U kterého slova se déti zastavily, to byl pocet objekti. Na té fikance
jsou podstatné tyto véci: M4 prvni slovo ,jedna“ a pro kazdé slovo v fikance existuje nasledujici slovo,
které zatim nebylo v fikance vysloveno. Mnozina téchto slov je tedy neomezend a jsme schopni pomoci
bijektivniho zobrazeni ze slov ze zacatku fikanky na libovolné velkou neprazdnou kone¢nou mnozinu
zjistit pocet jejich prvku a predat tuto informaci dalsimu ¢lovéku, ktery pocitané predmeéty nemusi vidét,
ale presto mé predstavu, kolik téch predmétu je. Je to tim, Ze vSichni lidé na celém svété tuto rfikanku
znaji a pouzivaji ji stejné. Samozrejme, museji existovat bijektivni zobrazeni této rikanky mezi riznymi
jazyky. Jednotliva slova v fikance lze navic prostiednictvim bijektivniho zobrazeni nahradit symboly
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, ... a vSechny tyto symboly (¢isla) tvoii mnoZinu pfirozenych cisel.

Pfirozena c¢isla umime scéitat: Vezmeme si dvé disjunktni mnoziny pfedmétli, spocitdme pomoci
bijekce pocet prvki v jedné, pak ve druhé mnoziné a pak v obou mnozindch dohromady. Ten posledni
vysledek je souc¢tem téch predchozich dvou ¢isel. Nové se naucime takovy soucet provadét jen s Cisly
samotnymi bez nutnosti k tomu pocitat prvky néjakych konkrétnich mnozin. To se naué¢i déti v prvni tridé
a v pripadé souctt vétsich ¢isel vyjadrenych vétsim mnozstvim cifer v desitkové soustavé se algoritmem
na scitani ¢isel pod sebou déti trapi jesté v dalsich rocnicich.

Pro prirozena c¢isla plati dilezita vlastnost. Kazdé prirozené ¢islo lze vybrat tak, ze vybereme jednicku
a pak nahrazujeme vybrané ¢islo jeho naslednikem tak dlouho, az dospéjeme k pozadovanému cislu. To
se podaii vzdy v konecné mnoha krocich. Diky tomu funguje dikaz indukci: dokazuje se platnost néjaké
vlastnosti V'(n) pro vSechna ptirozend ¢&isla n tak, ze se ovéi V(1) a dale V(k) = V(k + 1).

Cela ¢éisla. Vysledek odcitani a — b lze definovat jako takové Cislo ¢, pro které plati, ze ¢ + b = a. Ne
vzdy se mezi prirozenymi Cisly povede takové Cislo ¢ najit, musime tedy mnozinu ¢isel rozsitit o nulu a
zaporna c¢isla. Mame mnozinu celych cisel.

Raciondlni ¢éisla. Opakovanym s¢itdnim lze zavést ndsobeni. Vysledek déleni a/b 1ze pak definovat jako
takové ¢islo ¢, pro které plati a = be. Takové ¢ se nepodari na mnoziné celych ¢isel vzdy nalézt. Predevsim
pro b = 0 nelze vysledek déleni najit nikdy a takovou operaci zakdzeme. Pro ostatni ¢ # 0 muzeme
vysledek vzdy zapsat ve tvaru zlomku, tedy dvojice Citatel/jmenovatel tak, Ze citatel je ¢islo celé a
jmenovatel prirozené. A existuji algoritmy, jak spolu secist, odecist, vyndsobit a vydélit libovolné dva
zlomky a vysledek zapsat ve tvaru zlomku. Tim se rovnéz déti zabyvaji na zakladni Skole. A ucini také
pozorovani, ze zlomek dany dvojici ¢itatel/jmenovatel neni zaddn jednoznacné a je vhodné tedy zlomky
kratit do zédkladniho tvaru. Mnozina vsech zlomkiu v zakladnim tvaru je pak mnozina racionalnich cisel.

Pro kazdé dva zlomky lze také odpovédét na otazku, ktery je vétsi. Dale ucinime pozorovani, ze mezi
kazdé dva rtizné zlomky a, b takové, ze a < b lze vlozit zlomek ¢, pro néjz plati a < ¢ < b, naptiklad volime
c=(a+b)/2. Uzasné na tom je, Ze toto lze provést pro dva libovolné blizké zlomky. Je-li tfeba vzdalenost
mezi a a b rovna jen 1/1000000, pfesto mezi né viéstnite zlomek c. A ta vzddlenost mezi a a b mize
byt libovolné malé, vyjadiena prevracenou hodnotou libovolné velkého prirozeného cisla. Je ovsem také
pravda, ze mezi dvéma libovolné blizkymi zlomky je plno ¢isel, se kterymi potrebujeme pracovat napriklad
v geometrii, ale ony to nejsou zlomky. Typickym prikladem je délka tihlopricky ¢tverce o strané 1, ktera
je rovna dle Pythagorovy véty v/2, coZ je ¢islo, o kterém se docela snadno dokéze, Ze neni zlomek. Dikaz
délat nebudeme, lze jej najit na moha mistech a mozna jste se jej také ucili.

Realna ¢isla. Muzeme si na osu (vodorovnou pfimku) zanést (aspon myslenkové, fakticky to neptijde)
vSechny zlomky sefazené podle velikosti. Pak je tato mnozina zlomku na té primce ,husta“ diky vlast-
nosti, ze mezi kazdymi dvéma zlomky je dalsi. Ale taky ta mnozina nepokryva vsechny body na ose,
protoze mezi nimi treba neni délka thlopricky ¢tverce. To se mozna tézko predstavuje, ale je to fakt.
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Ta chybéjici iraciondlni cisla 1ze zavést postupem podobnym jako pti zavedeni limit: ke kazdému iracio-
nalnimu ¢islu se Ize libovolné presné priblizit vhodné zvolenou posloupnosti racionalnich ¢isel. Napriklad
k iracionalnimu ¢islu 7 se lze libovolné presné priblizit posloupnosti raciondlnich ¢isel 3; 3,1; 3,14; 3,141;
3,1415; 3.14159; ... Pokud nékdo namitne, ze nevidi v téchto Cislech zlomky, napiSeme mu je ve tvaru
3/1, 31/10, 314/100, 3141/1000, atd. Pfiddme-li vSechna iracionalni ¢isla k raciondlnim, dostdvdme ¢isla
realna.

Operace s¢itani, od¢itani, ndsobeni a déleni redlnych ¢isel mizeme provést s tiplnou piesnosti, jsou-li
to ¢isla raciondlni, a se sice omezenou presnosti, ale s libovolné malou chybou, jsou-li to ¢isla iracionélni.
Kazdé iracionalni ¢islo totiz muzeme vyjadrit podobné jako ¢islo 7w v predchozim odstavei pomoci posloup-
nosti racionalnich ¢isel s konecnym desetinnym rozvojem a muzeme se spokojit jen s n-tym prvkem této
posloupnosti, staci-li ndm vysledek s presnosti na n desetinnych mist. To neni iplné presné receno, ale ze
je mozné dosahnout jakékoli presnosti vysledku vhodné volenym poc¢tem desetinnych mist pii vypoctu je
zrejmé.

Mame tedy aspon ramcové zavedena redlna ¢isla a muzeme na nich provadét operace sc¢itani, odci-
tani, nasobeni, déleni. Takze hodnoty funkci zadanych vzorci obsahujicimi jen tyto operace umime nyni
vyhodnocovat v libovolném redlném bodé (mimo bodu, kde dochézi ke kolapsu vzorce kvili déleni nulou)
s libovolné stanovenou presnosti. V nasledujicich tfech sekcich zavedeme dalsi funkce, které se ve vzorcich
v matematické analyze bézné vyskytuji: mocniny, odmocniny, exp, In, log, sin, cos, tg, cotg, arcsin, arccos,
arctg, arccotg.

Komplexni &isla. Neexistuje realné &islo z, pro které je 2 + 1 = 0. Jinak fe¢eno v/—1 nedéavé redlny
vysledek. To motivuje k rozsireni redlnych ¢isel na dalsi ¢iselnou mnozinu komplexnich ¢isel. Kazdé kom-
plexnf éislo je uspofddanou dvojici redlnych ¢isel (slozkdm té dvojice fikdme redlnd a imagindrni ¢dst) a
Cisla se daji s¢itat a odéitat po slozkach a nasobit a délit podle jistych vzorctu. Komplexni ¢islo z muzeme
graficky znazornit jako bod v roviné. Jeho vzdalenost od pocatku je velikost (absolutni hodnota) komplex-
niho &sla, znaéime ji |z|. Dale tihel mezi redlnou osou a polopfimkou vedenou z pocétku ke zminénému
bodu je argument komplexniho é&isla arg(x). Cislo [0, 1] se znaéf i, je to imaginarni jednotka a pro ni plati
i? = —1. Mnozina komplexnich é&isel je algebraicky uzaviend (kazdy polynom mé v komplexnim oboru
koten), takze dalsi rozsifovdni mnozin neni potfeba. V tomto textu (az na malou vyjimku) se zabyvidme
jen redlnymi funkcemi jedné realné proménné, tj. komplexni ¢isla zde zminuji jen pro doplnéni souhrnu
¢iselnych mnozin. Vénuje se jim poradné komplexni analyza.

3 Mocnina a elementarni funkce exp, In

Prirozeny exponent. Jakmile umime na redlnych ¢islech séitat, od¢itat, nasobit, délit, kazdého napadne
moznost zavedeni dalsi operace: mocnéni. Protoze nasobeni je ptivodné definovano jako opakované s¢itani,
je prirozené zavést mocnéni jako opakované nasobeni. Tedy pro a € R a n € N definujeme

a»=aa---a.
aa ---4a

n krat

Dalsi nasf snahou bude rozsifit operaci mocnéni na moznost pouzit redlny exponent (nejen pfirozeny) za
dodatecného predpokladu, ze zdklad bude kladny. PovS§imneme si, ze pro prirozené exponenty m, n plati:

ama"=qga---aga---a=qa---a=a™" (™" =qa---a---aa---a=ga---a=a"".
¢d  ~-gea ~-ag=¢a "¢ ¢a - ¢ g¢a ~rg=¢a -4
m krat n krat m+n krat m krat m krat mn krat
n krat
Tyto dvé zakladni vlastnosti mocniny
ama” = aern’ (am>n = g™n (1)

bychom chtéli udrzet v platnosti i pro pripadné rozsifeni mocniny na realny exponent.

Celoéiselny exponent. Pro nulovy exponent je rozumné definovat a® = 1, protoze
a" =a""? =a"a® =a" -1

n

rozsifeni pro zdporné exponenty a nenulovy zaklad a pak je a™™ = 1/a™, protoze:

a’a" ="t =0 =1, takie a " =

an’



Racionalni exponent. Abychom mohli rozsifit mocnéni na racionalni exponent, musime na chvili mluvit
o n-tych odmocninéch, tedy inverznich funkcich k n-té mocniné zdkladu z, kde n € N. Pro liché n je
funkce f(z) = ™ prostd na R, ale pro sudé n nikoli. Musime pro tento pfipad zizit defini¢ni obor na
(0, ), protoze inverzi lze sestrojit jen k prosté funkci. Po zizeni defini¢niho oboru v pfipadech sudého n
méme nyn{ vSechny funkce f dané vzorcem f(x) = z™ prosté a maji inverzni funkci g, kterou nazyvime
n-t4 odmocnina a piSeme g(x) = {/z. Plati {/z = 2™ protoze:

1

(x;)n _ x% 1 _

Qe g . . C 1
m =gl =2, aplikaci n-té odmocniny na obé strany rovnosti mame: z» = {/x

Mocninu zékladu a > 0 na libovolny raciondlni exponent p/q pak pfirozené definujeme:

p
q

a1 = (a”)% = vaP.

Ovéfime si, Ze i pro raciondlni exponenty zustavaji v platnosti dvé zakladni vlastnosti mocniny (1):
+q¢
% v = YaP Va* = N aP? N aql* = N/ aP?qiv = \/ (pv+qu) — apuqvu = a§+ ,

b
aq v =1/( ap Vapt = Y/qpt = qau = qav,

Redlny exponent. Nyni rozsifime funkci h: Q — R danou predpisem h(z) = a® (pro a > 0) na funkci
r:R — R, kterd mé na racionalnich &slech stejné hodnoty jako h a je spojité. Ze to jde a navic jedinym
zpusobem je podrobnéji vysvétleno v dodatku ... Intuitivné lze tusit, ze to plijde, protoze mnozina Q je
hustd v R. V tomto dodatku je rovnéz ukdzdno (limitnim pfechodem), Ze i pro redlné exponenty plati
zékladni vlastnosti mocniny (1).

cle

Exponencialni funkce. Mdme tedy spojité funkce r: R — R dané vzorcem r(x) = a® s riznymi zéklady
a > 0. Z definice derivace vime, Ze:
a®th — g o a®al —a” . a®(a"—1) oah—1

B

Pokud zvolime a takové, ze lim,_,, { L — 1, budeme mit funkeci, jejiz hodnoty derivace se rovnaji

funkénim hodnotdm. Takové a > 0 existuje a nazyvdme jej e. Vykreslime-li si grafy funkei r(z) = o
pro ruzné zéklady a, najdeme mezi témi grafy jeding, ktery ma v bodé [0, 1] teénu vedenou pod thlem
45 stupii, coz odpovidd (z definice derivace v bodé 0) tomu, ze lim,_,, <7t = 1. Funkci r(z) = €”
nazyvame exponencialni funkci s prirozenym zikladem. Znac¢ime ji exp. Ve vzorcich ¢asto pisSeme misto
exp(x) pfimo e*.

Funkce e je jedina nenulovéa funkce, jenz mé na celém R derivaci shodnou se svou funkéni hodno-
tou. Je rostouci, spojitd, neomezené diferencovatelna a jeji funkéni hodnoty vyplni vsechna kladna ¢isla.
Hodnoty exponencidlni funkce se daji spocitat s libovolnou stanovenou presnosti z ¢astecnych soucti jeji
Taylorovy fady v bodé 0:

2 1.3 o] {Ek

=1 — + = — 2
+2 Tttt ;::0 o (2)
Tato rada konverguje diky faktoridlim ve jmenovatelich rychle pro vSechna x € R. Konvergenci 1ze ovérit
tfeba podilovym kritériem. Z fady muzeme také zjistit pii dosazeni = 1 hodnotu pfirozeného zakladu

e =Y (1/k!) = 2,718 281828 459 045 235

Prirozeny logaritmus. Protoze e” je rostouci funkce na celém defini¢cnim oboru R, je prosta a ma tedy
inverzni funkci, kterou znac¢ime In a nazyvame ji prirozeny logaritmus. Protoze obor hodnot funkce exp je
interval (0, 00), je tenty# interval definiénim oborem In. Plati pochopitelné e™* = x pro vSechna kladn4 .

Jak pocitat realnou mocninu. Konecné se dostavame ke splnéni cile, ktery jsme si stanovili na zacatku
sekce, totiz definovat mocninu a® pro kladné a a pro libovolné b € R. Plati:

ab — €b lna. (3)

blna _ e(lna)b _ ( lna)b

protoze e = ab K Vyhodnoceni obecné mocniny nam tedy staéi pouéivat funkce

zakladem i exponentem, je pro vySetfeni vlastnosti takto definované funkce rozumné pouzit vzorec (3)
a ddle se zabyvat jen argumentem funkce e®, tedy vyrazem b Ina. Naptiklad pii pocitani limity funkce
f (ac)-‘m)7 kters v limitnim bodé vede na neuréity vyraz 1°° nebo 0°, pfevedeme tento problém na poéitani
limity g(z)In(f(z)), coZ je pak neuréity vyraz 0 - co. Je-li vysledek takové limity roven L, je vysledek
pivodni limity roven e, protoze e® je spojitd funkce.
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4 Logaritmus podrobnéji

V predchozi sekci byl zaveden prirozeny logaritmus In jako inverze k funkci e”. Pouzivam oznaceni In
(logaritmus naturalis), protoZe je inverzi k exponencidlni funkci pfirozeného zdkladu. V nékterych textech
se tato funkce znaci log, ale my si symbol log rezervujeme pro logaritmy o pripadné jiném zakladu.

Protoze graf funkce e* mé& v bodé [0, 1] teénu svirajici ihel 45 stupitiii, m4 i graf funkee In v bodé
[1,0] teénu svirajici thel 45 stupnt. In je spojitd funkee, plati lim, ;- Inz = —o0, lim, , Inz = oc.
Déle pro logaritmus plati vzorec znamy z filmu ,Marecku podejte mi pero*:

In(zy) =lnz +1Iny (4)

Je to z toho duvodu, ze €Y = gy = M@y = M T+INY 5 proto, Ze funkee e” je prosta, takze z rovnosti
jejich obrazu plyne i rovnost jejich vzor.
Ze sméru tefny 45° ke grafu funkce In v bodé [1,0] vyplyvad hodnota limity
Inx

lim =1,
rz—1 1 —

ale tentokrat z ni derivaci logaritmu neodvodime, pouZzijeme misto toho vétu o derivaci inverzni funkce.
Necht y = e*:
1 1 1
Iny) = =—=-.
W =y = Ty

TFeti zdkladni vlastnost mocniny. Vzorec (4) pouZijeme k odvozen{ tieti zakladn{ vlastnosti mocniny:

(ab)™ = a™b".
Tato identita vypada prirozené pro prirozené exponenty:

(ab)" — (ab)(ab)(ab) —aa---abb---b=a"b"

n krat n krat n krat

(ab)c _ ecln(ab) — ec(lnaJrlnb) — e¢lnatclnb _ pclnagelnd _ ;epe.

a da se obhdjit i pro realny exponent: e e

. 0 . . o v vz /
Derivace mocniny. Derivaci funkce f(z) = 2¢ miZeme spoitat takto: (z¢) = (e¢™*) = ecn@ ¢l =

cz®/x = cz®t. Déale derivace funkce 7(z) = a® je (a®)’ = (e® 1““)/ =e*M% Ing = a® Ina.

Logaritmus s obecnym zakladem. Inverzni funkci k funkci r(z) = a® pro a > 0 nazyvadme loga-
ritmus o zdkladu a a znacime ji log . Ma stejné jako pfirozeny logaritmus defini¢ni obor (0, 00), také
jeho graf prochdzi bodem [1,0], ale pro a # e pod jinym thlem nez 45°. Plati pro néj také vzorec (4):
loga(xy) = log, = +log_y. Tento vzorec umozni provadét nasobenti ¢isel 2 a y pomoci souctu logaritm,
pritom soucet je poctarsky snadnéjsi operace nez nasobeni. Staci tedy znat tabulku logaritmt a provadét
soucty logaritmu. Vysledek souctu je pak tfeba inverznim pohledem do tabulky (tj. aplikaci exponencidlni
funkce stejného zdkladu) prevést na hledany soucin xy. Logaritmus o zdkladu 10 byl v neddvné matema-
tické minulosti k tomuto icelu hojné pouzivan a byl proto také tabelovan v rozsahlych tabulkach. V jiz
zminéném filmu ,,Marecku podejte mi pero“ Kroupa senior u tabule predvadi, ze tyto tabulky pro takové
nésobeni umi{ pouzivat (85. minuta filmu). Na tomto principu pfevedeni ndsobeni na s¢itdni se také difve
pouzivala logaritmickd posuvna pravitka.

Nyni prosim sledujte mé dusevni pochody: x = a %87 M@ Na obé strany rovnosti poslu
plirozeny logaritmus a mam Inz = log z Ina. Konecné¢ po vydéleni Ina dostavam:

log, z _

log v =—. (5)

Je tedy vidét, Ze logaritmus o jakémkoli zakladu lze spocitat pomoci prirozenych logaritmi. Kdykoli tedy
v néjakém vzorecku uvidime log_, vzdy to mizeme nahradit vyrazem ze vzorce (5), takze neni nutné se
nijak zvlast zabyvat dalsimi vlastnostmi log . Napriklad derivaci spocitdme takto:

Inz 1 1

(log, =) = (7)/ =—(lnx) =

lna/  lna

zlna’

V matematické analyze se vétsinou setkavame jen s prirozenym logaritmem. V diskrétni matematice je
obcas potfeba pouzit také log, nebo néco podobného.
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5 Goniometrické funkce: definice a jejich vlastnosti

Goniometrické funkce cos, sin se daji definovat raznymi zpusoby. Na MFF jsme je méli zavedené tusim
sedmi vlastnostmi zhruba tak, ze byla vyslovena véta: ,existuji jednoznacné dvé funkce s vlastnostmi 1
az 7%, kterou bylo nutno dokazat. Tyto funkce jsme pak nazvali cos a sin. Na stfedni skole jste se s témito
funkcemi sezndmili asi spiSe jen ,jobrazkové“ pohledem na odpovidajici pravouhly trojihelnik. V tomto
textu uvedeme jesté jiny pristup, ve kterém se ty funkce definuji pfimo vzorcem a pak je treba odvodit
jejich vlastnosti. A docela prirozenym zpusobem pak dostaneme i ten stredoskolsky obréazek.

Definice cos a sin. Vzorec (2) muZzeme povazovat za definiéni vzorec funkce e” a vSimneme si, ze tento
vzorec je mozné pouzit nejen pro libovolné redlné x, ale také pro libovolné komplexni z. Rada (2) absolutné
konverguje pro jakékoli ¢islo € C. Dodatek 12 ukazuje, ze zdkladni vlastnosti mocniny e**¥ = e%e¥,
(e*)¥ = ™ plati i pro takto definované komplexni exponenty z, y. Jsme schopni dosazenim do vzorce (2)
napiiklad vyhodnotit:
: 2 .3 4
, ix ix x
e’LfE — 1 — JE— .. 6
LT T T ©)
Funkci cos v bodé = € R definujeme jako reilnou ¢ast komplexniho éisla e a funkei sin v bodé = € R
definujeme jako imaginarni ¢ast e**. Mame tedy:

) ) ) eiz + efix eiw _ efiw
cosxz = Re(e"”), sinz =Im(e”), €% =cosx+isinz, cosz= — sinx = —
i

Podivdme-li se na redlnou a imagindrni ¢dst vzorecku (6), dostdvdme néstroj na vypocet hodnot funkei
sin, cos v bodé x € R s libovolnou stanovenou presnosti:

.132 Jj4 .1:6 o) i 33216
cosle—a—l—ﬂ—a—k-”:;(—l) oh] .
T l,?) .’11'5 CC7 o $2k+1
nr=-->"+2 _Z 4+...= B Y
sinz =7 — g+ g - = 2 (D gy

k=0

Geometricka interpretace cos a sin. Pro geometrickou predstavu, co vyjadiuji funkce sin, cos, musime
védeét, ze komplexni éislo e m4 velikost 1 (tj. lez{ na jednotkové kruznici) a argument (tj. tihel) tohoto
komplexniho ¢isla se primo rovnéd z. Pro¢ tomu tak je vysvétluje podrobné dodatek 12. Muzeme si tedy
predstavit, ze mame provizek délky z, jeho zacdtek umistime do bodu [1,0] a omotdme tim provdzkem
jednotkovou kruznici (pfi kladném z tak ¢infme v kladném sméru rotace, tj. proti sméru hodinovych
rucicek). Konec provazku se pak octne v éfsle €. Nakreslete si spojnici takového éfsla €@ s poéatkem
a dale souradnicové osy a tsecky vyjadrujici redlnou a imaginarni ¢ast tohoto cisla. To, co dostanete, je
pravouhly trojuhelnik s preponou délky 1, ktery vam jisté pfipomene ,defini¢ni“ obrazek funkci cos a sin
znamy ze stredni skoly.

Zakladni vlastnosti cos a sin. Protoze é&islo €'® lezi na jednotkové kruznici, mdme odvozen vzorec
cos? x +sin® 2 = 1. Déle ze zakladni vlastnosti mocniny (ovéfené v dodatku 12) plynou okamzité souctové

vzorce:
i(a+b)

e = e takze:
cos(a + b) + isin(a + b) = (cosa + isina)(cosb + isinb) =
= cosacosb—sinasinb + i(sinacosb + cosasinb), (8)
redlnd ¢éast: cos(a 4 b) = cosacosb — sinasinb,
imagindrni ¢dst: sin(a + b) = sina cosb + cos asin b.

Vzorecek Moivreovy véty je prfimy dusledek druhé zdkladni vlastnosti mocniny:
(cosz +isinz)" = (ei*)" = e™* = cosnx + isinna.

Protoze €’ = 1 a redlnd éast této jednicky je 1, méme cos0 = 1. Imagindrni ¢dst této jednicky je 0, takze
sin() = 0. Déle je v dodatku 12 obhajena platnost dtlezité limity:

. sinx
lim =1
z—0 X
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Z ni, z definice derivace a ze souctovych vzorci snadno odvodime, Ze (sinz)” = cosz, (cosz) = —sin:

cosh—1 I cosh—1 cosh+1 . cos?h—1 . sinh sinh 0.-1=0
im ——— = lim = lim =lim— """ =0-1=
h=0  h h>0 h  cosh+1 n>0h(cosh+1) h—-0 2 h ’
( Y =1 cos(z + h) — cosx iy SO CoS h —sinzsinh — cosx
cosz)’ = lim = lim =
h—0 h h—0 h
. . sinh . cosh—1 ) .
= —sginz lim — +cosz lim ———— = —sinz -1+ cosz - 0 = —sinz,
h—=0 h h—0 h
(sinz)’ sin(z + h) —sinx . sinzcosh+ cosxsinh —sinx
sinz)’ = lim = lim =
h—0 h h—0 h
. sinh . . cosh—1 .
=cosz lim — +sinz lim ——— =cosz -1 +sinx -0 = cosz,
h—0 h h—0

Defini¢nim oborem funkef sin, cos je R, oborem hodnot je interval (—1, 1). ProtoZe maji kone¢nou derivaci
na celém svém definiénim oboru, jsou na ném spojité. Z predstavy provazku omotaném kolem jednotkové
kruznice déle vidime, ze funkce cos, sin jsou periodické funkce s periodou rovnou délce jednotkové kruznice
a to je 2m. Limity téchto funkci v krajnich bodech definiéniho oboru 4+oo neexistuji. Funkce prechazeji
jedna v druhou jednak pomoci vzorce cos? 2 4 sin? 2 = 1 a také z faktu, Ze cosz = sin(x + 7/2).

Dalsi dulezité hodnoty téchto funkci jsou shrnuty v tabulce 5.1 a daji se odvodit stiedoskolskym
zpusobem z Pythagorovy véty a z vlastnosti prislusnych pravothlych trojuhelnikt s thly pri preponé
postupné 30°, 45° a 60°. Ze symetrii graft funkci sin, cos lze odvodit vztahy

cosx = cos(x + 27), sinw =sin(x +27), cosx =sin(zx + §), cosz =cos(—x), sinz = —sin(—x).

a pomoci téchto vzorct pak umime najit hodnoty goniometrickych funkeci v dalsich bodech mimo body
primo zminéné v tabulce 5.1, ale jsou to jen vzhledem k symetriim grafu prislusnym zptsobem posunuté
tabulkové body. Déle miizeme pouzit vzorce na poloviéni nebo dvojnasobny thel (n-ndsobny hel) odvo-
zené ze souctovych vzorcu (8). Pokud ovSem hleddme hodnotu sin nebo cos mimo takové body, pak pro
né piimé vzorce vyjadrené raciondlnim ¢islem ¢i odmocninami neexistuji a je tfeba pouzit vzorce (7).

— T s s s
r=10 ¢ 1 3 2
2 : Vo V1 V2 V3 V4
pomiicka sinz | 5 5 S 5 5
; 1 V2 V3
sinx | 0 5 S 5 1
V3 V2 1
cosx | 1 5 5 3 0

Tabulka 5.1 Hodnoty funkci sin, cos ve vybranych bodech. Pomitcka k zapamatovani: sin je
na (0, 7/2) rostouci, piste tedy 0, 1, 2, 3, 4, dopliite odmocniny a vydélte dvéma.

CcosxT

Funkce tg a cotg. Tyto funkce jsou definované vzorci tgx = Zg;;, cotgr = 7. Jmenovatel ve
vzorci pro tg je nulovy (vzorec selze) v bodech 7/2 + kr, takze definiénim oborem funkce tg stanovime
mnozinu R\ {w/2+ kn; k € Z}. Limity v krajnich bodech definiéniho oboru, tj. limity v bodech vynatych
z defini¢niho oboru jsou zprava —oco a zleva oco. Funkce tg je na kazdé souvislé c¢asti svého defini¢niho
oboru spojitd a rostouci. Jejim oborem hodnot je R. Analogicky si rozmyslime vlastnosti cotg: defini¢nim
oborem je R\ {0+ km; k € Z}, limity v krajnich bodech definiéniho oboru zprava jsou oo a zleva —oo,
funkce je spojita a klesajici na kazdé souvislé Cisti svého defini¢niho oboru. Jejim oborem hodnot je R.

Derivaci spoc¢itame podle véty o derivaci podilu, napriklad:

sin ac) " cosxcosx —sinx (—sinz)  cos®z +sin®x 1

(tgz) = (

coST cos? x cos? x cos? x

Cyklometrické funkce arccos, arcsin, arctg, arccotg. Redukujeme-li defini¢ni obor funkce cos
na interval (0, ), funkce sin na interval (—m/2,7/2), funkce tg na interval (—m/2,7/2) a funkce cotg na
interval (0, 7), dostdvame prosté funkce. Inverzni funkce k nim jsou po rfadé arccos, arcsin, arctg a arccotg.
Jejich defini¢ni obory jsou po fadé (—1,—1), (—1,—1), R, R, protoZe to jsou obory hodnot puvodnich
funkei. Vzorce pro jejich derivace se odvodi z véty o derivaci inverzni funkce. Na svém defini¢nim oboru
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jsou tyto funkce spojité, protoze jsou inverzni ke spojitym funkcim. Limity v krajnich bodech defini¢nich
oboru téchto funkei si ¢tenar jisté doplni sdm. Derivace spocitdme pomoci véty o derivaci inverzni funkce.
Naptiklad pro y = tgz je:

(arctgy)’ = L 1 - 1 _ 1
&Y _(tgm)/_ﬁ_%%ﬁ_tggx+l_y2+l'

6 Limita je nastroj k uchopeni nekonec¢na

V této sekei se budeme podrobné zabyvat vyznamem sdéleni lim, ,, f(z) = L. Je to zékladni stavebni
kamen pri budovani matematické analyzy, limitu potrebujeme naptiklad k definici derivace a pomoci
derivace provadime mimo jiné analyzu funkci.

Pro zacatek predpokladejme, ze limitni bod a i limitni hodnota L jsou konec¢na cisla. Pak vyrazem

lim,_,, f(x) = L chceme Fici, Ze pokud bereme vzory funkce f nekonecné blizko bodu a, ale vyhneme se
primo bodu a, pak jsou funkéni hodnoty nekonecné blizko bodu L. Toto neni pfesné definice, jen intuitivni
formulace, kterd nam pomuze snaze pochopit, o co tady jde. Matematici pouzivali kalkulus asi sto let
jen na zakladé takové intuitivni predstavy. Teprve pozdéji objevil Weierstrass formulaci, pomoci které
vymeénil intuitivni pojmy nekonecné blizko, resp. nekonecné mald velicina za presnou a elegantni definici,
jiz se zde také budeme zabyvat. Tato definice se pak ve skolach predklada studenttim jako fakt a vétSinou
se zataji skutec¢nost, ze matematiktim trvalo vice nez sto let, nez na ni prisli. Ale studenti ji maji chapat
okamzité.
Hromadny bod, okoli bodu. Abychom mohli volit vzory funkce f ,nekonecné blizko“ bodu a, musi
lezet bod a uvnitt defini¢niho oboru funkce nebo aspon ,,nekonecné blizko“ defini¢niho oboru, tedy na jeho
hranici. Vyhybame se pri volbé vzori piimo bodu a, takze bod a samotny nemusi lezet v definicnim oboru
(a typicky taky nelezi, protoze jinak, jak ukdzeme pozdéji, je poc¢itani limity celkem nudné). Skuteénost
umisténi bodu a ,,nekonec¢né blizko“ defini¢nimu oboru D lze presné popsat pomoci pojmu hromadny bod:
Bod a je hromadnym bodem mnoziny D, pokud pro libovolné okoli bodu a existuje uvniti tohoto okoli
néjaky prvek x € D\ {a}.

Tlustrace okoli bodu je nazornéjsi v pripadé bodu v roviné. Opustme na chvili redlnou osu a pred-
stavujme si okoli bodu v roviné. Okoli bodu a je kruh se stfedem v bodé a, presnéji mnozina bodt
vzdalend od bodu ¢ maximéalné o néjakou kladnou konstantu r. Abychom ovérili, ze bod a je hromadnym
bodem mnoziny D, zapichneme do bodu a kruzitko a nastavime néjaky polomér r a narysujeme kruh.
Najdeme-li v ném néjaky bod mnoziny D (mimo stied a), pak musime zvolit dals{ okoli, tj. stejny stied,
ale jiny polomeér. Pochopitelné neméa smysl se v dalsim kroku zabyvat okolimi s vétsim polomérem nez
prve, protoze tam jisté taky bude stejny bod z mnoziny D. Je tedy ucelné testovat okoli s mensim polo-
mérem. Najdeme-li v ném zase bod z mnoziny D, je tfeba otestovat dalsi okoli s jesté mensim polomérem.
Pokud vZdy najdeme v narysovaném kruhu (stéle mensim a mensim) néjaky bod z D (mimo stied), pak
a je hromadnym bodem mnoziny D. Problém je, Ze nase prace s kruzitkem by v takovém piipadé trvala
nekonecné dlouho. Je to tim, ze vzdy musime volit kladny polomér, tj. v dalsim kroku urcité pujde najit
néjaky mensi kladny polomér. Na druhou stranu, kdyz se povede najit okoli, ve kterém (mimo stfed a)
nelezi zadny bod z D, mame v konecném case vysledek, ze a neni hromadnym bodem mnoziny D.

Okoli bodu a na redlné ose je definovano stejné: mnozina bodt nejvyse vzdalenych od bodu a o néja-
kou kladnou konstantu r, tedy interval (a — r,a 4+ r). Kruzitko miZeme mit zapichnuté do bodu a stejné
jako prve, ale rysujeme jim jen dva limitni body na realné ose.

Definice limity. Vratme se nyn{ k vyrazu lim,_,, f(x) = L s koneénymi éisly a a L. Aby to vibec dévalo
néjaky smysl, musi byt ¢ hromadnym bodem defini¢niho oboru D funkce f. Weierstrassova definice této
limity zni: pro kazdé okoli U bodu L ezistuje okoli V bodu a tak, Ze kdykoli je x € DNV \ {a}, pak je
f(z) € U. Tuto definici 1ze po rozepsani pojmu okoli preformulovat na tvar:

Ve>03>0 zeDN(a—d,a+0)\{a} = f(z)e (L—e,L+¢)

V této formulaci jsme pro poloméry prislusnych okoli pouzili klasické a staleti pouzivané oznaceni € a 4.
Rik4 se tomu proto také epsilon-delta definice.

Nyni si uvédomime, jak tato definice funguje, kam se vytratil pavodné intuitivni pojem ,nekonec¢né
blizko®. Predevsim diky tomu, Ze a je hromadnym bodem D, je prinik mnozin v definici vzdy neprézdny,
takze vzdy existuje aspon jedno x pro které mé smysl se ptat, zda f(z) € (L —e,L + ¢). Ale jadro
Weierstrassovy myslenky je skryto jinde, v poradi dvou kvantifikatort ¥V 3. To rozehrava hru dvou hraci:
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v zadjmu prvniho je prokazat, ze limita neexistuje nebo neni rovna L. V zdjmu druhého je obhdjit, ze limita
je rovna L. Prvni hra¢ zac¢ind a vynési néjaké € > 0. Druhy mé za tikol najit takové 6 > 0, Ze se vSechny
definované funkéni hodnoty se vzory z (a —d,a+d) \ {a} schovaji do intervalu (L —e, L +¢). KdyZ se mu
to povede, pokracuje prvni hra¢. Ten vi, Ze nemé smysl volit vétsi € nez prve, protoze protihraci by pak
stacilo odpovédét stejnym 0, jako prve. Takze voli € mensi. Na to zareaguje druhy hra¢ pripadné jinym
6, pak hraje zase prvni hra¢ atd. Takto se hra¢i mohou bavit nekonecné dlouho, pokud limita existuje a
je rovna L. Hra konéi, pokud se povede prvnimu hraci dat souperi mat, tj. najit takové € > 0, ze souper
nema Sanci najit potfebné § > 0, tj. limita se nerovna L nebo neexistuje.

To vypada, ze Weierstrass svou definici jen presel z blata do louze, protoze intuitivni frazi ,,nekonecné
blizko*“ nahradil nekoneénym soubojem dvou hraci, takze se intuitivniho pojmu ,nekoneéno“ nezbavil.
To neni pravda. Snaha druhého hrace totiz je vymyslet univerzalni algoritmus, jak pro jakékoli € > 0
vytvorit & pozadovanych vlastnosti. Je-li to koneény algoritmus, typicky néjaky vzorec, pak staci ovérit,
ze tento vzorec funguje pro obecné € > 0 a hra konc¢i. Prvni hra¢ nemd Sanci vyhréat, uvédomi si to
pohledem na protihrac¢uv algoritmus a polozi krale. To se stane v konecném cCase. Limita existuje a je
rovna L. Elegantnim zptsobem jsme se zbavili intuitivntho nekonec¢na. Dokazete to ocenit? Pokud ne,
neni Weierstrassova definice limity urcena pro Vas.

Uvedeme dva priklady, které vypadaji, ze jsou o ni¢em, ale pfitom jsou zdkladem pocitani limit.

Priklad 6.1 Limita konstanty. Necht f:R — R je ddna vzorcem f(x) = c. Pak pro jakékoli a € R je
lim,_,, f(z) = c. Dokdzeme to z Weierstrassovy definice limity. Ta se da pfeformulovat do tvaru:

Ve>030>0 z€(a—d,a+0)\{a} =ce(c—e,c+e).

pro jakékoli € > 0. Druhy hra¢ nemusi nic délat. Pokud by pfeci jenom prvni hra¢ tahnul, druhy z nich
zvolf tfeba § = 42. Je tedy lim,_,, f(z) = c.

Priklad 6.2 Dosazeni konec¢né hodnoty. Dokdzeme lim,_, , z = a. Rozepsani definice vypadd takto:
Ve>03>0 z€(a—d,a+d)\{a}=z€(a—¢,a+¢).

Druhy hrac si pripravi algoritmus na vyrobu J, kdyz dostane € > 0. Ten algoritmus zni: § = €. Nyni pri
pohledu na ¢&st definice z € (a —e,a+¢) \ {a} = z € (a —e,a + ¢) to prvni hrd¢ vzdava. Limita tedy
je rovna a.

Zavedeni symbolti co a —co. Definice limity nabird na jesté vétsi eleganci, pokud zobecnime pojem
okoli bodu a i pro pripady a = co a a = —oo. Pak muzeme pripustit, ze se ve vyrazu lim,_,, f(z) = L
vyskytuje symbol co nebo —oco v misté a, v misté L nebo na obou téchto mistech.

Okoli bodu oo definujeme jako vsechna realné ¢isla vétsi nez stanovend mez M € R. Okoli bodu —oco
jsou vsechna realna ¢isla mensi nez stanovena mez M € R. Vsimnéte si, ze tim jsme do analyzy zavedli
znaky co a —oo pouzitelné v limitach, tj. pfi pocitani limit. Pritom na jejich zavedeni jsme intuitivni
pojem ,nekoneéno* nepotfebovali. Opravdu, nepotiebujeme pichat kruzitkem kamsi do nekonecna (coz
ani nejde), sta¢i ndm nakreslit na redlné ose bod M a prohlésit za okoli bodu co vsechna éisla vétsi nez
tento bod. Budeme se znaky oo a —oo nadale zachdzet dusledné v souladu s Weierstrassovou definici
limity, a tim se neopirdme o zadnou intuici.

Reformulace Weierstrassovy definice v pripadé, ze nékteré okoli je okolim bodu co nebo —co vyzaduje
v daném misté definice opustit poloméry € > 0 ¢i § > 0 a nahradit je mezemi M € R resp. K € R a
prislusnost « nebo f(x) danému okoli formulovat pomoci odpovidajici nerovnosti.

v » v , > . _ . o . 1 _
Priklad 6.3 Dosazeni nekonecna. Ukédzeme, Ze lim, , c = ¢, lim, , z = oo, lim, , - = 0.

Rozepiseme prvni limitu: =
Ve>03IMeR z>M=c€(c—¢,c+e).
Vidime, ze to plati pro vSechna € > 0 a jakoukoli volbu M, napriiklad M = 42. Druh4 limita:
VKeRIMeR z>M=1z>K.
Druhy hrac si pripravi algoritmus M = K a prvni hrac se vzdava. Limita existuje a je rovna oo.

Treti limita: )
Ve>03IMeR x>M§5€(76,5).

11



Rozhodneme se jako druhy hrac volit M aspon vétsi nez 0, ale to nebude stacit. Zavérecéné sdéleni v definici

prepiSeme pomoci nerovnosti na —s < 1/x < e. Protoze je > M > 0 a také ¢ > 0, plati urcité

—e < 0 < 1/z. Potfebujeme jesté zajistit platnost druhé nerovnosti. Vynasobime ji  a vydélime & (oboji

jsou kladnd ¢isla) a dostaneme 1/e < x. Stadi tedy volit M = 1/e (to je algoritmus druhého hrice) a

bude platit, ze pro x > M = 1/¢ je 1/x € (—¢,¢). Prvn{ hric¢ se vzdava a limita je tedy rovna nule.
Treti limita intuitivné rika, ze po vydéleni jednicky nekonecné velkym cislem dostavame ¢islo neko-

necné blizko nule. Ale vypocet neni viibec postaven na intuici, ale na pouziti exaktni definice limity.
Analogicky bychom mohli prozkoumat tyto limity pro x — —oo.

Limity zprava a zleva. Intuice pro limitu 1ika, ze kdyz se k bodu a € R blizime nekonec¢né blizko,
jsou funkéni hodnoty nekonec¢né blizko L. Pod slovem ,blizime* si mtzeme predstavit néjaké nekonecné
putovani k bodu a, které muzeme zahajit zprava nebo zleva od bodu a. A nyni presné: kdyz redukujeme
okoli bodu a jen na body z tohoto okoli, ale vétsi nez a, mame pravé okoli bodu a. Je to interval (a,a+9).
Naopak, interval (a —d,a) je levé okoli bodu a. Pokud druhy hra¢ misto okoli bodu a pouzivd pravé okoli
bodu a, dostaneme limitu zprava, znacime ji lim,_, .+ f(z). Pokud pouzivd levé okoli, dostaneme limitu
zleva, zna¢ime ji lim, _, .- f(z).
Poznamenejme, ze lim,_,  f(x) je vzdy limitou zleva a lim
to explicitné nefikdme a ani neznadcime.
1— o0 alim

Priklad 6.4 Limita k bodu déleni nulou. UkdZeme, Ze lim, ,q.
Zacneme prvnim pripadem, ktery prepiSeme pomoci definice limity zprava:

v —oo f(x) je vzdy limitou zprava, ackoli

1 _
=0~ g — 0.

1
VM eRII>O0 xe(0,6)2>5>M.

Kdyby prvni hra¢ zvolil nekladné M, mame na to odpovéd § = 42 a podminka v definici je splnéna. Co
kdyz ale zvoli M kladné? Protoze = € (0,0), je  kladné a § > x. Mame ukdzat, ze pak 1/x > M, coz je
ekvivalentn{ s nerovnosti 1/M > z. Volime-li tedy § = 1/M, budeme mit algoritmus na vyrobu ¢ i pro
kladné M, ktery zaruci platnost zavérecného tvrzeni. Limita je tedy rovna oco. PrepiSeme druhy pripad
podle definice limity zleva:

1
VM eR3I&>0 xe(—&,O):»;<M.

Kdyby prvni hrac¢ zvolil nezdporné M, mame na to odpovéd § = 42 a podminka v definici je splnéna. Co
kdyz ale zvoli M zaporné? Protoze x € (—4,0), je x zdporné a —§ < x. Mame ukédzat, ze pak 1/x < M, coz
je ekvivalentni s nerovnosti 1/M < z (dvakrat jsme nésobili zipornym ¢islem). Volime-li tedy 6 = —1/M,
budeme mit algoritmus na vyrobu § i pro zaporné M, ktery zaruci platnost zavéreéného tvrzeni. Limita
je tedy rovna —oo.

Jakmile limita zprava se nerovna limité zleva, limita oboustrannd neexistuje. To je tento pripad. Intu-
itivn{ sdéleni tohoto prikladu fika: délime-li jednicku ¢islem nekonecné blizkym nule, ale kladnym, mame
nekonecny vysledek. Délime-li jednicku c¢islem nekonecné blizkym nule, ale zapornym, mame vysledek
v blizkosti minus nekonecéna.

Priklad 6.5. Ukazeme, ze lim _, sinz neexistuje. Tentokrat vitézi prvni hrd¢ hned prvnim tahem,
ackoli si tipneme jakoukoli hodnotu limity. Tipneme-li si hodnotu oo, sta¢i prvnimu hraci zvolit mez
K = 2. Je totiz zfejmé, ze vSechny funkéni hodnoty funkce sin x jsou mensi nez 2, takze lezi zcela mimo
okoli bodu oo stanovené mezi 2. Analogicky pro hodnotu —oo zahaji prvni hra¢ hru volbou meze K = —2
a druhy hri¢ je namydleny. Méla-li by byt limita néjaké éislo ¢ > 0, zvoli prvn{ hrac¢ € = ¢/2, takze nulové
hodnoty jsou mimo interval (¢ — e, ¢+ ¢). Jenze funkce sin z se k nulovym hodnotdm vraci pro kazdé k,
k € Z, Takze se nam nepodaii najit mez M € R tak, aby pro z > M byly vSechny funkéni hodnoty sin x
uvnitf intervalu (¢ — e, ¢ + €). Podobné to vypada pro ¢ < 0, kdy prvni hra¢ voli ¢ = —c¢/2. Konecné
limita nemuZe byt rovna nule, protoZze prvni hra¢ zvoli ¢ = 1/2, takze jednickové hodnoty jsou mimo
interval (—1/2,1/2). Jenze funkce sin z se k jedni¢kovym hodnotam tvrdohlavé opakované vraci v bodech
w/2 + 2kmw. Nelze tedy najit mez M, aby funkce méla pro vSechny x > M své hodnoty uvniti intervalu

(_57 8)'
Priklad 6.6 limity v krajnich bodech defini¢éniho oboru exp. O funkci e* vime, Ze je rostouci a

vsude kladna. Ukdzeme, ze lim e’ =0alim, ,_e” = oco. Prvni limitu podle definice rozepiseme
na

T ——00
Ve>03IMeR z< M= e” € (—¢,¢).
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Nerovnost €” > —¢ je splnéna vzdy, protoze e* je kladna. Pro dané ¢ tedy staci najit M aby pro z < M
bylo e* < e. Zlogaritmovanim této nerovnosti (logaritmus je rostouci) dostavime = < Ine. TakZe staci
volit M = Ine.

Druhou limitu prepiSseme podle definice na

VKeERIMeR z>M=¢€">K.
Zlogaritmovanim posledni nerovnosti mame = > In K, takze pro dané K staci volit M = In K.

Limity posloupnosti. Posloupnost neni nic jiného nez funkce s defini¢cnim oborem N C R. Misto zapisu
funkéni hodnoty f(n) je obvyklejsi v tomto pripadé pséat f,,. Limity funkef pro  — a lze pocitat jen pro
takové body a, které jsou hromadnymi body defini¢niho oboru. Defini¢ni obor N méa jediny hromadny
bod a tim je co. Limity posloupnosti tedy muZzeme pocitat vyhradné pro x — oco. Prepis obecné definice
limity pak vypada napriklad pro koneénou hodnotu L takto:

Ve>03dIMeR neNn>M= f,€(L—e,L+¢)

Misto podminky n > M se piSe n > ny, pfitom n je prvni prirozené ¢islo vétsi nez mez M. A s pod-
minkou f,, € (L —e, L + ¢) se Casto setkdvdme v ekvivalentnim tvaru |f,, — L| < e. Takze definice limity
posloupnosti pro kone¢éné L zni:

Ve>03n, €N n>nyg=|f,—Ll<e

Protoze ¢asto posloupnostmi vyuka matematické analyzy zacind, je toto asi prvni definice limity, kterou
pritom studenti potkaji. K tomu jsou samoziejmé pripojeny formulace pro pripad, ze L = oo nebo
L = —oo, pri nichz musime misto okoli o poloméru ¢ pouzit okoli nekonecna s mezi K € R. Treba pro
L = oo definice vypada takto:

VKeR3IngeN n>ny=f, >K

Této skutecnosti se tika, ze ,posloupnost roste nade vsechny meze®, protoze zvolite-li jakkoli velikou
mez K, od jistého n, se posloupnosti podafi ji prertst.

Cauchyovské posloupnosti. Motivaci k zavedeni tohoto pojmu byla potieba néjak korektné prejit
z racionélnich éisel (se kterymi umime pocitat) k redlnym ¢éislim. Tj. definovat redlnd ¢éisla. Ukazuje
se, ze libovolné realné ¢islo muze byt limitou posloupnosti racionalnich ¢isel. Protoze ale pro L iraci-
ondlni neumime raciondlnim zpusobem vypocitat |f,, — L| (jsme v situaci, kdy teprve chceme redlna
C¢isla definovat), potfebujeme jinak poznat, Ze posloupnost je konvergentni. Ukazuje se, Ze k tomu slouzi
Bolzanova-Cauchyova podminka:

Ve>03n, €N m,n>ny=|f, — fn.l<e

Posloupnost spliujici tuto podminku se nazyva Cauchyovska. Mnozinu redlnych cisel je pak mozné de-
finovat jako mmnozinu vSech Cauchyovskych posloupnosti racionalnich ¢isel, ovSsem musime mezi sebou
ztotoznit vSechny Cauchyovské posloupnosti, které konverguji ke stejné hodnoté. Soucet, rozdil, soucin a
podil redlnych cisel se pak definuje jako limita souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu odpovidajicich Cauchy-
ovskych posloupnosti racionalnich ¢isel.

Cauchyovské posloupnosti racionalnich ¢isel tedy mohou konvergovat k nééemu novému, i k iracionél-
nim ¢islim. Na druhé strané Cauchyovské posloupnosti redlnych ¢isel uz k ni¢emu novému nekonverguji,
vysledkem jsou zase jen redlna ¢isla. Mnozinam s touto vlastnosti se fika Uplné. Mnozina redlnych ¢i-
sel je uplna. Pro redlna cisla plati tvrzeni: posloupnost ma konec¢nou limitu, pravé kdyz pro ni plati
Cauchyovska pominka.

Heineho véta. Intuitivné: pii vyhodnoceni lim,,_, , f(z) je tfeba se projit k bodu a a pfitom samotnému
bodu a se musime vyhnout, ale ,nekone¢né blizko* se k nému priblizit. Je potfeba tuto prochézku provést
podél vsech redlnych cisel z definicniho oboru funkce f, které jsou ,nekonec¢né blizko“ bodu a. Kdyz
prochazku provedeme jen podél nékterych takovych redlnych cisel nekonecné se blizicich k bodu a, pak
zédkonité musime dojit ke stejnému vysledku. Pfesnéji znéni Heineho véty: Je-li lim,_,, f(z) = L pak
pro kazdou posloupnost x,, spliwjici z,, — a, x,, # a je lim,, ,  f(x,) = L. Véta plati i obracené, ale
musime skutecné pouzit vSechny posloupnosti x,, s uvedenou vlastnosti, nestaci jen nékteré. Napiiklad
posloupnost z,, = nw spliuje x,, — oo, x,, # 00, ale z faktu ze lim,, , _sinz,, =lim,_, 0 = 0 nemtizeme
soudit, ze lim, , . sinz = 0. V piikladu 6.5 jsme ukazali, ze tato limita neexistuje. A skutecné, pokud
zvolime jinou y,, = 7/2 + 2nm, kterd spliuje y,, — o0, y,, # 00, shleddme, Ze lim,,_,  siny,, = 1. Plati, ze
pokud se toto pfihodi (prochézka ke stejnému bodu podél rizngch posloupnosti déva ruzné vysledky),
mame zaruku, ze zkoumana limita funkce neexistuje.
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7 Spojitost, pocitani limit

Véta o limité + — - /. Necht a € RU {00, —c0} je hromadnym bodem defini¢nich obort funkef f a g.
Pak plati:

lim f(@)+ g(x) = lim f(x) + lim g(x). I f(z) — gla) = lim f(a)— lim g(a)
f(z) lim f(x)

_ rT—a

lim f(z)-g(z) = lim f(z)- lim g(z), lim

T—a T—a T—a z>a g(z)  lim g(z)’
Tr—a

za predpokladu, ze existuji limity na pravych stranach rovnosti a prislusnd operace na pravé strané
rovnosti je pripustnd. Pfipustné operace jsou operace s kone¢nymi ¢isly s vyjimkou déleni nulou a dale
nékteré operace se symboly co a —oo vyjmenované v textu nize v odstavci ,,pocitani limit: pravidla pro
nekoneéno®. Je-li tento pfedpoklad splnén, je zarucena existence limit na levych stranich rovnosti.

Toto je zcela zasadni véta, o kterou se casto opird argumentace v nasledujicim textu, kde budeme
hovorit o spojitosti a o metodach pocitani limit. Jeji dikaz je technicky a celkem nudny a najdete jej
v kazdé ucebnici matematické analyzy. Dikaz se pochopitelné opira o definici limity.

Spojitost funkci. Pripomindm, ze funkce f je spojitd v bodé a, kdyz lim,_,, f(x) = f(a), funkce
je spojitd na intervalu, je-li spojitd v kazdém bodé tohoto intervalu. Déle z piikladi 6.1 a 6.2 plyne,
7e konstantni funkee f(x) = ¢ a identickd funkce f(x) = z jsou spojité pro libovolné a € R, tedy jsou
spojité na R. Déle z véty o limité +—-/ plyne, Ze funkce dand jakymkoli vzoreckem obsahujicim konstanty,
proménnou x a operace s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni je spojita na svém definiénim oboru. Ilustrujeme
si to na prikladu.

P¥iklad 7.1. Funkce f:R — R dand vzoretkem f(z) = 2% — 5z je spojitd na svém definiénim oboru. Je
to proto, ze:

limz? —5zr=limz-z— lim5z=limzlimz— lim5limz=a-a—5-a=a%—5a.

r—a Tr—a r—a r—a r—a r—a r—a
Uzili jsme zminénou vétu a vysledky prikladia 6.1 a 6.2. To, co jsme pravé predvedli, nazyvam ,,dosazovaci
pravidlo® a je to zédkladni nastroj pro pocitani limit.

Véta o limité + — -/ m4d dulezity dovétek, Ze jednotlivd tvrzeni plati, pokud p¥islusnéd operace s hod-
notami limit je pripustnd. Kdyz jsou tyto hodnoty limit konecné a nedéli se nulou, pak jsou vsSechny
operace pripustné a dosazovaci pravidlo funguje bez prekazek. To znamen4, Ze lze dosadit do libovolného
vzorecku obsahujici s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni, a mimo déleni nulou mame zaruceny vysledek.
Funkce dané takovymi vzorci jsou tedy na svém defini¢nim oboru spojité, protoze k déleni nulou dochazi
jen v bodech, kde funkce samotnd neni definovand, a tam se na spojitost neptame.

Dokonce méme jesté silngjsi vysledek: vSechny elementdrni funkce exp, In, v/, cos, arccos atd. zmi-
néné v sekcich 3 az 5 jsou spojité na svém definicnim oboru, dale plati véta o tom, ze slozeni spojitych
funkeci je spojita funkce. Kdyz toto vse dame dohromady, vidime, ze jakykoli vzorecek obsahujici promeén-
nou, konstanty a elementarni funkce jakkoli do sebe vnorené definuje spojitou funkci. Lapidarné feceno:
chcete-li zadat funkci jedinym takovym vzoreckem, nespojitou funkci nevyrobite.

Je pravda, Ze spojitost pozname podle souvislosti grafu funkce. Nékdo muze namitnout, ze treba
funkce f(z) = 1/x neni spojitd, protoze nemd vsude souvisly graf, ovSem to neni pravda. O spojitosti
mluvime jen na definiénim oboru funkce. V bodé 0 tato funkce neni definovand, takze otazku na jeji spo-
jitost v tomto bodé viibec nepokladame. Néco jiného by bylo, kdybychom této funkci pridali dodatec¢nou
funkéni hodnotu tfeba f(0) = 17, Pak je nova funkce definovand na celém R a v bodé 0 spojitd neni.
Limita v bodé 0 neexistuje, zatimco funkéni hodnota je 17.

Nespojité funkce. Nespojitou funkci mizeme zadat tak, ze v algoritmu pro vypocet hodnoty funkce
pouzijeme vice nez jeden vzoreCek. Typickym piikladem je funkce sgn zadand tfemi vzorecky:

1 prozxz >0,
sgnx:{ 0 proz =0,
—1 prox <0.

»Na rozhrani“ vzoreckl pak muze vzniknout nespojitost. V tomto prikladeé je zfejmé lim,_ ,: sgnz =1,
lim, ,, sgnz = —1, takZe limita (oboustrannd) v bodé 0 neexistuje. Na rozhrani vzorecku mizeme
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spoCitat jednostranné limity dosazenim do prislusného vzorecku, protoze véta o limité + — -/ plati i pro
jednostranné limity. Funkce sgn z je na intervalech (—o0,0) a (0, 00) spojitd, ale v bodé 0 spojita neni.

Jinym piikladem nespojité funkee je f:R — R, pro kterou stanovime f(z) = 0 pro z raciondlni
a f(x) = 1 pro z iraciondlni. Tato funkce neni spojitd v Zaddném bodé svého definiénfho oboru, li-
mity (dokonce ani jednostranné) neexistuji. Muzeme to zdtvodnit z Heineho véty. Pro a € Q méme
lim,, . fla+1/n)=0alim, , f(a+v2/n) =1, takze lim, ,, f(z) neexistuje. Pro a ¢ Q je naopak
lim, , . f(a+1/n) = 1. Dale mezi a a a + 1/n se jisté nalézaji ¢isla x,, € Q, pro néz pak je z,, — a a
lim, ., f(z,) =0, takze lim,_, , f(x) neexistuje.

Pocéitani limit: pravidla pro nekonec¢no. Pokud néktera limita na pravé strané nékteré rovnosti z véty
o limité + — -/ m4 hodnotu oo nebo —oo, stale mize byt prislusnd operace piipustnd. Seznam takovych
operaci néasleduje a je soucasti ,rozsifeného dosazovaciho pravidla“ pri pocitani limit. Pro A, B,C € R,
B >0, C <0 plati:

ot+oo=00, -—-x—w=-00 A+oco=00, A—oc0=—00,
B-oo=0c0, C-00=—-00, 00-00=00, —00-00=—00,
1 1 1 1
;:O, QZO’ Oj:oo, sz—oo.

Kazdy z téchto vyraz byl nasimi matematickymi predky nejprve dokazan z definice limity a poté jej
muzeme pri poc¢itani limit pfi dosazovani pouzivat. Napriklad posledni dva vyrazy jsme dokazali v pri-
kladu 6.4. Nebudeme dokazovat vSechno, nasledujici priklad ukazuje ditkaz jen jednoho dalsiho pravidla
pro ilustraci, abychom vidéli, jak se to déla potradné. Na druhou stranu je celkem ziejmé, ze tyto vzorecky
neni nutné se ucit bezmyslenkovité zpaméti, protoze z intuitivniho uvazovani o ,nekonecné velkych® a
,hekonecné malych® veli¢indch ndm jisté vytanou na mysli tytéz vzorce.

Priklad 7.2. Dokdzeme dosazovaci pravidlo A + co = oo. Mame tedy presné dokézat, ze pokud
lim,_,, f(z) = A, lim, ,, g(x) = oo, pak lim,_, ,(f(z) + g(x)) = co. Prvni dva predpoklady se daji podle
definice limity rozepsat takto:

Ve>036;, >0 zeDN(a—d,a+0)\{a} = f(x) € (A—¢c,A+¢),
VK e€R3I,>0 xz€DN(a—dya+dy)\{a} = g(x) > K.

Mame dokazat:
VMeRI&>0 zeDN(a—d,a+)\{a} = f(x)+g(xz)> M.

Dostaneme od prvniho hra¢e M a v roli druhého hrace mame vymyslet algoritmus, jak z toho M vyrobit
0 pozadovanych vlastnosti. Z existence prvni limity vime, ze pro volbu € = 1 bude existovat ¢, tak,
ze prox € DN (a—3d,a+6;)\ {a} je f(z) € (A—1,A+ 1), tedy zarucené f(zr) > A — 1. Diky
existenci druhé limity vime, ze kdyz zvolime K = M — A + 1, pak bude existovat d, takové, ze pro
x € DN (a—dy,a+d,)\ {a} je g(x) > M — A+ 1. Pro § = min{éd;,d,} budou platit obé nerovnosti
soucasné. Secteme-li je, dostavame f(z) 4+ g(x) > A—1+4+ M — A+ 1 = M. TakZze mdme algoritmus
na vyrobu 4 a skuteéné je lim,_, ,(f(z) + g(z)) = oco. PovSimneme si, ze jsme vzorec dokdzali jen pro
kone¢ny bod a € R, ale kdyby mélo byt a = oo nebo a = —oo, postup dikazu by byl skoro stejny. Obecné
se v téchto dikazech pracuje s okolim U; bodu a a s okolim U, bodu a v pfedpokladech a v zavéru se
sestavi okoli U = U; N U, bodu a, pro néjz plati obé nerovnosti soucasné.

Diukazy vzorecku rozsireného dosazovaciho pravidla byvaji obvykle v ucebnicich skryty jako soucést
dikazu véty o limité + — -/ a tudiz pfi studiu muze ¢étendfi snadno uniknout jejich klicovy vyznam. Diky
témto dikaziim totiz mame exaktné podlozena pravidla na pocitani s nekonecny pri vyhodnocovani limit.
Tlustrujeme si pouziti tohoto kalkulu v nasledujicim prikladeé.

Priklad 7.3. Spocitdme nasledujici dvé limity.

lim n2+5n—127_oo-oo+5-oo—127_oo+oo—127_oo—127_ 00 _;1 o o0
n— 6o —17 N —17 B —17 - 17 -1 17 -

oo r—3 -3 1

;% = =O—+:—3-0—+:—3-oo=—oo.

Protoze se ve vzoreccich pii pocitani limit vyskytuji elementdrni funkce exp, In, «/ , tg, arctg a dals,
je treba znat jejich limity v krajnich bodech jejich defini¢nich obora. Pak je mozné rozsirit rozsirené
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dosazovaci pravidlo o dalsi vzorce odpovidajici hodnotdm téchto limit. Napiiklad e = 0, e = oo,
In0" = —o0, Inco = o0, /oo = 00, tg(n/2)” = oo, tg(n/2)t = —o0, arctgoo = 7/2 atd. Prvni dva
vzorce jsme ovérili v prikladé 6.6, ostatni by bylo tfeba ovérit podobnym zptsobem. Upozornuji ale, ze
defini¢ni obory téchto funkci v zadném pripadé nerozsifujeme o krajni body a neprohlasujeme, ze funkcni
hodnota néjaké funkce v néjakém bodé je nekonec¢no. Existuje dobry divod nechat funkce takové, jaké
jsou jen s kone¢nymi funkénimi hodnotami. Uvedené vzorecky je mozno pouzit vyhradné jen v kontextu
pocitani limit v rozsiteném dosazovacim pravidle. Proto takové vyrazy davam pii pocitani limit do hranaté
zavorky, abych dal najevo, ze jsem pouzil rozsitené dosazovaci pravidlo.

Priklad 7.4. UkdZeme, ze lim__, ¢ = 0 pro ¢ € (0, 1).

lim ¢° = lim e*m9 = [e~>°] = 0.
r— 00 T — 00

Je totiz Ing < 0 pro g € (0,1). Ve skole jste se moznéd misto toho ucili totéz zapisovat takto:

lim ¢* = lim e*™9 = lim e¥ =0, (substituce y =xIng, pfitom je lim xlng= —o0).
T — 00 T — 00 Y——00 T — 00
Meéli-li bychom pfi pocitani limit pouzivat jen rozsitené dosazovaci pravidlo jako v predchozich dvou
prikladech, byla by to désna nuda. Existuji ovSem situace pfi pocitani limit, se kterymi se musime vy-
poradat daleko sofistikovanéjsim zpusobem. O nich je nasledujici text. Studenti v pisemkach potkavaji
vyhradné tento dalsi typ limit, protoze ucitelé nechtéji délat pisemku nudnou.
Pocitani limit: neurcité vyrazy.
V seznamu rozsifenych dosazovacich pravidel nékteré situace, které ovsem nastat mohou, chybéji:

0 0
©—00, 0-00, =, —.
0 o0
To jsou nepifpustné operace, pro které nam véta + — -/ nedéva zadnou zaruku, jak to dopadne. Ri-
kame jim neurcité vyrazy, protoze to nakonec muze dopadnout jakkoli. Napriklad nasledujici limity jsou
pii pokusu o dosazeni typu 0/0, ale maji rtzné vysledky: lim, ,,x/x? neexistuje, lim, ,,2%/z = 0,
lim, ,,17z/z = 17, lim, _, oz /23 = co.

Dojde-li pii pokusu o pouziti rozsiteného dosazovaciho pravidla k neurcitému vyrazu, je potieba
vzorecek preformulovat tak, aby daval stejné hodnoty, ale bylo v ném patrné, ze se da néco kratit,
odecist atd. a tim se neurcitého vyrazu zbavit. Ve vyse uvedeném prikladu je zcela jasné, jak mame
kratit, ale nejnapinavéjsi to je v pripadech, kdy je tfeba to kraceni pomoci reformulace vzorecku nejdrive
néjak obnazit. A tomu se vénuji veskeré priklady na pocitani limit, se kterymi se studenti potykaji.
Hlavni vzkazy pro pocitani takovych piiklada jsou: Po kazdé reformulaci vzorecku se pokuste o pouziti
rozsifeného dosazovaciho pravidla a uvédomte si, ve které ¢asti vzorecku zustava neurcity vyraz. Pokud
uz tam zadny neni, pouzijte rozsitené dosazovaci pravidlo a mate vysledek. Pro rizné situace existuji
ustdlené postupy (napf. rozsifeni vyrazem 1/1 pfi problému co — o0). Piipad 0 - co se d4 snadno prevést
na 0/0 nebo oco/co. Na piipady 0/0 nebo co/oo se dd nékdy pouzit L’Hospitalovo pravidlo. OvSem
toto pravidlo, které vyuziva kalkulus na derivace, nelze pouzit, kdyz teprve vzorecek pro tento kalkulus
pocitanim limity odvozujeme. To bychom se dostali do argumentacniho kruhu.

Priklad 7.5. Spocitame:

lim

2n2 —5n + 16 _ {oo
nooo  3n241Tn

ol T P
oo} i 3n2(1 4 1)
(

. 00  2(1—2+5%) 2 14040 2
z{kracem —}: lim n = nto - . - - -,

Tento piiklad ukazuje obvykly postup: uvédomime si pokusem o dosazeni, Ze mame neuréity vyraz co/oo,
reformulujeme vzorec tak, aby slo témi ¢astmi vzorce, které v Citateli a jmenovateli zptsobuji co, pokratit a
nakonec pouzijeme rozsirené dosazovaci pravidlo. Ten prvni pokus o dosazeni musime udélat uz s néjakou
predchozi zkuSenosti pocitani limit, protoze v citateli madme neurcity vyraz oo — oo, ktery se prekona
zptsobem lim,, , . 2n?—5n = lim,, , . n(2n —5) = 0o+ (00 —5) = 0000 = oco. To ilustruje dalsi véc: lépe
se nam pocitaji limity, mame-li uz néjakou predchozi zkusenost. Z vysledku tohoto piikladu pak mtzeme
zaznamenat dalsi zkusenost pro budouci pouziti: pocitdme-li limitu podilu polynomii pro x — oo, pak pri
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rovnosti jejich stupnu vychézi vysledek jako podil koeficientl u nejvyssich stupni. Pokud by ale citatel
mél mensi stupen nez jmenovatel, byla by pak limita rovna nule a kdyz mé citatel vétsi stupen nez
jmenovatel, pak je vysledkem oo nebo —oo v zavislosti na znaménku koeficientu u nejvyssi mocniny. Az
budeme p¥isté pocitat limitu podilu dvou polynomi, uz to budeme védét a mame vysledek rovnou (ktery

vvvvv

Priklad 7.6 riizné rychly rast nékterych funkci v nekoneénu. VSechny funkce Inz, 2, ¢* a 2* (pro
a > 0, ¢ > 1) maji limitu v nekone¢nu rovnou nekoneénu. Dédme je nyni do podilu a budeme zkoumat limity
téchto podili. Mame tedy lim,_,  f(z) = oo, lim,_, . g(x) = co a mame spocitat lim,_,  f(z)/g(z).
Muzeme si to intuitivné predstavit tak, ze ty dvé funkce soutézi, ktera se rychleji dostane do nekonec¢na.
Pokud ¢itatel, mame vysledek oo, pokud jmenovatel, mame vysledek 0. Pokud jsou si na tom ramcoveé
stejné, mame vysledek konecny a pokud jsou si na tom skoro stejné, je vysledek roven jedné.

V prikladé 7.5 jsme si uvédomili, jak to dopadne, kdyz takto spolu soutézi dva polynomy. Podobné
to dopadne i pro pripad lim x%/20. Je-li a < b, pak

€T —r 00
.ox® . . 1 1
lim = = lim 2%% = lim =—=0.
T — 00 xb T — 00 T — 00 _'L‘b_a o0

Tuto skutecnost budu zapisovat takto: pro z — 0o a a < b je 2 < zb. Déle je pro 1 < p < q je:

X

lim 2 = lim (13) =0, (viz téz piiklad 7.4),

z—00 g% =00\ q

takze mame p* < ¢*. Déle pro a > 0 a ¢ > 0 spocitame

ax® ! ala —1)z2~2
= lim ———— = [’Hosp.] = lim ——%—— = ...
} z=oe (Inp) p® [ 1=t (Inp)?p*

Vidime, zZe opakovanym pouzitim L’Hospitalova pravidla postupné snizujeme mocninu v Citateli az se
stane, Ze ta mocnina bude nulovd nebo zaporna. V ten okamzik shleddame, Ze zkoumand limita ma
hodnotu 0, takze je z* <« p®. Déle je lim, ,  p®/xz® = 0, protoze staci zvolit néjaké ¢ > p a mame
p* < ¢" < z% pro x > q. Konecné pro a > 0 je

1/a 1 1

0.0} . .
= [—, L’Hosp.] = lim = lim =— =0,
o0 z—o00 qro—1 z—o0 qr? o0

Inx

lim
rx—oo %

takze Inx <« z®. Toto intuitivné fikd, ze logaritmus leze do nekone¢na jak snek. A pfitom je to pozoru-
hodny vysledek, protoze kdyz si nakreslite graf funkce Inz a soucasné tieba graf funkce %z = Z1/100,
muzete nespravné nabyt dojmu, Ze logaritmus v nekonecnu bude rychlejsi. Zdani klame.

Vysledky nasi soutéze funkci pfi x — oo mizeme shrnout takto:

Inz < 2% < 2° < p* < ¢® < 2 pro libovolné 0 < a < b a libovolné 1 < p < q.

Piiklad 7.7. Spocitdme lim,, , (14 z/n)", n € N, z € R. Je to sice limita posloupnosti, ale mizeme
zkusit spocitat limitu pro x — oo funkce f: (0, 00) — R dané vzorcem f(z) = (1+z/x)*. Taméd prox € N
stejné hodnoty, jako zkoumand posloupnost, takze podle Heineho véty, kdyz bude existovat lim,,_, . f(x),
pak bude rovna i limité zadané posloupnosti.

lim (1 + E) = lim e*n(+3) = exp( lim z ln(l + Z)),
T — 00 €T T — 00 T — 00 €T
In(1+ %)

lim z ln(l + E) = lim T
T

Tr— 00 Tr— 00 =
x

B 1 . z
AP om =

= Z.

1
= {9, L’Hosp.} = lim

8w

Takze ze spojitosti funkce exp plyne vysledek lim, , (1 + z/z)* = €*.

Tento priklad ukazuje, ze pokud méame ve vzorecku, ze kterého pocitdme limitu, mocninu s ne-
konstantnim zékladem i exponentem, je nutné mocninu preformulovat pomoci (3) a ddle pocitat limitu
exponentu. Pifmé dosazen{ by v tomto pifkladé vedlo na vyraz 1°° a ten spoleéné s vyrazy (07)° a oo?
nedéva zadny zaruceny vysledek. Mohli bychom je zaradit mezi neurcité vyrazy, ale tam vétsinou najdete
jen vyrazy s operacemi + — -/, protoze jsou uvadény v souvislosti s vétou o limité + — /.
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Ptimé dosazeni do mocniny je mozné, pokud je zéklad nebo exponent konstantni. Z ptikladu 7.4 vime,
ze ¢® =0 pro q € (0,1) a podobné se d4 ukézat, ze ¢° = oo pro ¢ > 1. Takové vzorce je mozné zaradit do
rozsifenych dosazovacich pravidel. Také plati pro konstantni ¢ € R, Ze lim,,_, , ¢ = (lim,_, , )¢, protoze
funkce x¢ je spojita. Navic pro ¢ > 0 je co® = oo a pro ¢ < 0 je 0co® = 0. Pro sudé nebo licha ¢ je mozné
vzorecky doplnit jesté o piipady (—oo)¢. Ale priklad 7.7 se tato pocitat nedd, protoZe mé nekonstantni
zaklad i exponent. Dosazeni do 1°° = 1 vede k chybnému vysledku.

Priklad 7.8. Plati:

1 1 1 . 1
Iim - +—+--+-+—=lim n— =1.
n—oo N n n n—oo N

n krat

Tento priklad vypada dost naivné, ale byl sem zarazen proto, abychom si uvédomili, Zze pouziti rozsireného
dosazovaciho pravidla v neomezeném mnozstvi instanci vzorce neni mozné. Konkrétné, v tomto prikladé
by mohlo nékoho napadnout jej fesit jako 0 + 0+ - -- 4+ 0 = 0, ovSem to by bylo pouzito nekoneénékrat
dosazeni 1/00 = 0 a to je zapovézeno. Intuitivné bychom mohli o tomto piikladé hovotit jako o nekonec-
ném souctu nekonecné malych veli¢in, tedy oo - 0, coz je neurcity vyraz. Rozsifené dosazovaci pravidlo je
mozné pouzit jen na konecné mistech ve vzorci.

8 Zasadni vysledek: kalkulus pro derivace

Metoda derivovani funkei danych vzorcem tak, ze se vzorec prevede na obecné jiny vzorec podle pevné
stanovenych pravidel, se nazyva kalkulus. Napiiklad k funkci 22 najdeme jeji derivaci 3z2 protoze pouzi-
jeme pravidlo kalkulu (2™)" = na" 1. V této sekci si ukdZeme, na jakych zakladech kalkulus stoji a jak

vvvvvv

Definice derivace. Motivaci k zavedeni pojmu derivace je napriklad fyzikalni popis rychlosti, zname-li
v kazdém okamziku x ujetou dréhu d(x). MuZeme zjistit pramérnou rychlost v éasovém intervalu {x, z;)
délenim ujeté drahy casem tedy (d(z;) —d(zy))/(z; — zy). Pokud by nés zajimala okamzitd rychlost
v bodé x,, mizeme postupné zkracovat interval (z,,z;) a tim uvedeny podil spéje k déleni malého ¢isla
malym ¢islem. Ale dokud neposleme bod z; k bodu z, ,,nekonecné blizko*, budeme mit stéle jen primérné
rychlosti, i kdyz ty budou dobte aproximovat okamzitou rychlost, pokud volime dostatecné malou velikost
intervalu (z(, z;). Kdybychom prohlasili ; = z,, dostaneme déleni nulou, ale kdyZ spoéitdme limitu toho
podilu pro z; — x4, mame pozadovany presny vysledek. Limité takového podilu, ktera typicky vede na
neurc¢ity vyraz 0/0, fkdme derivace. Presnéji tedy derivace funkce f v bodé a je

Fa) = tim T =@ _ oy fla—h) = fla),

z—a r—a h—0 h

9)

Derivace v bodé a je ,lokdlni piirastek” funkce v bodé a, zatimco (f(z) — f(a))/(z—a) je celkovy prirustek
na intervalu (a, z).

Derivace funkce f v bodé a je ¢islo. Déle definujeme funkci f': D — R, kde D je mnozina vSech
Cisel a € R, pro kterd limita (9) existuje a je koneénd. Hodnotu f’ v bodé a definujeme jako derivaci f
v bodé a. Proménnou pro tuto funkci f’ ¢asto zna¢ime x a ne a, takZe mame:

f(z—h) — f(z)
- :

Funkci f/ nazyvame derivaci funkce f.

Kalkulus. Ukazuje se, ze pokud je f ddna vzorcem, pak umime sestavit vzorec pro f/ pomoci jistych
pravidel, kterym fikdme kalkulus. Neni tedy nutné limitu (9) poéitat, navic opakované pro kazdy bod a.
Stac¢i pouzit hodnotu vzorce f’ v bodé a ziskanou z kalkulu. Pravidla pro kalkulus jsou odvozena tak, Ze
je limita (9) spoéitana obecné. Napiiklad, necht f(r) = x3. Pak

f/(z) = lim M — lLim @ 4+ 30%h 4 3ah? + h? — 2’
* _h—>0 h _haO h =
2 2 3
~ lim 3x*h + 3zh* + h — lim 322 + 32h + h? — 322
h=0 h h—0

Méme tedy prvni vzorec do sbirky vzorci (kalkulu) pro sestaveni derivace, sice (2%)" = 3x2. Tento pifklad
je pifli§ konkrétni, d4 se ukdzat (z")" = na" ! pro libovolné n € R, viz odstavec ,derivace mocniny®
v sekci 4.
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Kalkulus pro derivace se da pouzit na funkci danou jakymkoli vzorcem, protoze se z definice derivace
dé snadno dokazat véta o derivaci ¢tyt zédkladnich operaci:

(Fl@)+ W) = f'(2) +¢ (@), (Flx) = FW)" = f'(x) =g (),
(F@) 1)) = £/ (&) gla) + F(a) ' (), (L) = Heee e

adédleje () =1, (¢) =0, (¢f(z)) = cf’(x). Také se d& pro kazdou elementarni funkei odvodit vzorecek
pro derivaci (udélali jsme to v sekcich 3 az 5) a plati véta o derivaci slozené funkee:

Spravné pouziti kalkulu pak trénuji studenti na mnoha piikladech, kdy maji zadany vzorecek a maji
jej pretavit na novy vzorecek pro derivaci. Béhem tohoto tréningu si uvédomi, Ze nejde jen o to pouzit
kalkulus, ale také vysledny vzorecek je tieba kultivovat do prezentabilni formy, tj. vyuzit dalsi vlastnosti
funkci, které se ve vzoreccich vyskytuji. Pokud student neumi zderivovat jakykoli vzorecek, postrada
zékladni schopnost kazdého uzivatele matematické analyzy a pochopitelné pak musi zkousku opakovat.

Priklad 8.1. Zderivujeme funkci
xsiny/r \3
f@) = (=52
cos(2z + 1)

Nejprve pouzijeme kalkulus:
Fe) =3 x sin \/x 2 (wsiny/x) cos(2z + 1) —xsin/z (cos(2z 4+ 1))
~ " \cos(2z +1) cos?(2z + 1) N

_, zsinyz \’ (sin\/i—i—xcosﬁ%ﬁ)cos(?m—f— 1) — xsiny/x (—sin(2z + 1)) - 2
cos(2z + 1) cos?(2z + 1)

a nasledné je vhodné vzorec kultivovat:

P B VZ cos /T + 2sin \/x 3 .3 sin(2z + 1)
Flw) = P Ve cos3(2z + 1) +6a7sin \/Ecos4(21:+1)‘

Defini¢ni obor derivace. Ze vzorce (9) plyne, Ze definiéni obor funkce f” je vzdy podmnoZinou definic-
niho oboru f. Pokud je f dana jedinym vzorcem, pak jeji derivace méa stejny defini¢ni obor s pripadnou
vyjimkou izolovanych bodt. Napiiklad ¢z je definovans v bodé 0, ale ({/z)’ = 1/(3v/z2) v nule defino-
vand neni. Limita (9) tam je rovna 4+o0o0. Ovsem do defini¢niho oboru funkce f” zahrnujeme jen konecné
hodnoty, tfebaze funkce f muze mit v bodé a i derivaci oo nebo —oo. Definice (9) takové hodnoty to
pripousti.
Maé-li funkce v bodé a € R kone¢nou derivaci, je tam spojitd, protoze
lim (f() — f(a)) = lim ((z) — £(a)) “=2 = lim (¢ — o) lim 2D —S@)

T—a r—a T —a T—a T—a Tr—a

=0-f'(a) =0,

takze lim,_,, f(x) = f(a) a f je v bodé a spojitd. Obricené feceno, jakmile funkce neni v néjakém bodé
spojité, nemuize tam mit konec¢nou derivaci.

Je-li fdéna vice vzorci, pak na rozhranich téchto vzorci muzeme pocitat jednostranné derivace, tedy
jednostranné limity (9). To lze v ptipadé spojité funkce jednoduse provést dosazenim do odpovidajicich
vzorcu pro derivaci sestavenych podle kalkulu. Pokud se tyto jednostranné limity lisi, funkce v daném
bodé neméd derivaci. Typickym piikladem je f(z) = |z|, kterd je ddna dvéma vzorci:

- r prox >0 , 1 proxz>0
|m|7{—x pro z <0 (I2]) 7{—1 proxz <0

V bodé 0 ma (|z])” jednostranné derivace —1 zleva, 1 zprava, takze v bodé 0 derivace neexistuje. Funkce ||
je vSude spojitd ale v jednom bodé nemé derivaci. Na jejim grafu se takové misto projevi ,hrotem*, tedy
neexistuje tam tec¢na ke grafu funkce. Toto je typické chovani spojitych funkci bez derivace v izolovaném
bodé: takové funkce jsou dany vice vzorecky, které na sebe v bodech, kde jeden vzorec prechazi na jiny
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vzorec, navazuji (maji tam stejné funkéni hodnoty), takze funkce je tam spojitd. Ale nenavazuji tam
derivace téchto vzorci.

Priklad 8.2. Funkce f:R — R je ddna dvéma vzorci f(z) = 2z pro z < 3 a f(x) = 2z + 1 pro
x > 3. V bodé 3 neni spojitd, takze tam nemuze mit konecnou derivaci. Spoéitame-li limitu (9) zprava,
dostaneme hodnotu 2 zatimco stejnd limita zleva davé lim, 5 (22 — 7)/(x —3) = —1/07 = co. Takze
derivace v bodé 3 neexistuje. Kdybychom ale pozmeénili funkci tak, ze v bodé 3 ji predepiseme funkéni
hodnotu 6,5, pak bude limita (9) zleva i zprava rovna co a tato funkce ma derivaci na celém R, ovSem
v bodé 3 ma derivaci oco.

Véta o prirtstku funkce. Ma-li funkce f na intervalu (a,b) konec¢nou derivaci (s vyjimkou piipadné
krajnich bodu intervalu, kde ovSsem musi byt spojitd), pak existuje ¢ uvniti tohoto intervalu tak, ze f’(c)
je rovno smérnici seCny grafu funkce f prochézejici body [a, f(a)], [b, f(b)]. To znamend, Ze v bodu [c, f(c)]
je te¢na ke grafu funkce rovnobézna se zminénou secnou. Dukaz této véty se obvykle déla ve dvou krocich.
Nejprve se dokdze tzv. véta Rollova, kde navic je f(a) = f(b) a dokazuje se, ze pak f'(c) = 0. Bod ¢ se
najde v maximu resp. minimu funkce f, ktera diky své spojitosti toto maximum ¢i minimum ma. Tvrzeni
f/(¢) = 0 se pak primo ovéi{ z definice derivace. Ve druhém kroku se od f odecte rovnice sefny a tim
ziskame funkci g spliujici pfedpoklady Rollovy véty. Bod ¢ nalezeny podle Rollovy véty pro funkci g pak
spliiuje tvrzeni véty o prirastku funkce pro f.

Tato véta je zdkladem pii argumentaci, pro¢ plati vlastnosti o vztahu monotonie funkce a znaménku
jeji derivace a uzije se pri diukazu Taylorovy véty a také Newton-Leibnizovy véty umoznujici vypocet
urc¢itého integralu pomoci primitivni funkce.

Aplikace kalkulu. Mezi obvyklé aplikace kalkulu patii zjistovani extrémi funkci, vysetfovani pribéhu
funkci a sestavovani Taylorova polynomu.

Extrémy funkci. M4-li funkce v bodé a derivaci, 1ze sestrojit ke grafu funkce v bodé [a, f(a)] tecnu,
kterd je uréena vzorcem y = f(a)+ f'(a) (x —a). Ke zdavodnéni toho se obvykle kresli obrazek, ve kterém
seCny postupné prechazeji v tecnu pfi zmensovani vzdalenosti bodu x od bodu a a to presné odpovida
limité (9). Porddné zduvodnéni se pak opird o vétu o prirastku funkce. Neni-li tato teéna rovnobézna
s osu x, funkce f tam nemuze mit extrém (je tam lokdlné rostouci nebo lokalné klesajici). Takze m&-li
funkce f v bodé a derivaci, pak tam muze mit extrém jen pfi vodorovné tecné, tedy pii f/(a) = 0. Z toho
plyne postup pro hledani lokalnich extrému funkce f:

Lokalni extrémy funkce f mohou byt

a) v krajnich bodech defini¢niho oboru (pokud tam je funkce f definovand),
b) v bodech, kde f nemd derivaci a
¢) v bodech, kde f* = 0.

Tém posledné zminénym bodtm fikdme ,stacionarni body“ funkce f a najdeme je tak, ze pouzijeme
kalkulus k sestaveni vzorcu pro funkci f’ a vyfesime rovnici f’(x) = 0. Staciondrni body mohou byt
lokalnfm minimem funkce (jako x? v nule), lokalnim maximem funkce (jako —2? v nule), nebo tam
extrém nemusi byt (jako 2® v nule). Takze staciondrni body povazujeme jen za body podezielé z extrému
a je potreba je ddle prozkoumat podrobndji. To mizeme udélat pomoci druhé derivace f”/, takze jesté
jednou pouzijeme kalkulus. Je-li f”/ > 0, funkce je konvexni (jako z2) a f m4 tedy ve staciondrnim bodé
minimum. Je-li f”/ < 0, funkce je konkdvn{ (jako —z?) a f m4 ve stacionarnim bodé maximum. Je-li
ve staciondrnim bodé f”/(a) = 0, pak jsme se zatim mnoho nedozvédéli, protoze funkce tam nemusi mit
extrém (jako 23 v nule) nebo tam miZe mit minimum (jako 2* v nule) nebo tam miiZze mit maximum
(jak —z* v nule). V takovém pifpadé je t¥eba o charakteru staciondrniho bodu rozhodnout jinak, napi.
z prubéhu funkce, z jeji spojitosti a limit ¢i funkénich hodnot v dalsich bodech, z dalsich derivaci atd.

Pribéhy funkeci. Z véty o prirastku funkce plyne, Ze je-li f' na ndjakém intervalu kladnd, je na ném f
rostouci, je-li f’ na intervalu zdporné, je na ném f klesajici. Déle plati, Ze je-li f”/ na néjakém intervalu
kladn4, je na ném f konvexnf a je-li f/ na intervalu zdporna, je na ném konkdvni. Tyto vlastnosti dévaji
moznost vySetfit pribéh funkce pomoci kalkulu: najdeme f” a f”’ a z jejich znamének ziskdme predstavu
o prubéhu funkce. S tim souviseji tlohy kdy je dédna funkce f vzorcem a ma se najit jeji prubéh. Je dobré
si uvédomit, ze znaménko prvni a druhé derivace muze byt jen doplnujicim voditkem pii vysetfovani
prubéhu funkce. Doporucuji totiz postupovat takto:

1. Najdeme definiéni obor zadané funkce f (pokud neni dén).
2. VySetiime limity f v krajnich bodech definifénfho oboru (pokud tam f nenf definovdna).
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. Pomoci kalkulu najdeme f’.

4. Najdeme staciondrni body (tj. fesime f’ = 0) a vSechny pfipadné dalsi body podezfelé na extrém
(tj. kde f nemd derivaci a krajni body defini¢niho oboru, je-li tam f definovdna).

5. Najdeme funkéni hodnoty v bodech zminénych vyse a vyneseme je do grafu. U stacionarnich bodu
Ize kratkou vodorovnou ¢arkou vyznacit smér priubéhu grafu prochéazejiciho staciondrnim bodem.

6. V tuto chvili uz typicky mizeme nacrtnout graf funkce f podle vynesenych bodi a z limit v krajnich
bodech defini¢niho oboru.

7. Ovéfime podle znaménka f’, Zze nakresleny graf je v porddku, tj. funkce roste na intervalech, kde
f’ >0 a klesa na intervalech, kde f” < 0. Pokud to takto nevychézi, je nékde chyba ve vypoctu.

8. V pripadé potfeby najdeme inflexni body, tj. body, kde se konvexni pribéh méni na konkavni nebo
naopak. To provedeme vyfesenim f”’(z) = 0. Tyto body také vyneseme do grafu.

9. Useky, kde je funkce konvexni nebo konkévni, typicky vyplynou uz p¥i kresbé grafu v bodé 6 a z poloh

inflexnich bodu. Pomoci znaménka f”’ muzeme ovérit, ze neni nikde chyba ve vypodtu.

Piiklad 8.3. Je déna funkce f s definiénim oborem D = (0,00). Vi se o ni, ze je lim, ,,. f = —oo,
lim,_, o f = 0. Neprozradime jeji vzorec, jen to, Ze ma na celém defini¢cnim oboru kone¢nou derivaci a
pouze pro z =1 je f'(x) = 0 (tj. m4 jediny stacionarni bod) a plati f(1) = 3. Co z toho muzZeme soudit
0 jejim prubéhu?

Protoze mé f derivaci, je spojitd na D. Kvuli limité v nule musi byt na okoli nuly zprava rostouci.
Kvili jedinému stacionarnimu bodu a existenci derivace vSude nemiize mit extrém jinde nez v bodé 1.
Funkce musi byt na intervalu (0, 1) rostouci, protoze kdyby méla zménit rist na klesan{ v tomto intervalu,
musela by mit dalsi staciondrni bod a to ona nemd. Kvuli hodnoté f(1) = 3 a lim, , ., = 0 musi byt
f na intervalu (1, 00) klesajici, nemuiZe ménit tento sviyj trend, protoZe na intervalu (1,00) nemé dalsi
staciondrni bod. V bodé = = 1 je tedy lokdlni i globalni maximum. K ose x se graf funkce pro x — oo
primyka shora a to jinak nejde nez konvexnim zptsobem. Jinak ten graf k ose x totiz ,neprihnete®. Takze
na okoli co musi byt f konvexni. Podobnou tvahou shleddme zZe na okoli bodu 1 musi byt konkévni a také
na okoli 0t musi byt konkavni, jinak se graf k ose y nemuze pfiblizovat. Oekavame tedy aspori jeden
inflexni bod na intervalu (1, 00). Ten bychom mohli zjistit pomoci f” = 0, pokud bychom znali vzorec
pro funkci f.

Priklad ukazuje, Ze ackoli se studenti vétSinou uci pouzivat znaménko derivace k rozhodnuti o typu
monotonie funkce jako primérni nastroj pii vysetfovani prubéhu funkci, mizeme na to jit jinak a vyuzit
to jen jako doplinkovy néastroj, protoze z limit v krajnich bodech defini¢niho oboru a z poloh singularnich
bodl uz vime dost. Ovsem, singuldrni body nelze najit jinak nez feSenim rovnice f’ = 0, takze kalkulus
je pri vysetfovani prubéhu funkci samoziejmé potreba pouzit.

Asymptoty grafu. Asymptoty jsou primky, ke kterym se graf funkce ,,blizi*, kdyz opousti nas nacrtek,
protoze nemuzeme mit nekonecné velky nacrtek. Ne vzdy v takové situaci existuje asymptota, ale Casto
se to stava. Konkrétnéji, asymptoty mohou byt v koneénych bodech x — a € R, pokud tam limita
zprava nebo zleva funkce f je co nebo —oo. To jsou svislé asymptoty. Dale mohou existovat asymptoty
proz — o a x — —oo. Mé&-li tam f konecnou limitu, je tam vodorovna asymptota. Jinak tam mutze
byt sikmé asymptota, pokud lim, , , . f(z)/x = A alim, ,,  f(x) — Az = B jsou konecné limity. Pak
je Sikmou asymptotou primka dand vzorcem y = Ax 4+ B. Pii vySetfovani prubéhu funkei je rozumné
se vénovat i asymptotam a uvédomit si, z které strany se graf funkce k asymptoté blizi. V predchozim
piikladé m4 funkce f svislou asymptotu osu y (graf se k ni bliz{ zprava) a ddle ma vodorovnou asymptotu
osu z (graf se k ni bliz{ shora).

Taylorav polynom. Je dédna funkce f, kterda ma v bodé a € R konecné derivace az do fadu n. Taylorav
polynom funkce f v bodé a fddu n znacim T,, ; , a je to funkce T},  ,:R — R, kterd je ddna vzorcem:

f"(a)

n!

f/// (a)
3!

T, s o@) = fla) + 1 (x—af 4+ (z—a).  (10)

Pro jakoukoli funkci f s uvedenymi vlastnostmi, bod a € R a fdd n € N umime podle tohoto vzorce
sestavit Tayloriv polynom. K ziskani konstant v ¢itatelich zlomkia pouzijeme opakované kalkulus na
vzorec, kterym je ddna funkce f, a do vyslednych vzorci dosadime bod a. Vidime, Ze vyslednd funkce
T, t.o Je polynom: sledujte proménnou x ve vzorci, kterd tam vystupuje pouze v riiznych mocninach a je
nasobena konstantami. Tento polynom ma stupen nejvyse n. Jeho stupen je presné roven radu n, pokud

f(a) # 0.
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Snadno lze ovéfit, ze v bodé a se Taylortiv polynom pfimo rovné f(a), ale nejen to. Derivace tohoto
polynomu v bodé a az do fadu n se rovnaji odpovidajicim derivacim funkce f v bodé a. Strucéné receno:

T*) (a) = f*®)(a), pro viechna k € {0,1,...,n}

n,f,a

Toto je jediny polynom stupné nevyse n s touto vlastnosti, protoze kazdy polynom stupné nevyse n je
jednoznac¢né uréen svou hodnotou a hodnotami vsech svych derivaci az do fadu n ve vybraném bodé a € R.

Vyse uvedenou vlastnost popiSeme nyni z geometrického pohledu. Oznaéme A = [a, f(a)]. Grafem
Taylorova polynomu funkce f v bodé a prvniho fadu je te¢na ke grafu funkce f v bodé A. Tedy prochézi
bodem A a mé shodny smér s grafem funkce f v bodé A. Tayloruv polynom druhého radu je parabola,
ktera prochazi bodem A, ma stejny smér v bodé A a stejné zakiiveni v bodé A jako graf funkce f. Zakriveni
je ddno druhou derivaci. Tayloriav polynom tfetiho fadu je kubické parabola, kterda prochézi bodem A,
ma stejny smér, stejné zakriveni a stejnou zménu zakriveni v bodé A jako graf funkce f. Zménu zakfiveni
mérime tieti derivaci. Atd. Intuitivné tedy muzeme Tici, ze Tayloruv polynom fadu n aproximuje v okoli
bodu a funkci f. A na mnoziné vSech polynomu stupné nejvyse n neni zadny, ktery by funkci f v bodé a
aproximoval 1épe.

Elementédrn{ funkce, se kterymi se v matematické analyze pracuje (viz sekce 3 az 5) neumime vyhod-
notit v obecném bodé pomoci koneé¢né mnoha s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni. Naptiklad hodnotu sin 1
nezjistite koneéné mnoha operacemi +,—, -, /. Nabiz{ se tedy moZnost nahradit hodnotu funkce f hod-
notou Taylorova polynomu, k ¢emuz staci koneéné mnoho operaci +, —, -, /, samoziejmé za predpokladu,
ze vSechny konstanty potfebné pro sestaveni Taylorova polynomu zndme. K tomu staci volit bod a tak,
abychom opravdu tyto konstanty dokézali vy¢islit. Naptiklad pro funkci sin volime bod a = 0. V tomto
bodé zndme hodnotu sin i hodnoty vsech jeho derivaci: 0,1,0,—1,0,1,0,—1, atd., takze mtzeme sestavit
treba Taylortiv polynom sedmého radu funkce sin:

a pouzivat 17 g, o(z) misto sin(z). Dojdeme k vysledku po konetné mnoha operacich. Otazka je, jaké se
dopustime chyby pfi takové aproximaci. Tomu se vénuje nasledujici text.

Odchylku hodnoty Taylorova polynomu pii jeho pouziti misto vyhodnoceni funkce fsamotné v bodé x
znacime R, (z) = f(z) — T, ; ,(z) a fikdme ji zbytek. Taylorova véta Tika, jak takovy zbytek vypada:
Ma-li f na néjakém okoli U bodu a kone¢né derivace az do fadu n+ 1 a x € U, pak existuje £ mezi body
a a x takové, ze
()

(n+1)!
Pochopitelné, vycislit kone¢né mnoha operacemi tento zbytek neptijde, protoze to bychom uméli konecné
mnoha operacemi vyhodnotit zcela presné i funkce aproximované Taylorovym polynomem a o tom si
muzeme nechat jenom zdat. Napiiklad o bodu € pouze vime, ze £ € (z,a) prox < aa € € (a,z) pro z > a,
ale kde presné se ten bod nachdzi, to Taylorova véta netika. Chybu pii aproximaci funkce Taylorovym
polynomem |R,,(z)| tedy muZzeme jen odhadnout né&jakou mezi z vlastnosti funkei vyskytujicich se ve
vzorci pro R, (z).

R,(z) = )

(x—a

Piiklad 8.4. Odhadneme chybu aproximace funkee sin polynomem 7%, o(z) za piedpokladu, ze vzdy
bude |z| < 1,6. Vime, Ze osm4 derivace sinz je sinz, takze
sin &
8!
mame tedy zarucenu piesnost na dvé desetinnd mista. Déle lze vyuzit toho, Ze Ty g, o(%) = Tg gin o(7),
protoze se tyto dva polynomy lisi jen o nulovy s¢itanec. Odhad pro Ty i, () déva sebevédoméjsi vysledek:
|Rg ()] < |cos&/9! 1,67 = 0,000189, takze si dovolime tvrdit, Ze budeme mit i pfi pouziti polynomu T 4, o
presnost na tii desetinnd mista. Pokud by nékdo chtél vypocitat sinx pro |z| > 1,6, pak nejprve posuneme
argument o nasobky 27 blize k nule, pak vyuzijeme symetrie grafu funkce sin podél os t = 0, x = 7 a
x = 7/2, takZe nakonec staéi zjistit hodnotu funkece sin pro = € (w/2/7/2). A to odpovidd pozadavku
|z] < 1,6. To tedy dokézeme vypocitat pomoci polynomu 7 7.sin,0 S Presnosti na tri desetinnd mista.
Pokud bychom sestavili analogicky polynom Tg . o a pouzivali jej na vypocet hodnot funkce cos, pak
muzeme diky dal$im symetriim a posuntm grafu funkci sin a cos prevést vypocet pozadované hodnoty
na hledan{ hodnoty jedné z funkef sin, cos pro |z| < 7/4, coz pak vede jesté k lepsimu odhadu

| R7 ()| =

1
’ lz|® < ‘g‘ 1,68 = 0,001065

cosé&

NGRS

9 1 /m\9 |
< — (= = .
2 <5 <4> 0,000000313
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Takze jsme schopni pomoci polynomii 17 ., g & T3 .0s.0 POCitat hodnoty funkei sin x, cos « s presnosti na 6
desetinnych mist.

Priklad 8.5. Chceme zkonstruovat kalkulacku, ktera na displeji zobrazuje cisla na 10 desetinnych mist
a méla by umét mimo jiné vyhodnocovat funkce sinx a cosx v libovolném bodé. Taylorovy polynomy
jakého fadu mame pro tyto funkce pouzit?

Z predchoziho prikladu vime, Ze 1ze argument funkci sin, cos posunout tak, ze sta¢i vyhodnocovat
sinz a coszx jen pro |z| < 7/4. Hleddme tedy Tad n tak, aby

1 m\"t+l 10
IR, (z)] SW(Z) <1071,

Po kratkém experimentovani shledame, ze nerovnost plati pro n = 12 a vétsi. Do kalkulacky tedy zadra-
tujeme Taylorovy polynomy T11,sin,0 a T12,cos,0~

9 Primitivni funkce, neurcity integral

9.1 Definice, vlastnosti

Primitivn{ funkce k dané funkci f na intervalu (a, b) je takova funkce, jejiz derivace je rovna f na zadaném
intervalu. Neni-li v kontextu primitivni funkce zminén interval, mame na mysli cely defini¢ni obor funkce f.
Sklada-li se tento defini¢ni obor z vice disjunktnich intervald, pak na kazdém z nich definujeme primitivni
funkci zvlast.

Prvni pozorovani: protoze funkce majici derivaci je spojitd, je primitivni funkce vzdy spojita.

Postacujici podminka existence primitivni funkce k funkci f na intervalu (a,b) je spojitost f na
tomto intervalu. Dtikaz se opird o urcity integral (o némz budeme mluvit az v nésledujici sekei). D4 se
totiz dokézat, Ze kdyz definujeme F(x) = jj f(®)dt, pak za podminky spojitosti f je F’ = f, takze F je
primitivni funkce k funkci f. )

Nutnd podminka existence primitivni funkce F' k funkeci f na intervalu (a,b) je vlastnost mezihod-
noty! funkce f na tomto intervalu, kterd znf: pro kazdé u,v € (a,b) a pro kazdé &slo C mezi f(u) a
f(v) existuje ¢ mezi u a v takové, ze f(c) = C. Dtikaz nutnosti této podminky se opira o fakt, Ze funkce
G(x) = F(z) — Cx je spojité, protoze F je spojitd. Dédle predpoklddejme u < v a f(u) < C < f(v).
Pak je G lokalné klesajici v bodé u, protoze G'(u) = f(u) — C < 0 a z obdobnych divodu je G lo-
kélné rostouci v bodé v. Spojitd funkce G mé tedy na intervalu (u,v) své minimum v bodé ¢ a v ném je

G'(c) = f(c) —C =0, tedy f(c)=_C.

Priklad 9.1. Funkce sgn x neméa na R vlastnost mezihodnoty, takze nemutze mit na R primitivni funkei.
Ovsem zvlast na intervalech (—o00,0) a (0,00) je tato funkce spojitd a méd tedy na téchto intervalech
primitivni funkci. Na prvnim jmenovaném intervalu je primitivni funkce tieba F'(z) = —z a na druhém
tieba F'(z) = x + 42.

Je-li F primitivni funkce k f a ddle G = F + ¢, kde ¢ € R je néjaka konstanta, pak je i G primitivni
funkce k f, protoze G’ = (F +c¢)’ = F' = f. Také plati, ze kazdé dvé primitivni funkce ke spoleéné funkci
f se lis nejvyse o konstantu, protoze (F —G) = F' — G’ = f — f = 0 a je zndmo, Ze pouze konstanta
ma vlastnost, Ze jeji derivace je nulova funkce.

Soubor vSech primitivnich funkei k dané funkei f na intervalu (a,b) se da tedy vyjadfit jako jedind
primitivni funkce F' a k ni pak priddme do tohoto souboru vSechny funkce tvaru F + ¢, kde ¢ € R je
konstanta. Symbolem | f rozumime soubor vSech primitivnich funkef k f a nazyvame jej neurcity integrdl
z f. Pokud se defini¢ni obor funkce f sklada z vice disjunktnich intervali, pak na kazdém z nich je mozné
stanovit soubor primitivnich funkci nezavisle na ostatnich intervalech. Tim chci Tici, Ze kdyz zapiseme
soubor primitivnich funkci ve tvaru F + ¢, tato konstanta c¢ se stanovi pro kazdy interval zvlast, takze
zapis F' + ¢ mize byt v takovém pripadé trochu matouci.

Piiklad 9.2. VSechny primitivn{ funkce k funkei 1/2 jsou funkece In|z| + ¢, ¢ € R. Ov8em tyto soubory
funkef stanovujeme zvlast pro primitivni funkce na intervalu (—oo,0) a zvlast pro primitivni funkce na
intervalu (0, 00). O ,spoleéné primitivni funkeci“ na celém definiénim oboru funkce 1/x nikdy nehovoiime.

Integrovanim typicky rozumime hledani vzorecku primitivni funkce F' k dané funkci f, jez je také
dand vzoreckem. Najdeme-li takovy vzorecek, pak obvykle piSeme vysledek ve tvaru [ f = F + ¢ a ¢teme

1 Darbouxova vlastnost.
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jej, ze integral z f je F'a déle zahrnuje i vSechny funkce lisici se od F o konstantu. Tento zdpis pouzivame
i pro funkci f definovanou na vice disjunktnich intervalech, i kdyz jsme si ptred chvili fekli, ze ten zapis
je trosicku matouci a méli bychom mit vzdy na paméti, Ze stanovujeme soubor primitivnich funkeci na
kazdém intervalu zvlast.

Je-1i ve vzorecku pro f oznafena proménnd symbolem x (coz je docela obvyklé), pak piSeme da na
konec vyrazu uvozeného symbolem integralu a tim davame najevo, podle které proménné integrujeme.
Tedy naptiklad [(z? + z)dz. Je sice pravda, Ze v analyze jedné proménné byvd obvykle zfejmé, podle
které proménné integrujeme, ale toto Leibnizovo znaceni je docela uzitecné a v pripadé urcitého integralu
mé navic vyznam jakési ,nekonecné malé veli¢iny* pfi vypoctu plochy. O tom se zminime v nésledujici
sekci.

Proces integrovani (tedy hledéni vzorecku pro primitivni funkci, je-li ddn vzorecek vychozi funkce)
je opacny k procesu derivovani. Kalkulus pro integrovani se odvodi tak, ze prohodime sloupce ,vstup“ a
,wvystup® v tabulce kalkulu pro derivovani a vyuzijeme nékteré dalsi zrejmé vlastnosti integralu. Naptiklad
plati linearita integralu, konkrétné tedy:

J@rw+sg@)ar=a [ fwyas+s [gwran aser

Déle je mo7né pii integrovani pouzit vétu o integraci per partes a vétu o substituci (viz nize).

P¥iklad 9.3. V tabulce kalkulu pro derivovani mame pro vstup f(z) = a™ vystup f'(z) = na" L.
KdyZ nyni pievratime vstup s vystupem, mame v tabulce pro integrovan{ pro f(z) = na"~! vystup
F(x) = 2™. To nenf ptilis praktické, vyuZijeme tedy linearity integralu a do tabulky zapiSeme na vstup
flx) = 2" ! avystup F(z) = 2" /n. Jesté prakti¢téjsl je zaménit symbol n za symbol n + 1 a na vstupu
mit f(z) = 2™ a na vystupu pak F(z) = 2""!/(n + 1). Tato identita plat{ pro vSechna realné n # —1.
Obdobné jednoduchymi tivahami vznika cela tabulka kalkulu pro integrovani...

Piiklad 9.4. [(z? 4+ z)dz = [2?dz + [adz = 2*/3 + 2?/2 + c. Ve vypoctu jsme vyuzili linearity
integralu a dale v predchozim ptikladé odvozeny udaj z tabulky kalkulu pro integrovani. Takto désné
jednoduché to ale ve vétsiné pripadd neni. . .

Kalkulus pro integrovani (na rozdil od kalkulu pro derivovani) ndm neddvd moznost najit vyslednou

primitivni funkei ve formé vzorecku pro jakoukoli vychozi funkci zadanou vzoreckem. Je to tim, ze nyni
nemame ve sloupci ,vstup“ v tabulce kalkulu pro integrovani predlohy pro vSechny moznosti, jak muze
funkce dand vzoreckem vypadat. Tfeba souc¢in dvou funkei se nedd rozepsat na integrovani jednotlivych
funkci soucinu. Existuje sice moznost integrovani per partes, ale ta neni univerzalnim néstrojem jak
integrovat soucin jakychkoli dvou funkei.
k vysledku. Chce to ziskat praxi a schopnost vidét vzdjemné propojené moznosti vét o integrovani a ta-
bulky kalkulu pro integrovéani. A v neposledni fadé je tfeba pouzivat rizné vlastnosti vzorecki samotnych.
Nasi matematicti predkové popsali sirokou skalu moznosti, jak integrovat za predpokladu, ze integrovany
vzoreCek vypada urcitym zpusobem. Z téchto poznatki se dnes uc¢ime jen nepatrnou ¢ast, abychom si
uvédomili aspon zakladni souvislosti problematiky integrovani. Vzdy budou existovat vzorecky, které se
nikomu nikdy zintegrovat (tj. najit odpovidajici vzore¢ek pro primitivn{ funkci) nepodarilo, napiiklad
Ik e ** dz. Funkce e’ je spojita a tedy k ni existuje primitivni funkce?, ale vyjadiit tuto funkci vzor-
cem obsahujicim soucet, rozdil, soucin, podil konstant a proménnych a ptfipadné elementarnich funkei a
pripadné vselijak slozenych funkci z téchto funkei nejde.

Mate-li v pisemce za kol integrovat néjakou funkci, je priklad urcité vybran peclivé tak, aby se
primitivni funkce dala najit.

9.2 Zakladni postupy pri integrovani
Jak jsme jiz uvedli, pouzivame tabulku pro integrovani ..., linearitu integralu a dale nasledujici véty.

Integrace per partes. umozni rozepsat integral souc¢inu funkci takto:

/f(x) g(x) dz = f(x) G(x) — /f’(m) G(z)dz, kde G je primitivn{ funkce k funkei g.

2 Ve statistice je oznacovana errf.
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Tvrzeni se snadno odvodi ze vzorecku derivace soucinu funkei (uv)” = v'v + wv’, coz je totéz jako uv’ =
(uv)” —u'v. V tomto vzorci polozime f = u a v’ = g a integrujeme obé strany rovnosti.

Pfi vypoctu pomoci per partes se hodi mnemotechnickd pomiicka, sice tabulka se dvéma sloupci a
dvéma radky, do niz si napiseme:

/

u=... ’

u=... v =...

v=..
kde misto teCek piSeme konkrétni vzorce. Prvni fddek obsahuje vstupni funkce, jejichz soucin chceme
integrovat, druhy radek pak obsahuje nové vypoctené funkce, prvni z nich derivujeme, druhou integrujeme.
Vysledek po aplikaci per partes je roven souc¢inu idaji na hlavni diagonéle minus integral souc¢inu udaju
z druhého radku.

Je zfejmé, ze integrace per partes ndm pfi vypoctu integralu pomize jen tehdy, kdyz umime najit
primitivni funkei k funkei g (coz obndsi dalsi proces integrovani) a také musime umét najit primitivni
funkci k soucinu f’G, coz tedy vypad4, Ze jsme se pouze presunuli z blata do hodné $pinavé louze. Existuji
ale ,obvyklé“ pripady, kdy integrovani per partes pomuze:

Priklad 9.5. Integrujeme soucin fg, kde f je polynom a g je sin axz nebo cosaxr nebo e*”. Polynom

derivujeme a funkci g snadno integrujeme. Po aplikaci per partes dostavdame polynom o jedna niziho

stupné a funkce g se pfitom pfili§ nezménila. Je-li polynom uz stupné nultého (neboli konstanta), pak

naposledy najdeme primitivni funki k funkci sin nebo cos nebo e* a jsme hotovi. Jinak proces per partes
opakujeme znovu opakované tak dlouho az stupen polynomu klesne na nulu. Konkrétné treba:

2 : _|u=2*+3z v =sin2z

/(x +3z) sin2zdzr = W o—2r 43 b— —(cos2:v)/2‘

—(z2 + 3233) cos2z /(2x +3) —C(;S 2x

dx =

—(z%2+3 ) 1
= (@”+ ;) o x+§/(2x—|—3) cosZmdx:‘

u=2r+3 v =cos2
u' =2 v = (sin2zx)/2

1 1 1
—§(x2 + 3x) cos2x + 1(23: + 3) sin 2z — 3 /siandx =

1, 1 . 1
—i(ac +3x) cos2x + 1(21‘—1—3) sin 2z + 1 cos 2z + c.

Priklad 9.6. Pfi integrovan{ [Inz dz nebo [arctgz dz se pouzije trik: poloZime g(x) = 1 a provedeme
per partes:

— /_
/lnmdx:‘u,_lnx v_l‘:xlnx—/ldx:xlnx—x—kc,
u=1/x v=z
/

/arctgazdm: ‘u,u: 17{;%?1) 2:;’:xarctgx—i/Tj_ldx:xarctga:—iln(a:2+1)+c.

V posledn{ tpravé jsme vyuzili faktu [(f’/f) = In f, coz vyplyva ze substituce y = f.

Priklad 9.7. Nékdy se muze stat, ze pii pouziti per partes se dostaneme do kruhu, ale nemusi to byt
pravda:

u=sinz v =cosx
u =cosx v=sinx

/sinxcosxdx =

=sin’z — /sin:z:cos:z:dx.

Po prevedeni posledniho integralu pfes rovnost na levou stranu méme 2 [ sinz coszdax = sin?z + ¢,
coz vede k vysledku [sinz cosxdz = (sin®x)/2 + c. Poznamenévam, ze tento integrél lze taky spocitat
substituci nebo jen tim, ze si uvédomime, jak dopadne derivovani vyrazu sin? z.

Substituce. Existuji dvé véty o substituci, jejich pfesné znéni si kdyztak ctenar dohleda. My se zde
zameérime na praktické pouziti téch vét. Pri substituci je tfeba prevést integrovany vzorec v jedné pro-
ménné na vyraz v jiné proménné. Vztah mezi puvodn{ proménnou (dejme tomu z) a novou proménnou
(dejme tomu y) je mozné stanovit dvéma zpusoby: ¢(z) = y (substituce prvniho druhu) a @ = ¥(y) (sub-
stituce druhého druhu). V piipadé substituce druhého druhu musi byt funkce ¢ prosta. Lidové feceno,
pti substituci prvniho druhu se divime na kus vzorce v integrovaném vyrazu a nahrazujeme ji promén-
nou, pri substituci druhého druhu se divime na proménnou a nahrazujeme ji vzorcem. V obou piipadech
nelze provést jen zdménu proménné v integrovaném vyrazu samotném, ale také je tfeba provést zamény
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symbolu dz za dy podle pravidla ¢’(z)dz = dy pro prvni druh a da = ¢'(y) dy pro druhy druh. Tato
pravidla si v obou pripadech pamatujeme tak, ze v predpisu pro transformaci proménné zderivujeme
levou i pravou stranu rovnosti a pripiseme k levé strané znacku dx a k pravé znacku dy. Po tspésném
nalezeni primitivni funkce v nové proménné je tieba ji zpétné prevést na vyraz v puvodni proménné, coz
v pfipadé prvniho druhu jde snadno: nahradime kazdy vyskyt y vyrazem ¢(x), zatimco v druhém p¥ipadé
je tfeba pouzit inverzn{ funkci y = ¢~ (x).

Priklad 9.8. Se substituci prvniho druhu se setkavame pri integrovani pomérné casto. V tomto pripadé
musime integrovany vyraz vnimat jako soucin g(p(z))¢’(z)da ktery se nahradi vyrazem g(y)dy. Coz
vyzaduje cvik a zkusSenosti. Napriklad

/1nw+ln2w+ln2x

d
dz = /(1n2+21nx+1112:£)—x =
x

T

lnz=y | 9 _
idm:dy‘/(ln2+2y+y )dy =

3 1n3
:(ln2)y+y2+y§+c:(ln2) 1nx+ln2x+%+c.

Priklad 9.9. Se substituci druhého druhu se setkdvame velmi vyjimecné. Typicky skolni priklad na tento
druh substituce obsahuje vyraz v/1 — a2, ktery se po nahrazeni z = siny zjednodusi: /1 —sin’y =
\/cos?y = cosy. Navic piuvodni vyraz byl definovan jen na intervalu (—1,1), takze kdyz volime y €
(—m/2,m/2), je na tomto intervalu substituén{ funkce siny prostd a svymi hodnotami pokryva vSechny
pripustné hodnoty puvodni proménné x. Coz je potiebné si u substituce druhého druhu vzdy uvédomit.
Konkrétneé treba:

/#dx* T =siny ‘*/ L cosyd */1d =y+c=arcsinz + ¢
Vi—z2  |dz=cosydy| | cosy yaw= y=yre= '
Tento priklad zde byl zafazen jen jako modelova ukazka pouziti substituce druhého druhu. Pochopitelné,
kdybychom si vzpomnéli, jak se derivuje funkce arcsin x, tak mame vysledek ihned bez pouziti substituce.

10 Urdity integral

Urcity integral fa b f méri plochu mezi grafem funkce f a osou z v rozmezi mezi body a a b. Doddme
jesté, ze je-li funkce v néjakém tseku zaporna, zapocita urcity integral do celkového vysledku zapornou
hodnotu plochy této casti.

Abychom ,uvérili“ tomuto tvrzeni, definuje se ve skoldch uz po staleti urcity integrél podle Rie-
mannovy definice?. Tato definice nejprve tu plochu odhadne pomoci soué¢tu ploch obdélnickt (plochy
obdélnickt umime snadno spoéitat), které v limitnim pfechodu maji nekoneéné malou §itku a je jich pod
grafem seskupeno nekonec¢né mnoho. Tato ,,prace s nekone¢nem* se provede matematicky presné pomoci
suprema a infima. Nasim cilem je ale nezabteddvat do zbyteénych detaill (pfesnou Riemannovu definici si
Ctendr jisté najde, kdy bude chtit), ale sledujme nyni hlavné celkovy koncept, tedy pro¢ to takto délame.
Na otézku, pro¢ nestaci definovat fab f(z)dz = F(b) — F(a) mi bohuzel dokidZe odpovédét jen velmi mélo
studentt. Odpovéd je pritom jednoducha: z takové definice bychom nepoznali, Ze vlastné pocitame plochu
pod grafem funkce.

Takze, jak vypada zakladni koncept? Z Riemannovské definice urcitého integralu nam kvili tém
obdélnickim vyplyva, ze urcity integral pocitd plochu pod grafem funkce, jak bylo feceno vyse. Déle se
z této definice odvodi zdkladni vlastnosti urc¢itého integrdlu: linearita integralu, aditivita v mezich. Déle
se pomoci téchto zakladnich vlastnosti d4 odvodit* zdkladni véta analyzy, které zni: Je-li F primitivni
funkce k f, pak fa f (x)dx = F(b)—F(a). A z toho ndm plyne velice dulezity disledek: pomoci kalkulu pro
integrovani jsme schopni (kdyz najdeme vzoreéek pro primitivni funkci) spoéitat plochu pod grafem dané
funkce f jednoduse jako rozdil F(b)— F(a), kde F je primitivni funkece k f. Toto je velmi dilezity vysledek,
protoZe pracujeme-li s kalkulem (obrécenou tabulkou vzorecki pro derivovéni), neni viibec nikde patrné,
Ze to souvisi s néjakou geometrickou vlastnosti grafu puvodni funkce. A pfitom je to pravda. Neni to
1zasné?

3 Neni to jedind matematicky presné definice uréitého integralu, ale k predstavé, ze to méii plochu pod grafem funkce,
to staci.

4 Diikaz je spiSe technicky, neni piilis tézky. Chapu ale, ze kdyz jej ve skole vynechdme, ztracime tim cely smysl zavedeni
urcitého integralu a studenti jsou ochuzeni o moznost zazitku z poznani stvrzenou slovy ,,Aha, tak je to tedy, proto se pouziva
Riemannova definice!“
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Riemantuv integral se definuje nejprve pro omezenou funkci (typicky spojitou) s omezenymi (konec-
nymi) mezemi a a b. Nasledné se rozsi¥i definice uréitého integralu na piipady, kdy nékterd z mezi (nebo
obé) je nekoneénd nebo je integrovana funkce v okoli meze neomezend. To je tzv. nevlastni urcity integral
a definuje se pomoci limity, tedy tfeba pro pripad neomezené horni meze:

/a " ) de = Jim / o) d.

7 toho nam pak plyne, ze lze pro nevlastni urcity integral rozsitit zakladni vétu analyzy, kterd nyni zni.
Je-li F primitivni funkce k f a existuji-li nize uvedené limity a mé smysl jejich rozdil (tj. vylucujeme
pifpad oo — 00), pak je:
b
/ flz)dx = lim F(¢) — lim F(¢).
A t—b_

t—a,

Vyraz na pravé strané pii vypoctech vétSinou zapisujeme pomoci hranatych zavorek [F(z)]%, coz tedy

lidové Feceno znamend: ,zkus spoéitat rozdil F(b) — F(a) a pokud ta ¢isla F(b) a F'(a) pfimo neexistuji,
spocitej misto nich odpovidajici limity*.

Priklad 10.1. Spocitame ji *1/x* dz pro riiznd a € R. Ctendf si laskavé nakresli graf nepifmé timérnosti
1/z pro x € (1,00) a déle si rozmysli, jak se tento graf bude ménit v pfipadé funkee 1/z% pro o # 1.

[nz]® = lim Inz —Inl = oo pro a =1,
xr — 00
- o0 00— —— =00 ro o < 1,
/ o -« R 1 l—« b <
= lim - =
l—« z—ol—a 11—« 1 1
1 0———=—— proa>1.
l—-a a-—1

Tento pifklad ukazuje, Ze i neomezena oblast (napt. pod grafem funkce 1/x? na intervalu (1,0c0) miize
mit konecny obsah. Navic vidime, ze pripad a = 1 tvofi jisty predél mezi pripady, kdy plocha vychazi
kone¢nd a kdy nekoneénd. Konkrétné 1/z ma pod grafem nekoneénou plochu, ale funkce 1/219%01 se od
predchozi lisi jen nepatrné, ale m4 jiz pod svym grafem konec¢nou plochu. Rozmyslete si, jakou.

Priklad 10.2. Spocitidme fo ' /x®. Po provedeni vypoctu (podobné jako v predchozim piikladé) mame:

%) pro a > 1,

T
I 0
0 I~ a pro a < 0.

V tomto pripadé nemame neomezenou mez, ale neomezenou funkci, pod jejimz grafem sledujeme oblast
podobnou jako v pfedchozim piipadé (jen pfevrdcenou a otofenou o devadesdt stuptit). Plocha pod
grafem funkce 1/z% na intervalu (0,1) je koneénd, kdyz o # 1 a plocha pod grafem téze funkce na
intervalu (1,00) je nekoneéné. Toto plati i obracené. Piipad o = 1 je hrani¢ni, pfi ném plochy obou
oblast{ (z tohoto i pFedchoziho piikladu) jsou nekonecné.

11 Rady
11.1 Soucet rady

Rada je soucet prvkil néjaké posloupnosti. Ukolem tedy je seéist typicky nekoneéné mnoho redlnych &sel.
Zatim umime secist dvé redlna c¢isla a diky asociativité s¢itani muzeme postupné secist konecné mnoho
redlnych ¢isel, napiiklad: a; + ay + a5 = (ay + ay) + as.

Otéazka tedy je, jak definovat soucet nekonecné mnoha ¢isel a jak zjistit hodnotu nebo aspon vlastnosti

takového souctu. ProtoZze méme exaktné definovanu limitu (umoznujici pracovat s nekonecnem), je ziejmé,
ze pro definici nekone¢ného souctu ji pouzijeme.
Definice. Necht s, = 7' |
index n € N, protoze s¢itdme konecné mnoho &isel. Soucet rady Z;’il a; je hodnota lim, _,  s,,, pokud
takova limita existuje. Pokud tato limita je konecna, fikdme ze rada konverguje, je-li nekonecna, fikame,
Ze Tada diverguje (k 400 nebo —c0). Pokud tato limita neexistuje, fada nemé soudet.

a;, jsou Castecné soucty rady ZZO, | Q- Cisla s, umime zjistit pro kazdy
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Priklad 11.1. Seéteme rfadu
> 1
; k(k+1)

Vyuzijeme toho, ze 1/(k(k+ 1)) =1/k—1/(k + 1), takze ¢dstedny soucet této fady je

1 1 1 1 1 1 1 1
w=(mg) (55) G-3) v (i) =
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B +( 2+2)+( 3+3>+”.< n+n) n+1 n+1
Z posledniho vyjadreni s,, je ziejmé, ze lim,_, . s,, = 1 takZe jednicka je soucet zadané rady.

Na tomto prikladé si uvédomime, ze abychom byli schopni vycislit soucet dané rady, tedy najit
lims,,, je nejprve nutné ¢asteény soucet s, vyjadrit pfimym vzorcem zavislym na n a vyhnout se v tomto
vyjadreni kumulujicimu se poctu s¢itanct. Jediné tak mizeme pii vypoctu lim s,, pouzit limitni kalkulus
a dobrat se k vysledku. Hledani pfimého vzorce pro s,, je v obecném piipadé nesnadné a ¢asto to vibec
nejde, takze se soucet zadané rady nedozvime, tfebaze existuje. Nasi matematicti predkové po sobé
zanechali odkaz se soucty mnoha vselijakych fad s pouzitim docela komplikovanych trika. My se to ale

ve skole neuc¢ime. Nam staci k pochopeni problematiky souctu fad predchozi priklad a déle budeme umét
s¢itat fadu geometrickou. Nic vice.

Piiklad 11.2. Rada Z;O:(J(_l)k nema soucet, protoze castecné soucty jsou s,, =1 pro lichAna s, =0
pro sudéd n a tato posloupnost s,, se dvéma rtznymi hromadnymi body nem4 limitu.

Priklad 11.3. Geometricka rada je rada 22021 ay, pro kterou plati a; , = qa;, pro vsechna k € N.
Cislu ¢ fikdme kvocient fady. Je tedy a, = ¢!

soucty geometrické rady, vyuzijeme identitu:

a;. K tomu, bychom vyjadrili pfimy vzorec pro castecné

(An_Bn>:(A_B>(An71+An72Bl+An73B2+...+A1Bn72+Bn71).

Kdo tomu nevéri, muze si to zkusit roznasobit a dojde k poznani, Ze vzorec plati. V nasledujicim vypoctu
vydélime celou identitu ¢initelem (A — B) a volime A =1, B = q.
Céstecny soucet geometrické rady je

2 n—1 1—q"
sp=04+q¢+¢+---q )a1=a1fq~

Tento vzorec vylucuje moznost ¢ = 1, ovSem v tomto pfipadé ma geometrickd fada casteCny soucet na,
a limita tohoto vyrazu je +o0o0 pro a; > 0, ddle —oo pro a; < 0 a konecné 0 pro a; = 0. Zabyvejme se
dale jen ptipadem g # 1.

Soucet geometrické fady je:

0 pro a; = 0,

o0 prog>1,a; >0,
ia — lim a 1*(]”: —00 prog>1,a; <0,
— k n-oo 1 —q 1
k=1 allfq pro q € (—1,1),

soucet neexistuje pro g < —1.

Predstavme si tlohu s koldacem, ktery nejprve rozdélime na polovinu a ptilku ddme prvnimu hostu, zbylou
pililku rozdélime na piilku a dilek ddme druhému hostu, zbyly dilek rozdélime na polovinu atd., jsme takto
schopni podélit jednim kold¢em nekoneéné mnoho host®. Velikosti dilkf predstavuji ¢leny geometrické
fady s kvocientem 1/2, prvni sé¢itanec ma velikost 1/2, takze kdyZ pouZijeme pravé odvozeny vzorec pro
q € (—1,1), tak zjistime soucet této rady:

Nés to neprekvapi. Prekvapovalo to ale davné fecké filosofy, ktefi v problému zdvodu Achyllese se zelvou
vidéli paradox, protoze si neuvédomili, Ze i nekonecné mnoho ¢asovych tiseku, které se scitaji, se nakonec
muze odehrat v konecném case.

5 Pii zjednoduseni, ze hmota v jeji libovolné malé ¢asti je dale délitelnd, tj. neni slozen4 z atomi.
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11.2 Kritéria konvergence rady

V dalsim textu rezignujeme na moznost najit soucet dané rady, protoze najit piimé vyjadreni ¢astecného
souctu s,, tak, aby se dala spocitat lims,,, ve vétsiné pripad nejde. Spokojime se s tim, ze budeme
schopni odpovédét aspon na otdzku, zda fada konverguje (mé konecny soucet) nebo ne.

Uvédomime si, ze hodnoty prvnich kone¢né mnoho ¢lenii fady neovlivni odpovéd na otdzku konver-
gence. Zménime-li koneéné mnoho ¢lent fady, pak (pokud existuje soucdet) se zménf{ jeji soucet o konecné
¢islo. Pokud ale je soucet nekoneény nebo neexistuje, pak zména o konecéné ¢islo tuto vlastnost nezmeéni.
Proto budu pfi vysetiovani konvergence fady psit struéné >.° a, bez specifikace, od kterého indexu
zacindme sc¢itat. Volba prvniho indexu totiz nijak neovlivni odpovéd na otdzku konvergence.

Nutni podminka konvergence. Konverguje-li fada Y>> a,, pak je lim a;, = 0. Diikaz: je a,, = s,,—S5,,_;
a dale protoze fada konverguje, je lims,, = s. Pak je lima, =lims,, —lims, ; =s—s=0.

Podminka lima, = 0 je nutnd podminka konvergence. Kdyz neplati, vime, ze fada nemutze konver-
govat. Kdyz podminka plati, otdzka konvergence rady zustdva oteviena a je treba nasadit dalsi kritéria.

Pfiklad 11.4. Harmonicka fada . 1/k diverguje k nekone¢nu, ackoli plati lim,_, . 1/k = 0. Diver-
genci ovéiime napf. integralnim kritériem (uvedeme pozdéji).

Rada s nezdpornymi &leny. Je-li a, > 0, pak fada >.° a™ konverguje nebo diverguje k oco. Dikaz:
posloupnost ¢astecnych soucti s,, je neklesajici, takze limita s, musi existovat.

Srovnavaci kritérium. Je-li 0 < a,, < b, pro viechna n piirozena® a fada >.°°b, konverguje, pak

fada > a,, konverguje. Diikaz: nechf o,, je posloupnost ¢astecnych souctii fady >.°°b,,. O ni vime, ze
m4 kone¢nou limitu o. Ddle pro posloupnost ¢asteénych souctit s, fady >.°° a,, plati, ze s, < o, a je
neklesajici, musi mit tedy konecnou limitu s < o.

Podilové (d’Alambertovo) kritérium. formulované pomoci limit. Necht a;, > 0.

a <1, fada Y * a; konverguje,
Je-li klim ELAR NP g 1, kritérium nedava odpovéd na konvergenci,
7 % (>1, fada 3.™ a, diverguje k co.

Diukaz tohoto kritéria se opird o srovnévaci kritérium, ve kterém se zadané fada porovna s geometrickou
fadou s kvocientem ¢ € (—1, 1), o niz vime, Ze konverguje. Podrobny dikaz vynechdm.

Leibnizovo kritérium. Necht ¢leny fady >.°° a, pravidelné stfidaji znaménka. Pokud lima, = 0 a
posloupnost |ay| je klesajici, pak fada >_°° a, konverguje.

Integralni kritérium. Necht f:(1,00) — R je nerostouci nezdpornd funkce. Pak >.°° f(k) konverguje
pravé kdyz floo f(x) dx konverguje.

Toto kritérium mtizeme pouzit tehdy, kdyZ je ddna fada >.°° a;, s nerostoucimi a nezdpornymi ¢leny
a povede se k ni najit funkce f nerostouci a nezdporna takova, ze f(k) = a;. Umime-li najit uréity integral
) % f(x) dz, pak umime rozhodnout o konvergenci dané fady S_.> a..

Diukaz integralniho kritéria: Porovname-li plochu pod grafem funkce f v tseku od k do k + 1s ob-
délnicky sitky 1 a vysky f(k) a f(k + 1), shleddme, ze f(k) > j:“ f(x)dz > f(k + 1), protoze f je
nerostouci. Secteme-li viechny tyto jednotlivé dilky, méme Y. f(k) > floo flx)dz > 327 f(k) — f(1).
Z toho plyne ekvivalence konvergence integralu a rady.

Pi#iklad 11.5. Cleny harmonické fady S°°°1/k lze prolozit klesajici funkei f(x) = 1/, kterd vyhovuje
integralnimu kritériu. Protoze fl *1/xdz = oo (viz piiklad 10.1), harmonicka fada Y.°° 1/k diverguje.

Z vysledku pifkladu 10.1 a z integrdlniho kritéria navic vidime, Ze fada >.°° 1/k“ konverguje pro
a > 1, takze a = 1 (harmonicka fada) je hrani¢nim ptipadem, od které¢ho vsechny fady typu >.°° 1/k®
pro a < 1 diverguji.

c s viw

3% 1/k? vime z integrdlniho kritéria, Ze konverguje, ale d’Alambertovo kritérium dava

1
—— k2
lim kt1)* _ lim ——— =1,
k— o0 # koo k2 +2k+1

takZe toto kritérium ndm nedd informaci o konvergenci fady > 1/k2.

6 Protoze zména kone¢nd mnoha ¢lenti neovlivni konvergenci, sta¢i predpokladat n > n, kde n, je néjaky vychozi index.
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11.3 Absolutni konvergence

Rada 3% a; je absolutné konvergentni pokud fada > °|a,| je konvergentni. Pro fady s nezapornymi
¢leny tyto dva pojmy samoziejmé splyvaji.

Tvrzeni o absolutni konvergenci.. Je-li fada absolutné konvergentni, je konvergentni. Dukaz:
Ozna¢me S, posloupnost Castecnych souctt fady Y. |a,| a s, je posloupnost asteénych soucti
fady > ° a,. Z predpokladu vime, zZe lim S, je konecnd. Pro S, tedy plati Cauchyovskéd podminka:
Ve > 0 3ny € N: myn > ny = |5, —S5,| < e. Bez 4jmy na obecnosti predpoklddejme m > n.
Uvédomime si, ze je |S,, —S,| = |a,, 1|+ -+ |a,,| a s pouzitim trojihelnikové nerovnosti mame:

€ > |Sm_Sn| = |a’n+1| + 4+ |a'm| > |an+1 + - +a‘m| = |Sm_5n‘

Takze i pro posloupnost s, plati Cauchyovskd podminka. M4 tedy konecnou limitu a fada >.°° a, je
konvergentni.

Obracené tvrzeni, ze z konvergence plyne absolutni konvergence, neplati. To doklada klasicky priklad
fady >.°°(—1)*/k. Tato fada vyhovuje predpokladiim Leibnizova kritéria: jeji ¢leny pravidelné st¥idaji
znaménka, posloupnost jejich ¢lentt mé limitu rovnu nule a posloupnost 1/k je klesajici. Takze fada
3>*°(=1)¥/k podle Leibnizova kritéria konverguje. Piitom fada obsahujici absolutni hodnoty ¢lenti pii-
vodni fady Y. 1/k diverguje, jak bylo ukdzéno v pifkladu 11.5.

Kdyz vysetfujeme konvergenci fady, ve které se vyskytuji kladné i zaporné cleny, je dobré zacit
otézkou na absolutni konvergenci, protoze v kritériich konvergence ¢asto potiebujeme nezapornost ¢lentu
tfady. Pokud ovérime absolutni konvergenci, plyne ndm z ni i konvergence. Pokud ale zjistime, ze fada
absolutnich ¢lenti nekonverguje, nevime o konvergenci ptivodni rady nic.

Neabsolutné konvergentni Fada. Radé, kterd konverguje, ale nekonverguje absolutné, fikdme ne-
absolutne konvergentni tada. Takova fada mé velmi zajimavou vlastnost: ,neplati komutativni zakon*.
Presnéji feceno, soucet fady zavisi na poradi ¢lenu fady. Zménou poradi clenu rady muzeme dospét ke
zcela libovolnému souctu. Vysvétlime si pro¢. Z neabsolutné konvergentni fady > a;, vyjmeme vSechny
kladné ¢leny a dame je do jedné posloupnosti b,. Zaporné ¢leny ddme do druhé posloupnosti c;,. Plati
S0, = 0o a Y. ¢, = —oo, protoze kdyby obé sumy byly koneéné, pak by také >"|a,| méla ko-
necnou sumu, coz podle predpokladu neni. Kdyby byla jedna suma konecnda a druha nekonecna, pak by
3% a;, byla nekone¢nd, coz také podle predpokladu neni. Rada > a; konverguje, takze plati nutna
podminka lima; = 0 a je tedy také limb, = 0 a lim¢;, = 0. Nyni se rozhodneme, Ze chceme vyrobit
soucet Tady tfeba 42. S¢itdme postupné cleny posloupnosti b, tak dlouho, az prekrocime hodnotu 42. To
se urc¢ité po kone¢né mnoha krocich podafi, protoze suma vsech ¢leni b, je nekonecnd. Pak k vyslednému
souctu pric¢itame postupné ¢leny posloupnosti ¢, az soucet poprvé klesne pod hodnotu 42. To se jisté
také podari. Pak pokracujeme pric¢itanim zbylych ¢lent z posloupnosti by, az bude celkovy soucet zase
vétsi nez 42, pak zase pricitame zbylé ¢leny posloupnosti ¢, az ¢asteény soucet klesne pod hodnotu 42
a tak postupujeme pordd dokola, az vycerpame vsechny cleny z posloupnosti b, a c. Céstecné soucty
takto sestavené rady osciluji kolem hodnoty 42 a jejich odchylky od hodnoty 42 maji limitu nula, protoze
limb, = lime¢, = 0. Takze limita castecnych souctli je rovna cislu 42 a tedy soucet takto usporadané
fady je 42. Muzete si rozmylslet, Ze se d4 najit i takové usporadani clent ay, pfi kterém je jejich suma
nekonecénd nebo neexistuje.

Ctenéfe miuzeme uklidit, Ze pokud je Fada absolutné konvergentni, jeji soucet je jediny a nezdvisi na
uspoiddani élentt posloupnosti. V tomto pifpadé totiz Y > b, i 3.7 ¢, jsou koneéna éfsla a soudet fady
S a, je roven Y. b, + S % ¢,

11.4 Mocninné rady

Rada s proménnou = ve tvaru 3. a, (x — ¢)* se nazyvad mocninnd vada. V tomto tvaru mame napiiklad
Taylorovy polynomy.

P1i volbé konkrétniho ¢isla € R se mocninnd fada stava béznou fadou, tedy souctem realnych Cisel
a ma smysl se ptat na jeji soucet nebo aspon na jeji konvergenci. Pfitom se hodi pouzit d’Alambertovo
kritérium na absolutni konvergenci. Rada absolutné konverguje, kdyz

k+1
. |ak+1‘|x*0| i _

Ap41

|z —¢| < 1.
ay,

k=oo ||z — c|f k=5 00
tedy pri oznaceni L = lim|a;_/a;| (pokud tato limita existuje) fada absolutné konverguje pro

o —ef < =
r —C —.
L
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To znamend, kdyz vzdélenost  od bodu ¢ je mensi nez 1/L, fada konverguje. Z toho divodu ¢islu ¢
fikdme stfed konvergence a ¢islu 1/L polomér konvergence.

Co se stane, kdyz |z —c¢| > 1/L? Tj. lim|a,,,/a;| |z — ¢| > 1, takze od jistého indexu ny plati, ze
lag,1/ag] |z —c| > 1, coz znamend |ay ||z —c| > |a,| a tedy |ay ||z — ot > lag| |z — c|*. Vidime,
ze od indexu n, je posloupnost |a,c (x— c)k| rostouci a nemuze tedy mit limitu rovnu nule. Takze také
lim a,, (x —¢)* # 0 a nenf splnéna nutna podminka konvergence fady >.° a;, (z — ). Tato fada diverguje.

Konvergenci ve dvou zbylych pripadech, kdy |z — ¢| = 1/L, je tfeba vySetfit jinym zpusobem v za-
vislosti na konkrétni dloze.

Priklad 11.6. VysSetfime konvergenci rady Z;O: 0 2¥/k!, o niz vime, 7ze vraci hodnoty exponencidlni
funkce. Je to mocnina fada Y°° 1/k! (z — 0)*. Pouzijeme d’Alambertovo kritérium:

(k+1)!
1

k!

lim

k— o0

lz]=0-|z| =0< 1.

1
~ 0l = lim |——
o0 = Jim ||

Tato fada absolutné konverguje pro vSechna « € R. V tomto pfipadé je L = lim|a;/a,| = 0 a polomér
konvergence je co.
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12 Komplexni exponencialni funkce

Pokud divéfujete tvrzeni, Ze funkéni hodnoty e béhaji po jednotkové kruznici a jejich argumentem je z,
nemusite se timto dodatkem zabyvat. Pokud Vés naopak zajimé, jak by se to dalo zdivodnit bez hlubsi
znalosti komplexni analyzy, ctéte dale.

Definice. Nejprve definujeme exponencialni funkci s komplexnim argumentem z € C radou, kterou
zndme z (2). Tu fadu sem prepiSeme, abychom ji méli na ocich

exp(z) = e” —1—1—1+—+—+ =

J)Q 3 o)

a
? k!

Céastecny soucet této fady konéici vyrazem x* /k! oznacime S, (2). Tato fada je dle podilového kritéria ab-
solutné konvergentni pro vsechna |z| € R, tedy je konvergentni pro vSechna komplexni  a ddvd nam tedy
hodnotu komplexni funkce exp: C — C. Budeme ji castéji a dle letitych zvyklosti zapisovat vyrazem e*.
Na redlnych cislech je samoziejmé nové zavedend funkce e* shodna s puvodni funkei e®.

Diilezita limita. Tvrzeni lim, _, (e® — 1)/xz = 1 zlstavd v platnosti i pro z € C, protoze

ST 1+ S
2l " 3! 3 4l

1kl laf 2l | Jaf o 120

Zakladni vlastnost mocniny. Také je nutné ovérit, ze pro e® plati zdkladni vlastnost mocniny, tedy
e®e¥ = Y g,y € C. To udélame tak, ze shleddme, Ze vzddlenost ¢astecnych souctit vyrazi na levé a
pravé strané m4 limitu 0, pfesnéji lim,_, |S,(x) S)(y) — Si(x +y)| = 0. K tomu tcelu se nesmime bat
to rozndsobit. Zjistime, ze Si(z) Si(y) je soufet vSech polynomu tvaru zPy?/(plq!) takovych, ze p < k,
q < k. Jmenovité ten soucet obsahuje pravé vSechny takové polynomy se stupném nevyse k a navic
nékteré dalsi az po stupen 2k. (Za stupen polynomu zPy? povazuji ¢islo p + ¢.) Roznésobeni Sy (x + y)
vyzaduje vice trpélivosti a péce, protoze na kazdy sc¢itanec musime uplatnit binomickou vétu. Pak ale
s Uzasem zjistime, Ze Si(z + y) obsahuje pravé vSechny polynomy zPy?/(plq!) se stupném nejvyse k.
V rozdilu Si(z) S, (y) — S, (z + y) tedy zustanou jen nékteré dalsi polynomy stupné vétsiho nez k. Takze
z trojihelnikové nerovnosti a z faktu, ze |zy| = |x||y|, plyne, Ze |Si(z) S, (y) — Sp(z + y)| je mensi nez
soucet nékterych polynomii tvaru |z|”|y|?/(plq!) stupné vétstho neZ k a ten je mensi neZ soucet vsech
takovych polynomi stupné vétsiho nez k coz je zbytek Taylorova polynomu fadu k v bodé nula funkce
el#I+1l A protoze Taylorova fada k této funkei konverguje, je limita Taylorova zbytku rovna nule.

T 12
et —1 1+T+j+"'—

T

2
bemt = la

71‘:

~|i+

Spojitost. Dale si uvédomime, Ze e” je vSude spojita, protoze

h
—1
lim e" = lim e/ —1 41 = lim < h41=1-041=1,
h—0 h—0 h—0
lim et = lim e®e = e* - 1 = ¢®.
h—0 h—0

Ryze imaginarni argument. Nyni se zaméiime jen na ¢isla e pro ¢t € R. Nejprve si vSimneme, e
et =1/e' protoze plati 1 = €0 = e+l = el Také je e~ = e, kde symbolem Zz znaéim komplexné
sdruzené ¢islo k é&fslu z. To plyne piimo z definice e:

gyt g e it t? —it3+t4+
oit — w_r_ - - 44 =
120 3 4l 1 2! 3! 4!
i(—t —t)2 (=) (—t)* ,
T S N L ) LU
1 2! 3! 4!
Je dale nutné |e¢*| = 1, protoze z rovnosti e " = 1/¢' méme |e~*| = 1/|e| a navic musi [e"*| = |e*|,
nebot |z| = |z|. Cislo e tedy lezi na jednotkové kruznici a je rozumné sledovat jeho argument (tihel mezi

osou z a spojnici nuly s danym komplexnim ¢islem).
Vseobecné se vi, ze sou¢in komplexnich ¢isel ma argument ve tvaru sou¢tu argumentu jednotlivych

Cinitelfi, takze arg(e’t*%)) = arg(e'te™) = arg(e™) + arg(e™), navic arge® = arg(l) = 0. P¥i znaceni
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f(t) = arge™ tyto skutecnosti miizeme zapsat jako f(t+u) = f(t)+f(u) a taky f(0) = 0. Funkce f:R — R
je navic spojitd, takze existuje C' € R takové, ze f(t) = C't (viz internet, Cauchyovské funkciondni rovnice).
Méame tedy vysledek arg(ei’) = C't. Dalsf nasf snahou bude ukazat, ze C = 1. Az to budeme mit, budeme
védét, ze arg(e’) =t a 7e se tedy &islo e pii zvétsujicim se ¢ plynule toéf po jednotkové kruznici.

Konstantu C najdeme pomoci limity C' = lim; o % = lim, 4+ w. Predné je vidét, ze C' > 0
protoze e mé pro kladné a dostateéné malé ¢ kladnou imagindrni ¢dst a tedy i argument. Kladnost
imaginarni ¢asti zjistime pohledem na imaginarni ¢dst fady pro e®: viechny ¢dstecné soudty S, (t) jsou
pro kladné dostateéné malé ¢ kladné. V nésledujicim textu prozkoumame lim, ,,, = M dikladnéji.

Protoze plati komplexni lim,,_,,(e® —1)/z = 1, plat{ totéz i pro konkrétni cestu k nule podél piimky
z = 1t, kde t € R. Navic budeme sledovat jen redlnou ¢ast podilu:

it_l g it_l it_l I it 1 1
1:limRee - :limRe(w(ei):limIme = lim m(e”) m()7
t—0 it t—0 t t—0 t t—0 t
tedy:
I it
lim ——— =1 (11)
t—0 t
' P
Ukéazeme dale, ze pro mald kladna t se Im e pfili§ nelisi
. P (it
od arg(e®), piesnéji ze lim, , o+ % = 1. Na obrazku je a =
Im(e®), dale u = arg(e') je délka oblouku a b = a/Vv'1 — a2 et

z Pythagorovy véty a z podobnosti trojihelnikii. Obréazek je
nakreslen jen pro arg(e'’) € (0,/2), coz ndm ale pro vysetfen{
limity pro t — 0+ (a tedy téz Ot = arg(e’) — 0%) stadf.
Plocha Sedého trojthelniku je a/2, plocha kruhové vysece je
u/2 a je vétsi a plocha trojihelniku se stranou b je b/2 a je
nejvetsi. Z tohoto porovnani mame a < u < b a tedy 1 = % <
L g. Takze

a

1< limgg limézlilez 1im¥—1

a—0t a a—0t a a—=0+/1 —q2 a a—0t ,/1_a2
Véta o dvou straznicich nam rika, ze prostiedni limita musi byt rovna jedné. To je ve skutecnosti limita
_arg(e)
lim =
t—0t Ime?

Dostavame nakonec

it it I it
C = tim S = pig 28D _ oy, 2r8(en) Ime

_ =1-1=1.
t—0+ t t—0+ t t—0+ Ime® t

Takze nas fetizkovy koloto¢ podél jednotkové kruznice e se to¢f rychlosti 1.

Euleruv vzorec. Protoze arg(—1) = m a —1 lez{ na jednotkové kruznici, plati:
e’ = —1
Rozdéleni exponentu na redlnou a imaginarni ¢ast. Komplexni exponencidlni funkci lze rozepsat:
e = e = e%(cos b + isinb).

Posledni rovnost plyne z toho, ze jsme definovali cosb = Ree®, sinb = Im €.

Dikaz limity pro funkci sin v nule. Na zdvér si jesté prosim vSimnéte, Ze jsme ve vzorci (11) dokézali
dulezitou limitu )

. sinzx

lim =1.
z—0 X

33



