Balicek apnum — vypocty v TEXu
s libovolnou presnosti
Petr Olsdak

TEX na primitivni rovni neni vybaven prili§ velkou skadlou moznosti pro numerické vypocty. Jisté
znate prikazy \advance, \multiply a \divide, takze vite, Ze vydélit dvé desetinné cisla je znacné
komplikovany problém. Ani pfidani novych primitivnich p¥ikazt do eTEXu (\numexpr a \dimexpr) situaci
nezlepsilo. Pochopitelné vznikly zejména pro INTEX nejriznéjsi makrobalicky umoziujici pohodlnéjsi
numerické vypocty. Zadny z nich!) mé ale nezaujal a vytvoril jsem si bali¢ek vlastni: apnum.tex?). Je
to balicek pokud mozno bez kompromisi, takze umozni nastavit libovolnou pfesnost vypoctu a umozni
nejen séitat, od¢itat, nasobit a délit, ale také pocitat odmocniny a hodnoty funkci sin, cos, tan, arcsin,
arccos, arctan, exp a In. Ve se pocita s piesnosti na \apFRAC desetinnych mist za desetinnou teckou?),
coz si muzete nastavit na libovolnou hodnotu. Samoziejmé, pokud budete chtit fadové stovky ¢i tisice
desetinnych mist, dostanete typicky neuzitecny vysledek, a navic si budete muset na néj chvili pockat.
vypocty mi apnum vyhodnoti faddoveé stokrat rychleji, nez srovnatelné balicky pro KTEX.

Dokumentace k balicku, soubor apnum.pdf, obsahuje nejen uzivatelskou cast, ale také velmi po-
drobnou ¢ast implementacni, kde si ¢tenaf mize precist jednak popis a smysl fungovani vsech internich
maker balicku, a také tam najde podrobné vysvétleni vSech numerickych algoritmi, podle kterych byly
jednotlivé vlastnosti balicku implementovany.

1 Zapis vyrazu

Po \input apnum ma uzivatel k dispozici makro \evaldef, které funguje jako \edef, ale télo definice
neexpanduje, nybrz je numericky vyhodnoti. Vstupem muze byt libovolny vyraz, ve kterém se vyskytuji
operatory +, —, *, / a ~. Operatory *, / maji prednost pfed + a — a operator celoc¢iselné mocniny ~ ma
nejvétsi prioritu. Dale lze pouzit kulaté zavorky k vyjadfeni jiného potadi vykonévani operaci nez podle
implicitniho pravidla ,zleva doprava“ a dle priorit. Naptiklad:

\evaldef\A {2+4*(3+7)}

% ... makro \A obsahuje vysledek vipoltu 42
\evaldef\B {\the\pageno * \A}
% ... makro \B obsahuje 42nasobek &isla strany
\evaldef\C {123456789000123456789 * -123456789123456789123456789}
% ... \C obsahuje -15241578765447341344197531849955953099750190521
\evaldef\D {1.23456789 + 12345678.9 - \A}
% ... \D obsahuje 12345596.13456789
\evaldef\X {1/3}
% ... makro \X obsahuje .33333333333333333333

Je mozné si povsimnout, ze posledni vysledek pii déleni nem4 absolutni piesnost, ale je limitovan poctem
mist za desetinnou teckou, kterou mé apnum implicitné nastavenu na hodnotu \apFRAC=20. Registr
\apFRAC miuzete zménit dle svého uvazeni. Pfesnost vypoctu je absolutni pii operacich +, -, * a =,
zatimco pfi déleni a pfi vypoctu hodnot matematickych funkei (jako napt. sin z) se pouzije zaokrouhleni
na \apFRAC desetinnych mist.

Operandy, které vstupuji do operaci, jsou ¢isla ve formatu

(znaménko)(cislice) . (éislice)

1) Napiiklad xint, f1tpoint, bnumexpr, minifp, aritmetika v TikZ.
2) http://www.ctan.org/pkg/apnum.
3) Pomoci registru \apTOT lze také omezit celkovy pocet desetinnych cifer.
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kde (znaménko) je koneénd posloupnost znakt + a - (tfeba i prazdnd), ktera vyjadiuje znaménko ,minus®
pravé tehdy, kdyz je v posloupnosti lichy pocet znakt -. Tuto podivnost zname z klasického TEXu, tak
jsem ji v bali¢ku apnum rovnéz respektoval. Déle (¢islice) je konefnd posloupnost ¢islic, tj. znakt 0 az 9.
Pfed i za desetinnou teckou miize byt libovolné mnoho ¢islic a mohou chybét zcela (ne v obou pfipadech
soucasné). Chybi-li ¢islice za teckou, neni nutné tecku psat.

Kromé tohoto zapisu ¢isla je mozné ¢islo zapsat v semilogaritmickém tvaru jako

(znaménko)(cislice) . { ¢islice)E{ exponent)

ovSem pak je ve vysledném makru jen mantisa vypoétu a (exponent) je mozné si precist oddélené v re-
gistru \apE. Divod je prosty: chcete-li vypocitat tfeba 3E+2000 * 5E+1300, pak se apnum nebude pied
vypoctem obtéZovat s prevodem ¢isel na zékladni tvar, tim by mohl akorat zahltit pamét. Misto toho
spocita 3*5=15 a exponent 3300 hledejte v registru \apE. Podrobné&jsi informace o moznosti pocitani
v semilogaritmickém tvaru lze dohledat v dokumentaci apnum.pdf. Pro pochopeni pfikladd v tomto
¢lanku je dostacujici védét, ze \apEnum(makro) pfedpoklddd v makru mantisu vysledku a neudéla nic,
pokud je registr \apE nulovy (tj. mantisa je pfimo rovna ¢islu v zékladni tvaru). Jinak pievede (makro)
na zakladni tvar ¢isla, tedy prida nuly nebo posune desetinou tecku.

Misto ¢isel mohou ve vyrazech jako operandy vystupovat také konstrukce typu \the(registr) a
\number (registr), coZ umoziuje pracovat s hodnotami TEXovych registrii. Déle je mozné jako operand
pouzit makro, které bylo diive definovdno (pomoci \def nebo \evaldef) jako ¢islo, coz umoziuje pouzi-
vat ve vyrazech ,proménné“. Kone¢né operandem muze byt tzv. funkéni makro, coz je makro s zadnym
nebo vice parametry, které vraci néjaky numericky vysledek. P¥ikladem funkéniho makra s jednim pa-
rametrem je \EXP, které md jeden parametr typu (vyraz) a pracuje tak, ze vrati hodnotu funkce e* pro
x = (vyraz). Takze tfeba:

\evaldef\X{.25}
\evaldef\A{\EXP{2*\X} - 1} % v makru \A je vysledek vypoltu e {2X} - 1

Utzivatel si mize definovat vlastni funkéni makra. O tom pojednavi nésledujici sekce. Balicek apnum
nabizi mimo jiné tato preddefinovana funkéni makra: \SQRT, \EXP, \LN, \SIN, \COS, \TAN, \ASIN, \ACOS,
\ATAN. Jejich vyznam je zfejmy z jejich nazvu. Tato makra maji jeden parametr, kterym muize byt
vyraz (jako p¥i \evaldef) a je nutné jej obklopit svorkami. VSimnéte si, Ze se tedy ve vyrazech mohou
vyskytovat jednak kulaté zavorky pro urceni poradi vyhodnocovani operaci +, -, *, /, = a také svorky
pro obklopeni parametra funkénich maker, coz mohou byt zase vnofené vyrazy:

\def\A{20}
\evaldef\B{ 30*\SQRT{ \SIN{\PI/6} + 1.12*\the\widowpenalty } / (4-\A) }

Dale poznamenejme, Ze mezery ve vyrazech jsou ignorovany.

Vyhodnoceni jednotlivych operaci pracuje na urovni expand procesoru i hlavniho procesoru. Balicek
apnum tedy (na rozdil o podobnych ITEXovych balickl) neumozituje numericky vyhodnotit vyraz jen
na drovni expand procesoru. Divodem je optimalizace rychlosti a moznost balicek pouzit v klasickém
TEXu, ktery neni vybaven expandujicimi eTEXovymi primitivy \numexpr a \dimexpr. Dalsi velkd vyhoda
tohoto pristupu souvisi s moznosti uzivateli vytvaret funkéni makra. Nemuseji se starat o to, aby jejich
funkéni makra pracovala jen na urovni expand procesoru.

Osobné se domnivam, ze sikovny makro-programéator nepotfebuje expandujici vyhodnocovani vy-
razl, protoze kdykoli mize pouzit misto \edef\cosi{...(vyraz). ..} konstrukci

\evaldef\V{(vyraz)}\edef\cosi{...\V...}

Pri pouziti vyrazi v parametrech asynchronniho \write je mozné do souboru zapsat vyraz bez expanze
a vyhodnotit jej az pri nasledném ¢teni tohoto souboru.

Makro \evaldef\cosi{({vgraz)} ulozi vysledek vyhodnoceni vyrazu nejen do \cosi, ale také do
makra \OUT. Kromé toho registr \apSIGN obsahuje znaménko vysledku (to se hodi pfi nésledném testu
na znaménko vysledku) a registr \apE obsahuje exponent vysledku (to se hodi pfi pouziti ¢isel v semilo-
garitmickém tvaru).

2 Funkéni makra si tvorime sami

Bali¢ek apnum nabizi (kromé maker zminénych vyse) jesté funkéni makra pro celoéiselné déleni, zbytek
po celociselném déleni, faktorial, binomické koeficienty a nékolik dalsich. Také jsou pripravena funkéni
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makra \PI a \PIhalf bez parametru, kterd vrati hodnotu konstant = a 7/2 na \apFRAC desetinnych
mist.
Pri tvorbé vlastnich funkénich maker je tieba dodrzovat dvé zasady:

e Makro musi jako prvni token obsahovat \relax. Podle toho vyhodnocova¢ vyraz pozné, zZe makro
neobsahuje konstantu. Vytvori skupinu v ramci které budou vSechna prifazeni lokalni a v ni preda
funkénimu makru Fizeni (na trovni hlavniho procesoru).

e Funkéni makro musi vlozit vysledek své ¢innosti do makra \OUT a do registrtt \apSIGN a \apE.

Nasleduje nékolik prikladi funkénich maker.

2.1 Hyperbolicky sinus

Existuje mnoho matematickych funkeci, které v bali¢ku apnum nejsou pfipraveny. Divodem je mij pocit,
Ze zapamatovat si nazev funkce, kterou je tfeba pouzit, je nékdy stejné naroc¢né, jako pamatovat si
vzorec, podle néhoz je ta funkce definovana. Pfitom pamatovat si to druhé je daleko uzite¢néjsi a tedy
vychovnéjsi. Treba hyperbolicky sinus je mozné definovat pomoci:

\def\SINH#1{\relax \evaldef\myE{\EXP{#1}}\evaldef\OUT{(\myE - 1/\myE)/2}}

coz odpovida vzorecku

xT —T

—e
2

sinhx =

V makru je nejprve povinné \relax, pak je vyhodnocena hodnota e a ulozena do pomocného makra
\myE. Nakonec je vyuzita identita e~ = 1/e”. Protoze zévérecné \evaldef nastavi hodnoty registra
\apSIGN a \apE spravné, neni potieba se o to starat.

Mozné miize ¢tenafe napadnout i nasledujici implementace:

\def\SINH#1{\relax \evaldef\OUT{(\EXP{#1} - \EXP{-(#1)1})/2}}

To bude fungovat také, ale je to pomalejsi. Naro¢nou operaci \EXP je v tomto pfipadé nutné vykonat dva-
krat, zatimco prvné navrzené feseni si vystacilo s jedinym voldnim \EXP a taky s jedinym vyhodnocenim
vstupniho vyrazu.

Pro tplnost dodéavam, jak by se dala definovat inverzni funkce k hyperbolickému sinu:

\def\ASINH#1{\relax \LN{#1+\SQRT{(#1) 2+1}}}

Zde je vyuzita identita:

arcsinhz = In (a: +Vax?+ 1) .

V uvedeném piikladu nebylo nutné explicitné definovat \OUT, protoze tuto praci udéla preddefinované
funk¢éni makro \LN.

Reseni otazky, jak implementovat hyperbolicky kosinus, tangens a jejich inverze p¥enecham laska-
vému Ctenari.

2.2 Dekadicky sinus, prevod stupni na radiany

Funkéni makra \SIN, \COS a \TAN, ktera jsou pfipravena v apnum.tex, pfedpokladaji argument v radia-
nech. Maji tedy periodu 27 neboli 2¥\PI. Nékdy je ale uziteCné pracovat s témito funkcemi pfi interpre-
taci argumentu ve stupnich. Jednoducha moznost, jak definovat funkce \SINdeg, \COSdeg a \TANdeg,
akceptujici argument ve stupnich, mize vypadat takto:

\def\SINdeg#1{\relax \SIN{(\PI/180)*(#1)}}
\def\COSdeg#1{\relax \COS{(\PI/180)*(#1)}}
\def\TANdeg#1{\relax \TAN{(\PI/180)*(#1)}}

Vsimnéte si, Ze argument #1 je schovan v kulaté zavorce, protoze muze byt naptiklad ve tvaru souctu.

Dale je potfeba vytesit problém, ze idaje ve stupnich jsou typicky udavany v Sedesatkové soustavé
necelé Casti stupn, tj. v minutach a vtefinach. Vytvorime funkéni makro \DEG, které vezme tudaj zapsany
v Sedesatkové notaci a prevede ho na stupné v desitkovém zapisu ¢isla. Tedy
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\DEG{12;30’45.756°’}}, znamena 12 stupiil, 30 minut, 45.756 vtefin

% takZe
\evaldef\a{\DEG{12;30’45.756°}}% vrati 12.51271
\evaldef\a{\DEG{12;30°}}% % vrati 12.5
\evaldef\a{\DEG{12}}% % vrati 12
\evaldef\a{\DEG{12.5}1}% % vrati 12.5 (pfevod se neprovede)

Vsimnéte si, ze Sedesatkovy pievod se provede v pripadé, ze za celymi stupni je stfednik, zatimco tecka
znamend, %e nasleduje desetinny zapis ¢isla. Symbol pro minutu (?) a pro vtefinu (’’) na Gplném konci
zapisu je nepovinny, tj. 12.5 je téz vystupem \DEG{12;30}. Makro \DEG miZe byt definovano tieba
takto:

\def\DEG#1{\relax \DEGa#1;’’\relax}
\def\DEGa#1 ;#2’ #3’#4\relax{\evaldef\OUT{#1}/
\ifnum\apSIGN<O \def\tmps{-}\else\def\tmps{+}\fi
\DEGb#2; \relax{\OUT+\tmp/60}%
\DEGb#3; \relax{\OUT+\tmp/3600}%
}
\def\DEGb#1; #2\relax#3{\edef \tmp{#1}/,
\ifx\tmp\empty \else \edef\tmp{\tmps\tmp}\evaldef\OUT{#3}\fi
}

Makro precte pomoci \DEGa do #1 stupné, do #2 minuty a do #3 vtefiny. V parametru #4 je pfipadny
zbyly balast. Prvnim \evaldef vyhodnotime stupné. Je-li vysledek zaporny, budou se pfipadné minuty
a vtefiny odecitat, takze do \tmps vlozime znak -, jinak tam vlozime znak +. Makro \DEGb odstrani
z parametru piipadny stfednik a dalsi nevyuzité tokeny a o¢istény parametr ulozi do \tmp. Pak \evaldef
prida k vysledku minuty a analogicky jsou pfidany vtefiny.

Méme-li makro \DEG hotové, mizeme definovat makra \SINd, \COSd a \TANd, kterd ve svém para-
metru rovnou akceptuji Sedesatkovy zapis stupnt, jako to déla makro \DEG, tedy tifeba \SINd{12;3037}.

\def\SINd#1{\relax \SIN{(\PI/180)*\DEG{#1}}}
\def\COSd#1{\relax \COS{(\PI/180)*\DEG{#1}}}
\def\TANd#1{\relax \TAN{(\PI/180)*\DEG{#1}}}

Je oviem potfeba mit na pameéti, ze makra \SINd, \C0Sd, \TANd nemohou mit v argumentu plnohodnotny
vyraz vice tdaji v Sedesatkovém zdpisu. Bez Sedesatkového zapisu (tj. bez pouziti stfedniku) zpracuji
ovsem argument jako obvykly vyraz.

2.3 Maximum

Vytvorime funkéni makro \MAX{(vyraz), (vyraz), ..., (vgraz)}, které ma ve svém parametru libovolny
pocet ¢arkami oddélenych vyrazi (asponi jeden) a vrati maximalni hodnotu ze v8ech uvedenych vyraz.

Pro porovnavani dvou hodnot nelze pouzit pfimo primitivni \ifnum nebo \ifdim, protoze hodnoty
mohou byt prilis velké nebo naopak malé, ale lisici se tfeba az na padesidtém desetinném misté. Doku-
mentace apnum.d proto doporucuje pouzit makro \TEST{(vgraz1)}(relace){{vyraz2)}\iftrue, kde znak
(relace) je jeden ze znaku <, >, =. Pfitom \iftrue se stane skute¢nym \iftrue, pokud je podminka
splnéna, jinak se proméni v \iffalse. Implementace makra \TEST se opird o od¢itani porovnavanych
hodnot po kterém zjistime znaménko vysledku:

\def\TEST#1#2#3#4{\evaldef \tmp{#1-(#3) }\ifnum\apSIGN #2 0 }

PovS§imnéte si mezery za nulou na konci makra. Ta mezera tam neni jen pro srandu kralikim. Ona
ukoncuje podminku \ifnum. Kulatd zavorka v parametru \evaldef taky neni tplné zbytecnd, protoze
druhy porovnavany vyraz muze byt tfeba ve tvaru souctu.

Vlastni implementace makra \MAX muze vypadat takto:

\newcount\mynum

\def\TEST#1#2#3#4{\evaldef \tmp{#1- (#3) }\ifnum\apSIGN #2 0 }

\def\MAX#1{\relax \MAXa#1,,}

\def\MAXa#1,{\evaldef\max0UT{#1}\mynum=\apSIGN \MAXb}

\def\MAXb#1,{\ifx,#1,\1et\OUT=\max0UT \apSIGN=\mynum \else
\evaldef \maxNEXT{#1}/,



\ifnum\apSIGN>\mynum \mynum=\apSIGN \let\max0UT=\maxNEXT
\else \TEST\maxNEXT>\maxOUT \iftrue \let\maxOUT=\maxNEXT \fi\fi
\expandafter \MAXb \fi

}

Makro \MAXa pfipravi hodnotu prvniho vyrazu do \max0UT a znaménko této hodnoty vlozi do \mynum.
Pak se opakované vola \MAXb na dalsi vyrazy az do doby, kdy je parametr prazdny. Je-li prazdny, ¢innost
se ukonci tim, ze se nastavi \OUT na \maxOUT a \apSIGN na \mynum. Neni-li parametr prazdny, je tfeba
jej vyhodnotit (je ulozen v \maxNEXT) a déle je tfeba jej porovnat s \max0OUT. Nejprve se porovnavaji jen
znaménka. Je-li znaménko nové vyhodnoceného vyrazu vétsi, obnovi se znaménko v \mynum i hodnota
\max0UT. Jinak se provede \TEST. Je-li \maxNEXT vétsi nez \maxOUT, obnovi se hodnota \max0UT.

Vytvoreni analogického makra \MIN pfenecham laskavému ¢tenafi. Upozornuji, Ze neni tfeba opisovat
cely kéd znovu, staci definovat makro \mmREL, které naplnite znakem < nebo > a v kédu makra \MAXb
nahradite vyskyty znaku > makrem \mmREL.

2.4 Linearni interpolace

Vytvoiime makra \setF...\endF, kterymi lze naplnit pomyslnou funkci \F tabulkou hodnot zhruba
takto:

\setF
\F{2} = 15 ;
\F{3} = 10 ;
\F{8} = 11 ;
\endF

Mezi \setF a \endF se opakuji udaje \F{(vgraz)} = (vgraz); v libovolném mnozstvi. Timto zpuso-
bem uZivatel vymezi pro funkci \F koneéné mnoho funk¢nich hodnot. Déle definujeme funkéni makro
\F{(vyraz)} které vrati hodnotu podle pfedem zadanych hodnot s uzitim linedrni interpolace. Napiiklad
\F{2.53} po vySe uvedené deklaraci vrati hodnotu 12,5.

Vzhledem k tomu, zZe nasim ukolem je mit v ukézce makro co nejjednodussi a nepfedvadét zde
implementaci algoritmu fazeni podle velikosti, budeme predpokladat, ze uzivatel zadal vstupni hodnoty
pro \F ve vzestupném poradi. Napriklad v pfedchozi ukézce to je splnéno, protoze 2 < 3 < 8. Déle
budeme piedpokladat, ze mimo krajni hodnoty (v naSem piikladé mimo interval [2,8]) je funkce \F
nedefinovana a pfi pokusu o vyhodnoceni mimo defini¢ni obor se vypise hlaseni ,jout of range“.

Makro \setF naplni \Flist seznamem za sebou jdoucich vstupnich hodnot oddélenych stfednikem
(v nasem ptikladé 2;3;8;) a dale definuje makra \F:1 s prvni funkéni hodnotou, \F:2 s druhou funkéni
hodnotou atd. Makro \setF je definovano takto:

\newcount \mynum

\def\setF{\mynum=0 \def\Flist{}\setFal}

\def\endF{konec setF}

\def\setFa#1{\ifx#1\endF \else \expandafter \setFb \fi}

\def\setFb#1#2#3; {\evaldef\X{#1}\apEnum\X \evaldef\Y{#3}\apEnum\Y
\advance\mynum byl
\expandafter\edef\csname F:\the\mynum\endcsname{\Y}/,
\edef\Flist{\F1list\X;}}
\setFa

}

Funkéni makro \F vyhodnoti vstupni parametr x = \X a projde postupné \Flist aZ najde misto, kde
je « mezi dvéma po sobé jdoucimi hodnotami (nebo se pfimo rovna prvni z téchto hodnot). V takovém
pfipadé jsou tyto hodnoty oznadeny a = \A, b = \B, jsou vyhodnoceny funkéni hodnoty F(a) = \FA,
F(b) = \FB a je pouzit vzorec pro linedrni interpolaci

(z —a) (F(b) — F(a))
b—a '

\OUT = F(z) = F(a) +

\def\TEST#1#2#3#4{\evaldef\tmp{#1- (#3)}\ifnum\apSIGN #2 0 }
\def\F#1{\relax \evaldef\X{#1}\apEnum\X \expandafter\Fa\Flist;\endF}
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\def\Fa#1;{%
\TEST{#1}>\X \iftrue \Fe \expandafter \Fc \fi J, out of range
\def\A{#1}\mynum=0
\Fb
}
\def\Fb#1;{%
\advance\mynum byl
\ifx;#1;\TEST\X=\A \iftrue \evaldef\OUT{\Xal}}
\else \Fe \fi 7, out of range
\expandafter \Fc \fi
\TEST{#1}>\X \iftrue
\def\B{#1}\edef\FA{\csname F:\the\mynum\endcsnamel}Y
\advance\mynum byl \edef\FB{\csname F:\the\mynum\endcsnamel},
\evaldef\OUT{\FA + (\X-\A)*(\FB-\FA) / (\B-\A)}/, linear intetrpolation
\expandafter \Fc
\fi
\def\A{#1}Y
\Fb
}
\def\Fc#1\endF{}
\def\Fe{\def\0OUT{0}\apSIGN=0 \message{F{\X} OUT OF RANGE}}

3 Tisk a vyhodnocovani vzorcu ze spolecného zdroje

Balicek apnum vymezuje syntaxi pro vyrazy, které pak umi vyhodnocovat. Tato syntaxe je popsana
v prvnim sekci tohoto ¢lanku. Kromé vyhodnocovani umi apnum od verze 1.5 (z ledna 2016) tytéz vyrazy
tisknout v matematickém moédu. Pro tisk je automaticky vyhledana nejvhodnéjsi forma, jakou matematici
bézné po staleti pouzivaji. Vzorec je tedy ze vstupni syntaxe konvertovnan do bézné matematické syntaxe
a vytistén v matematickém mdédu. K tomu slouzi makro \eprint{(vyraz)}{(deklarace)}. V (deklaraci)
je mozné mimo jiné lokalné predefinovat proménné napiiklad na vhodna pismena.

Pro ilustraci této vlastnosti vytvorime makro \ep{(vgraz)}, které jednak vytiskne vyraz a dale
pripoji rovnitko a pfidd hodnotu vyrazu. Predpoklada se uziti proménnych \X, \Y, \Z.

\def\vars{\def\X{x}\def\Y{y}\def\Z{z}} % pismena misto konstant

\def\ep#1{$\displaystyle \eprint{#1}\vars ¥ tisk vyrazu
\evaldef\OUT{#1}\ROUND\OUT6\corrnum\OUT % vyhodnoceni v§jrazu
\ifx\X0UT\empty =\else\doteq\fi \OUT$} % tisk vysledku

Dfive, nez zacneme vyrazy s proménnymi x, ¥y, z vyhodnocovat, je tfeba proménné naplnit konkrétnimi
hodnotami. Tieba

\def\X{0.51} \def\Y{-2.7} \def\z{17}

Nyni zkusime zadat k tisku i vyhodnoceni né€kolik vyrazi:

R 22 +1 .

\ep{(\X 2+1) /((\X+1)*(\X-2)) } m = —0,560069
\ep{-((\X"2-1)/ ((\K+1)* (\X-1)))} B et S

°F @+ (-1
\ep{\SIN{\Y}"2 + \COS{\Y}"2} sin? y + cos? y = 0,999999
\ep{\ASIN{\X} + \ATAN{\X+1}} arcsinx + arctg(x + 1) = 1,521041
\ep{\SIN{\PI/4}} sin% = 0,707106
\ep{\SQRT{2}/2} g = 0,707106
\ep{\PI} 7 = 3,141592
\ep{\FAC{\Z}} 2! = 355687428096000



\ep{\SQRT{\iFLOOR{\Y}"2+1}}
\ep{\iFLOOR{\Y} + \iFRAC{\Y}}

\ep{\LN{\X/\Y"2}+1}

\ep{\LN{\X/\Y"2+13}}

\ep{-3*(\X+\V)}
\ep{ (\X+\Y) *-3}
\ep{-3*-(\X+\Y) }

\ep{\BINOM{5}{0}+\BINOM{5}{1}+\BINOM{5}{2}}

\ep{\BINOM{5}{3}+\BINOM{5}{4}+\BINOM{5}{5}}

\ep{2°5/2}

\ep{4~3"2}

\ep{(4~3)~2}
\ep{\EXP{\LN{2}+\LN{3}}}

V0y)? +1=3,162277
Lyl +{y} =-27
In = +1= —1,659848
y
In (3; n 1) = 0,067620
y

—3-(z+y) =657
(x+y)-(-3)=6,57
=3 (—(z+y)) = —6,57

(o) + () + ()=
() () + (5) =

25

3% _
4% = 262144
(4%)* = 4096

e"2+In3 = 5 999999

PovSimnéte si, Ze apnum pfi tisku vzorct Setfi v duchu tradi¢nitho matematického zapisu zévorkami,
ale nékdy pfida zavorku dalsi, napiiklad -3%-(\X+\Y) vytiskne jako —3 - (—(z + y)). Mocniny tiskne
rovnéz tam, kde ma, tj. \SIN{\X}"2 se proméni na sin” z.

Pokud vyse uvedené makro \ep vyzkousite, shledate, ze tiskne ve vysledcich anglické desetinné
teCky misto Ceskych desetinnych ¢arek. A jméno funkce arctg se vytiskne jako arctan. Pro ucely ceské
sezby jsem dale misto zavéreéného \OUT v téle makra \ep napsal \expandafter\dotcomma\OUT.\relax
a definoval jsem:

\def\dotcomma#l.#2\relax{#1\ifx\relax#2\relax\else{,}\dotcomma#2\relax\fi}
Toto makro vymeéni tecku za ¢arku. Déle jsem modifikoval ndzvy funkci definovanim makra \apEPj takto:

\def\apEPj{%
\def\TAN{\apEPf{tan}}%
\def\ATAN{\apEPf{arctg}}’

}

Makro \apEPj se spusti uvnitf skupiny v ivodu ¢innosti makra \eprint a umozni uzivateli nebo spise
programatorovi maker deklarovat nazvy funkci a pripadna dalsi nastaveni.

4 Poznamky k implementaci apnum

Podrobny popis vSech algoritmti, které balicek apnum pouziva, je v technické ¢asti dokumentace v souboru
apnum.pdf. Tato sekce pouze shrnuje nejpodstatnéjsi myslenky:.

Sc¢itani, odc¢itani, nasobeni a déleni probihd v apnum stejné, jako to délaji zaci, kdyz se uci pocitat.
Rozdil je pouze v tom, ze zaci pocitaji s ciframi desitkové soustavy a vyuzivaji znalosti malé nasobilky
do stovky a schopnosti s¢itani do dvaceti. Bali¢ek apnum ale pracuje s ,ciframi“ v soustavé o zakladu
10000, tedy ,cifra“ ma typicky ¢tyti desitkové ¢islice. Vyuzivam toho, ze TEX zvlada ,,malou nasobilku*
s témito ,ciframi“ jednoduSe pomoci \multiply, nebot TEXové registry pojmou ¢isla do cca 2 - 10°.
Naptiklad k prondsobeni dvou deseticifernych ¢isel (v desitkové soustavé) tedy nepotiebujeme vykonat
100 dil¢ich néasobeni, ale staci jich jen 9.

TEX neni schopen ndhodného pfistupu do své paméti jinak nez pomoci definic novych maker. Testy
ukdzaly, Ze se nevyplati pro kazdou ,cifru“ alokovat nové makro (pomoci \csname. ..\endcsname), ale
ucelnéjsi je data rozprostiit (expandovat) do vstupni fronty a odtud je zpétné odebirat. Problém ale je,
ze takto je mozné Cist sekvencné jen jeden datovy proud, zatimco v algoritmech s¢itani resp. nasobeni
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potifebujeme jednak ¢ist cifry v opacném poradi a také typicky ze dvou vstupnich operandu. Makro tedy
pri rozkladu ¢isla na ¢tytciferné ,cifry“ a pri konverzi téchto ,.cifer* do opacného potradi vytvori specidlni
datovy typ, ve kterém jsou ,cifry“ vzajemné stfidany z obou operandi. Takova data se pak vychrstnou
do vstupniho proudu a TEX je dokéaze svizné precist a tfeba selist.

Pokud se pracuje s prili§ velkymi ¢isly (maji mnoho cifer), pak ¢innost TEXu ponékud zdrzuje
opakované expanze téchto rozsahlych dat do vstupni fronty. Proto jsem se snaZil potfebu takovych
expanzi minimalizovat. Napiiklad je jednoduché nacist rozsahlé data do parametru #1 a tento parametr
tfeba Sestkrat pouzit v pracovnim makru v riznych vétvich vymezenych pomoci \if, ale ¢lovék si musi
uvédomit, ze se celé toto makro se Sestkrat opakovanymi rozsahlymi daty vyvrhne do vstupniho proudu
a to neni optimalni. Je tedy lepsi v ivodu makra napsat \def\tmp{#1} a dale v téle makra Sestkrat
pouzit \tmp.

Déleni probihd pomoci ,ocasku dil¢ich zbytka“, jak to zname ze skoly. Algoritmus v apnum optima-
lizuje déleni, pii kterém je ve jmenovateli jeding ,cifra“, tj. (do ¢tyt desitkovych cifer). Pak je slozitost
algoritmu linearni vzhledem k poc¢tu pozadovanych cifer na vystupu. Pfi déleni rozsahlymi jmenovateli
pak apnum vytvari specialni stfidané datové typy, aby se co nejvice usetfil cas.

Pochopitelné naprosto nelze srovnavat v rychlosti vypoétu TEX (interpretr) s kompilovanymi pro-
gramy, jakymi je napriklad unixovy program bc. Ten mi ostatné dobfe poslouzil pfi testech a ovérovani
spravnosti vysledki. Na druhé strané jsem ucinil nékolik srovnani vykonu balicku apnum s podobnjmi
makrobalicky ur¢enymi pro IATEX a byl jsem potéSen, ze mé algoritmy pracuji typicky vyrazné rychleji.

Uz jako maly kluk jsem na MFF UK délal semestralni praci na téma ,,dlouha ¢isla“. Bylo to tehdy
na salovém pocitac¢i EC 1040, kam jsem opakované dodaval dérné stitky a zhruba den jsem pak cekal,
co z toho vyleze. Uz tehdy jsem si fikal, Ze by bylo krasné rozsifit schopnost s¢itani, od¢itani, nasobeni
a déleni velkych ¢isel na pocitani v libovolné pfesnosti typickych matematickych funkci, které mame
zadratoviny v kalkuladce (sqrt, sin, exp atd.). Technické moZnosti tehdejsi doby a zejména cas mé to
ale neumoznily. Implementoval jsem tehdy jen vypocet odmocniny cifru po ciffe podobnym algoritmem,
jakym probiha ,,ocaskovité déleni®.

Jako jesté mensi kluk (to mi bylo zhruba patnéact) jsem chodil do vypocetniho stfediska v misté svého
bydlisté v Ostravé na sélovy pocita¢ EC 1010, kde mé jeden inZenyr seznamil s tajemstvim zasobniku a s
tim, jak je mozné zasobnik pouzit na interpretaci matematickych vyrazu s operacemi ruznych priorit. Uz
tehdy jsem na to vytvoril program ve Fortranu. A tato zkuSenost se mi hodila pfi tvorbé balicku apnum.
Ackoli to vypocetni stfedisko uz ddvno odnesl ¢as a jméno toho inZenyra jsem zapomnél, timto mu dékuji.
Interpret vyrazti v apnum je ¢astecné i jeho zésluha.

Jakmile jsem zprovoznil apnum se s¢itdnim, od¢itanim, nasobenim, délenim a s interpretaci vyrazi,
nabidla se mi druhé Sance implementovat vsechny funkce z kalkulacky. Nakonec pro¢ ne, pravidelné ve
vyuce pfi zmince o Taylorové polynomu fikam, Ze i ten je v kalkulackach néjak pouzit, ale nikdy jsem
presné nemél rozmysleno, jak. Nyni jsem si na to opravdu séhnul. A byl jsem piekvapen, Ze kdyz se udéla
nékolik malo prostych figld, je konvergence i na pomalém interpretru pii relativné velkém mnozstvi cifer
prekvapivé rychla.

Druhou odmocninu jsem v apnum implementoval pomoci Newtonovy metody. V ni je tfeba najit
prvni pfiblizeni k hodnoté \/a. V ném spustit te¢nu ke grafu funkce 22 — a a priisecik této tecny s osou
x je druhé priblizeni. Tento krok se opakuje tak dlouho, az je pfiblizeni dostatecné presné. Pro prvni
pribliZzeni jsem se rozhodl pouzit linearni interpolaci funkce /7 na intervalu [1,100] se zndmymi hodno-
tami v bodech 1,4,9,16,...,81,100. Vypocet prvniho ptibliZeni se provede pomoci klasickych TEXovych
operaci s registry typu (dimen). Linedrni interpolace se nejvic odchyluje od pozadovaného vysledku na
intervalu (1,4), takze tam jsem se rozhodl pfidat jesté jeden ,zndmy“ bod 2 s p¥iblizné vypoctenou hod-
notou /2. P¥i pozadavku na presnost 20 desetinnych mist staci pfi pouziti této metody provést zhruba
5 iteraci. P1i kazdé iteraci se pocet presné spocitanych cifer zhruba zdvojnasobi, takze na padesat cifer
staéi zhruba 6 iteraci. Je-li argument mimo interval [1,100], posuneme mu desetinou tecku o sudy pocet
desetinnych mist M a tim ho prevedeme na hodnotu v uvedeném intervalu. Ve vysledku pak posuneme
desetinnou tec¢ku zpét o —M/2 desetinnych mist. Myslenka vyuziva faktu, Zze v/100 = 10.

Na exponencialu se hodi dobfe znama Taylorova fada se stfedem nula. Je ale neticelné do této rady
dosazovat velké hodnoty vstupniho argumentu x. Provedou se tedy nejprve néasledujici upravy argumentu.
Je-li argument zéporny, vyuZije se identita e=® = 1/e® a dale hleddme exponencialu kladného argumentu.
Je-li argument x vé&t$i nez 4, vypocteme d = |2/1n 10|, pouzijeme identitu

et = ex—d~1n 10 | 1Od



a nyni sta¢i vyhodnotit exponencidlu argumentu 2’ = 2z — d - In10 € [0,In10] C [0,4) a ve vysledku
posunout desetinnou ¢arku o d desetinnych mist. Je-li argument vétsi nez 2, vydélime jej dvéma. Je-li
argument vétsi nez 1, vydélime jej dvéma. Nyni mdme argument v intervalu [0,1) a miZzeme pouzit
Taylorovu fadu. Byl-li argument déleny dvéma, vysledek umocnime a byl-li déleny dvakrat dvéma, tak
vysledek dvarat umocnime. To vyplyvé z identity e?* = (e%)2.

Taylorova fada diky faktoridlu ve jmenovateli konverguje rychle. MiuZete namitnout, Ze pres dvacet
s¢itancti fady pro presnost 20 cifer je mnoho (viz 20! ~ 10'9), ale tyto séitance lze spocitat rychle diky
tomu, ze kazdy dalsi scitanec fady lze odvodit z pfedchoziho jedingm nasobenim a jednim rychlym
délenim (délime ,jednocifernym* éislem, tj. ¢islem do velikosti 10000).

Na logaritmus je pouzita pomalu konvergentni Taylorova fada odvozena z inverze k hyperbolické

tangenté
3 5
r—1 r—1 1 /z—-1 1 /x—-1
Inz =2 tanh —— =2 —— + - | —— - ]
S R <x—|—1+3<x—|—1> +5(x+1> * )
Tato rada konverguje obstojné jen pro hodnoty z velice blizké jedné. Do blizkého okoli jednicky je
ale mozné argument dopravit jednoduchym figlem. Vypoéteme A = z/exp(lnx), kde Inz je pfiblizna

hodnota logaritmu v x. Protoze exp(Inz) = z, je A tim bliZe jedné, ¢im piesnéjsi je odhad In . Déle se
pouzije vySe uvedena fada pro argument A, tedy se spoc¢ita piesné In A. Konec¢né plati lnz =In A+ lfn\},
protoze © = A - exp(Inz) a In(ab) = lna + Inb. Déale si povSimneme, Ze sta¢l umét spocitat lnz pro
x € [1,10]. Pokud je x mimo tento interval, pak existuje 2’ € [1,10) tak, ze * = 2’ - 10 a Inz =
Inz’ + M -1In10. K vyhledani 2’ sta¢i posunout desetinnou tecku o M mist doleva, tj. nejsou nutné zadné
naroéné vypocty. Casto pouzivanou hodnotu In 10 mé algoritmus apnum uloZenu v paméti. Piibliznou
hodnotu In z poéitam linedrni interpolaci na intervalu [1, 10]. Ta se od pfesného vysledku lisi na druhém
desetinném misté, totéz tedy plati pro odchylku hodnoty A od jedné. V kazdém séitanci Taylorovy
fady uvedené vyse se presnost vysledku zvysi aspon o dalsi ¢tyfi mista, protoze fada obsahuje jen liché
mocniny.

Aby se ¢lovék dockal hodnot funkci sinx a cosx pomoci znamych Taylorovych fad, je potiebné,
aby byl vstupni argument mensi nez jedna. Pak fady konverguji rychle diky faktorialu ve jmenovateli.
Aby byl argument v intervalu [0, 1), je tfeba posunout argument o vhodny nésobek periody (beze zmény
vysledku) nebo o ptlperiodu (se zménou znaménka vysledku). Je-li argument mimo interval [0, 7/2), je
mozné ho tam pfesunout uzitim rovnosti sin z = sin(r—x), cosz = — cos(m—z). Také je mozné argument
pfesunout do intervalu [0, 7/4) vyuzitim identity cosx = sin(7/2 — z), respektive sinz = cos(r/2 — ).
Nakonec tedy mame argument v intervalu [0, 7/4), je tedy mensi neZ jedna a mtizeme pouzit Taylorovu
fadu.

Abychom mohli posunovat argument funkei sin x a cos x v duchu piedchoziho odstavce, potiebujeme
znat hodnotu konstanty 7 na pozadovanou piesnost. Tuto konstantu ma apnum pfedpocitanu na 30 dese-
tinnych mist a ulozenu v paméti. Pokud nékdo chce vétsi pfesnost, spusti se automaticky v apnum novy
vypocet konstanty 7w uzitim Chudnovského fady, kterd ma velmi dobrou konvergenci. Kazdym krokem
se konstanta 7 zpfesni zhruba o 14 dalsich desetinnych mist. Jedingm problémem je nutnost spocitat
1/640320 na potfebny pocet desetinnych mist. Proto mé apnum ulozenu hodnotu této odmocniny na 12
desetinnych mist v paméti a tu pouzije jako vychozi pro start Newtonovy metody pro odmocninu. Tim
se usetfi né€kolik prvnich kroki Newtonovy metody.

Funkce arctan x je implementovana pomoci fady pro prevracenou hodnotu svého argumentu

¢ 1 T Jr2 T +24 T Jr246 x n
arctan — = - —_——— e
T 1+22 3(1+22)2 35(1+22)% 357(1+ax2)*

kterd konverguje dobfe pro z > 1. Je-li € (0,1), lze uzit rovnosti arctanz = 7/2 — arctan1/x a pro
zaporny argument se vyuzije toho, Ze je to funkce licha.

Ostatni béZné matematické funkce se daji vyjadrit pfimym vzoreckem obsahujicim uz implemento-
vané funkce.

5 Zavérecna tresnicka
Makrobalik apnum se opird jen o primitivni pfikazy klasického TEXu a o zakladni makro plainTEXu

\newcount. Z toho davodu funguje ve vSech implementacich TEXu s libovolnym formatem. To je pro
vesmeés vSechna ma TEXova makra obvyklé. Na druhé strané, pokud uzivatel IATEXu vytvori makro, ¢asto
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ho znepristupni ostatnim tim, Zze na zacatek svého souboru napise \NeedsTeXFormat{LaTeX2e}. Nékdy to
byva dost frustrujici. Onehdy jsem se potykal napiiklad s velice dobrym makrem qrcode. sty na vytvareni
QR kédt pfimo pomoci TEXového \vrule a \hrule. Makra toho souboru obsahuji z 90 % TEX-primitivni
obraty a dale tam bylo asi 10 % IXTEX-specifickych véci. Napsal jsem autorovi piani, aby sviij kéd vydcistil
od vseho I¥TEXového, Ze pak jeho makro bude fungovat pod jakymkoli TEXem, coz bude nesporné dalsi
vyhoda tohoto makra. Neodpovédél. Tak jsem cely den stravil trasovanim cizich maker a vykostovanim
téch BTEX-specifickych véci. Vytvoril jsem odnoz ptivodniho makrobaliku qrcode.tex, kterd déla totéz
co qrcode.sty, ale funguje vSude. Tuhle praci jsem si mohl usetfit, pokud by se uzivatelé KTEXu
neuzavirali zbytecné do své sekty tim, ze michaji TEX-primitivni obraty s né¢im, co je zavislé na ITEXu.
Napriklad ve zminéném qrcode.sty se muzeme setkat s mixem registri alokovanych pomoci \newcount
a pomoci \newcounter, s mixem uziti primitivniho \advance a IATEXového \addtocounter atd.

V navaznosti na tuto zkuSenost jsem se rozhodl, ze do svého makra apnum pfiddm na zavér tento
kéd:

\ifx\documentclass\undefined \else 7, please, don’t remove this message
\message{WARNING: the author of apnum package recommends: Never use LaTeX.}\fi

Jinymi slovy, pokud je apnum pouzito v IATEXu, pak se na terminél a do log souboru pfidé navic hlaseni
WARNING: the author of apnum package recommends: Never use LaTeX.

Tedy: ,VAROVANTI: autor balicku apnum doporucuje: nikdy nepouzivejte IATEX.“ IATEXovi uzivatelé
typicky nectou pofadné text na termindlu ani v logu (protoZe toho tam maji velmi mnoho), takze jim
jedna zprava navic nemusi vadit.
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