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Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

Vazeni studenti,

tento dokument obsahuje fefeni ke cvicenim, kterd najdete ve skriptu Uvod od algebry, zejména
linearnt. Zatim nejsou uvedena feseni vSechna, ovSem postupné béhem semestru budu piidavat dalsi.
V textu se znovu neopakuje zadani cviceni, abychom uSet¥ili misto na papiru. V pfipadé, Ze byste si to
chtéli tisknout, jisté uvitate, ze je stranek co nejméné. Ze stejného divodu je text psan velmi strucné a
Jhusté“, takze v zadném piipadé nemiize slouzit jako ukézka, jak méa vypadat dobra typografie. Slo mi
skute¢né hlavné o isporu mista.

Po pravé strané kazdého ¢isla ptikladu (jako horni index) je uveden ¢iselny tdaj v rozsahu 0-5,
kterym naznacuji dilezitost tohoto pifkladu v nasem predmétu Uvod do algebry. Pétka znamena pifklad
zasadni dtilezitosti a nula znamené, ze priklad miiZete ignorovat. Proc¢ jsou ve skriptech ptiklady ,nulové
dilezitosti“? Skripta totiz obsahuji véci, které se daji pouzit pozdéji v dalSich pfedmétech souvisejicich
s algebrou, ale nejsou soucasti osnovy naseho tivodniho predmétu.

Cisla oznadujici dtlezitost piikladu v sobé zahrnuji do jisté miry i obtiznost piikladu. Lapidarné se
da ¥ici, Ze pokud neumite samostatné odpovédét na cviceni oznacené Cislem 5, pak je zbytecné chodit
na zkousku. S tcasti na zkousce byste si to méli rozmyslet i pfi problémech se cvi¢enimi oznacenymi
¢islem 4. Cviceni s ¢isly 3 a 2 by neméla uniknout Vasi pozornosti, pokud chcete ziskat vétsi prehled
o predmétu a chcete u zkousky dosédhnout na lepsi zndmku nez 3.

Tento text (narozdil od skript samotnych) neprosel redakéni tpravou. D4 se bohuzel tedy pied-
pokladat, Ze v ném budou i néjaké chyby a preklepy. Prosim o toleranci k témto jeviim a o pripadné
upozornéni na chyby, abych je pak mohl v dalsi verzi textu opravit.

Verze textu: 5. 6. 2013 Petr Olsak

Reseni.

(a) Plati @: RxR - R, ©: RxR — R, (1) @ je zfejmé komutativni, (2) (z®y) Pz = (2 +y+3) Pz =
r+y+3+z+3=0d(y®2), ) ad®Bozr)=aBo0zr)+3a—-3=a(Bzr+33-3)+3a—-3=
afr+3af—-3=(afB)Ox, (4) a®(zdy) = alz®y)+3a—3 =a(z+y+3)+3a—3 =art+ay+6x—3 =
(ax +30=3)®(ay+3a—-3) = (a0z)d(a®y), (5) (a+p)ozr = (a+ Bz +3a+p) -3 =
(ax+3a—3)+(Bz+38-3)+3=(a0z)®(fOx), (6) l1oxr=1x+3-1-3 =12, (7) 02 +3-0—3 = -3,
nulovym vektorem je ¢islo —3. R s operacemi @, ® tvori linearni prostor.

(b)) 1+ )zx=22#1-2®1 -2 =x®x =2z + 3, neni to linedrni prostor.
)B)1+)er=20r=2r+6—-3#102+ 10z =12+ =2z, neni to linedrni prostor.

Reseni. Plati @: R? x R? —» R?, ®: R x R?2 — R? (1) @ je komutativni, protoze a + ¢ = ¢ + a,
b+d=d+b, (2) ((a,b)®(c,d) @ (e, f) = (a+c—20—21 4220 b+ d)D (e, f) = (a+c—20 —24 4 2b+d ¢
e—2b+d—2/ +20792f byrd+ f) = (at+cte—20—24 -2 4 20+ b dt f) = (a,b) D ((c,d) & (e, f)),
(3) a® (8O (a,b)) = a®(Ba— B2 +2°, Bb) = (aBa—aB2 +a28 — 288 4022 apb), = (afa—aB20 +
2090 aBb) = (aB)®(a,b), (4) a®((a,b)D(c,d)) = a®(a+c—2°—2942"4 b1 d) = (ca+ac—a2b —a2l+
a2t —a2b 4 d 4200+ o(b4-d)) = (aa+ac—a2b— a2+ 2014 b4 ad) = (a®(a, b)) ® (a®(c,d)),
(5) (@ + B) © (a,b) = (aa + Ba — a2’ — 52" + 2700 (o + B)b) = (a © (a,b)) @ (B © (a,b)), (6)
1® (a,b) = (la —1-2° + 2% 1b) = (a,b), (7) 0(a,b) = (0a — 0 -2° 4 29 0b) = (1,0), nulovy vektor je
dvojice (1, 0).

Reseni. Soucet posloupnosti je posloupnost, a-nasobek posloupnosti je posloupnost. Vlastnosti (1)—(7)
ovéfime stejné, jako v piikladé 1.9. Ukdzu jen ovéfeni vlastnosti (3), ostatni si propocita laskavy ¢tenar
sém. Posloupnost (a;) je pro vétsi ndzornost oznacena jako (ag, a1, as,...). Plati: a(8(ag, a1,as,...)) =

a(ﬁa(hﬂala 6‘127 . ) = (aﬂa07a6a17 a/BGQa .. ) = (OLB)(ao, a1, az, .. )

ReSeni. M jsou ve viech piipadech podmnoziny linedrniho prostoru vsech posloupnosti. Staci tedy
ovérit, zda soucet prvkt z M lezi v M a a-nasobek prvku z M lezi v M.

(a) Soucet posloupnosti s limitou 3 je posloupnost s limitou 6, tj. nelezi v M, tj. M neni linedrni
podprostor.

(b) Soucet posloupnosti s limitou 0 je posloupnost s limitou 0, a-nésobek taky. M je linedrni podprostor.
(c) Soucet konvergentnich posloupnosti je konvergentni posloupnost, a-nésobek taky (je to cviceni spise
do tvodniho kurzu matematické analyzy). M je linedrni podprostor.

(d) Soucet posloupnosti s koneénym nosicem K; a Ko mé koneény nosié, ktery je podmnozinou Ky U K.
a-nésobek posloupnosti s koneénym nosicem ma (pro a # 0) stejny nosi¢ a pro o = 0 je nosi¢em prazdna
mnozina. Tedy nosic¢ je koneény. M je linearni podprostor.
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(e) Necht (¢;) a (d;) jsou posloupnosti, které spliiuji ¢; 12 = ¢; + ¢it1, dita = d;i +dit1. Pak ¢;yo+diys =
¢ +d; + Cit1 + di+1, tedy (C + d)i+2 = (C + d)l + (C + d)iJr]- Také QCiyg = QC; + QCijq1. Takze M je
linearni podprostor.

(f) Necht ¢; = cop’, d; = doq'. Pro p # q neni soudet (c;) + (d;) geometricka posloupnost. M neni linearni
podprostor. Kdyby M, byla mnozina vSech geometrickych posloupnosti se stejnym kvocientem ¢, pak
M, tvori linedrni podprostor.

(g) M neni linedrni podprostor: sta¢i nenulovou posloupnost nasobit ¢islem —1.

(h) Soucet posloupnosti omezenych konstantami K7, Ko je posloupnost omezend konstantou K; + Ko,
také a-nasobek posloupnosti omezené konstantou K je posloupnost omezend konstantou |a| K. Takze
M tvori linearni podprostor.

() (z,y,2,2,9,2,...)+(a,b,c,a,b,¢c,...) = (x+a,y+b,z+c,x+a,y+b, z+c,...), a(x,y, 2, 2,9, 2,...) =
(azx, ay, az, oz, ay, az,...), tedy M je linedrni podprostor.

Reseni. Soucet komplexnich ¢isel je komplexni &islo. Redlny nasobek komplexniho é&isla je komplexni
¢islo. Komplexni ¢islo a + ib lze zapsat ve tvaru dvojice (a,b), pfiCemz soudet a redlny nasobek pak
odpovidaji operacim (1.1) a (1.2).Vlastnosti (1)—(7) je pak mozné ovéfit stejné jako v piikladé 1.9.

Reseni. Je to diisledek cviceni 1.76 a 1.78. Nebo miizeme argumentovat pfimo: Soucet usporadanych n-tic
komplexnich ¢isel je usporadana n-tice komplexnich ¢isel. Realny nasobek usporadané n-tice komplexnich
Cisel je usporadand n-tice komplexnich ¢éisel. Vlastnosti (1)—(7) dokdZeme podobné, jako v prikladu 1.9,
pricemz se vyuzije toho, ze tyto vlastnosti splnuje s¢itani komplexnich ¢isel a nasobeni komplexniho ¢isla
realnym skalarem (to je vysledek cviceni 1.76).

Reseni. Soudet uspofadanych n-tic vektorti z L je uspofadana n-tice vektortt z L. Realnj nasobek
uspotradané n-tice vektort z L je usporddand n-tice vektort z L. P¥i ovéfovani vlastnosti (1)—(7) se vyuzije
toho, Ze tyto vlastnosti spliiuje linedrni prostor L. Ovéfim jen vlastnost (4), ostatni vlastnosti si propo¢ita
laskavy ¢tenaf sdm. a ©® ((scl,acg, ce n) @ (Y1, Y2, - - ,yn)) =a® (e +y, 2+ Yz, ., Tp + Yn) =
(- (@1 +y1),a - (@2+ys2),...,a (@p+yn) = (-1 +a-yr,a - To+a Yo, ..., Ty + - Yp) =
(v, e, .., x,) D (Y1, Ya, ..., Yn) = @O (X1, T2, ..., Ty) D@ (Y1,Y2, - - -, Yn). V prvnich
dvou rovnostech je pouzita definice operaci ® a ®, ve tfeti rovnosti je vyuzito toho, Ze vlastnost (4) plati
na linearnim prostoru L a posledni dvé rovnosti znovu vyuzivaji jen definici operaci & a ®. Nulovy vektor
linedrniho prostoru L™ mé tvar (0, 0,...,0) — je to usporddand n-tice nulovych vektori o € L.

Reseni. Nad rovnitky je uvedeno é&slo vlastnosti z definice 1.6, kterd byla v daném okamziku pouzita.
Je-li pouzita vlastnost z véty 1.7, je ¢islo uvozeno pro odliSeni pismenem V.

(@) —(—z) = (1) ((-Da) € ()2 =12 L 2
(2)

1%
(b) Predpokladama: Yy = o. Paky(—l)y—i—o—y—I—(:c y)=y+ (x+(-1)y) W y+ ((-Dy+x) =

(y+(-1)y)+=x ©® (ly+(-1)y)+z ® (1+(-1))y+z =0y+=x DoteLeroD s, Piedpokladam

T = y Pak  — y = y — y = 0. Posledni rovnost byla podrobné dokézana pomoci vlastnosti (6), (5) a
7) v pfedchozim vypoctu.

c) Pr dpokladam ze ax = ay. Dokéiu, Ze pokud o # 0, pak « = y. Plati L (ax) = L(ay), tj. dle (3):
é ) (a )y, tj. l& = 1y, tj. dle (6): * = y. Nyni obracené, prepokladam o« = 0, pak dle (7)
ax = o = ay. Konecné predpokladam x = y. Pak ax = ay.

(d) Predpokladdm ax = fzx. Dokdzu, ze pokud a # B, pak * = o. Dle (b) je ax — ay = o. Takze

o=oax+(-1)fz ©) ax+(—p)x & (a— B)x. Dle (V3) musi byt = 0. Obracené, z predpokladu o = 8
zjevné plyne ax = fx. Je-li © = o, pak podle V2 je ax = o = fa.

(e) Predpokladém x + z = y + =. Pakac(vzl)w—i—o@m—&—(z—z) @ (w+z)—z:(y+z)—z@

(®) (V1)

P

y+(z—2) = y+o0 = y. Obricené, z predpokladu = y plyne x + z = y + z okamzité po dosazeni
T za y.

= » 5,6 2 . , 4
Reseni. (1 + 1)(x + ) = (w +y)+(x+y) @D & + (y + x) + y, ovSem také: (1 + 1)(x + y) @

1+Dzx+(1+1y .5 (x+x)+ (y+y) @ + (x + y) + y. Zprava z obou vyrazi odectu y a zleva

x. Zustava jen ,prostiedni zavorka“, tj. y + @ = x + y. Odecteni vektoru y zprava lze provést diky
vysledku cviceni 1.79 (piipad e). K odecteni zleva nelze pfimo pouzit vysledek cvideni 1.79 (piipad e),
protoze nemame komutativni zakon (ten dokazujeme). Je tedy potieba zformulovat alternativni piipad:
»Z +u = z + v pravé kdyz u = v“ a dokazat jej bez pouziti komutativniho zakona. To jiz prenecham
Ctenari.
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1.81.2 ReSeni. Predpokladam nejprve, ze M C N nebo N C M. V prvnim piipadé M UN = N a to je
podprostor a ve druhém M U N = M a to je také podprostor. Obracené tvrzeni dokazu nepfimo.
Predpoklddam, ze M € N a také N € M To znamend, Ze existuji vektory € € M\ N ay € N\ M.
Protoze x € M ay & M, je x +y ¢ M (mnozina M je totiz podprostor a kdyby v ni lezel soucet a
prvni séitanec, musi v ni leZet i druhy s¢itanec, ktery tam ale nelezi). Protoze @ ¢ N a y € N, je také
x+y ¢ N. Takze ¢ +y ¢ M U N. Nemiuze tedy M U N byt podprostor.

1.82.5 ResSeni. (a,b,a) + (¢,d,c) = (a +¢,b+d,a+c) € M, a(a,b,a) = (aa,ab,aa) € M.
1.83.5 ResSeni. (0,0,0) ¢ M, ptitom (0,0,0) musi lezet v kazdém podprostoru linearniho prostoru R3.

1.84.5 Reseni.

— (a) M je podprostor: (2x9, o, 44, x4) + (2y2, Y2, 4Y4, Y4) = (Z(mg +y2), T2+ Y2, 4(xa+ya), T4 +y4) eM,
(29, 29,424, 24) = (20we, X9, by, ) € M.

— (b) M neni podprostor, protoze (0,0,0,0) & M,

— (¢) M neni podprostor, protoze (0,0,0,0) &€ M,

— (d) M neni podprostor, protoze (0,0,0,0) & M,

— (e) M je podprostor: Oznadim u = (x1+y1, xa+y2, T3+Ys, T4+Yys) Prox1 = xo+x3—=r4 ay; = Y2+ys—ya.
Mam ovétit, ze u € M. Protoze x1+y1 = xo+ 23 — 24+ Y2+ ys —ya = (@2 +y2) + (3 + y3) — (T4 + y4),
je u € M. Déle oznadim v = a(x1, 22,23, 14) = (21, @22, aZ3, a24) Pro x1 = T + 3 — x4. Mam ovéfit,
7e v € M ProtoZe axy = a(ry + 3 — x4) = axe + a3 — axy, je v € M.

— (f) M je podprostor: Oznaé¢im u = (z1 +y1, 22 + Yo, T3+ Y3, T4 +Y4) Pro 1 = To + T3 — T4, T = T3+ 4
ayr =Y2+Ys—Ya, Y2 = Y3+ ya. Mam overit, ze u € M. Protoze z1+y1 = ¥+ 23 —Ta+ Y2 +Ys —ya =
(22 4+ y2) + (23 +y3) — (Ta+ya) a wa +y2 = 3+ T4 +y3 +ya = (¥3 + y3) + (¥4 + ya), je w € M. Déle
oznadim v = a(x1, xa, x3,24) = (ax1, AZo, AX3, AX4) Pro T1 = Ty + T3 — Ty, T2 = T3 + 4. Mam ovéfit,
7e v € M Protoze axy = a(xa +x3 —24) = 0y + s — axy a axs = a(xz +14) = a3+ axy, je u € M.

- (g) M je pOde‘OStOI‘: (07 I2,T3, £E4) + (07 Y2,9s, y4) - (03 T2 + Y2, T3 + Y3, Ta + y4) € M’ O‘(Ov T2,T3, %4) =
(0, e, axs, azy) € M.

— (h) M je podprostor: (a, a, a,a)+(b, b, b,b) = (a+b, a+b, a+b, a+b) € M, a(a,a,a,a) = (aa, aa, aa, aa) €
M.

— (i) M je podprostor pro a = 0: Ozna¢im w = (x1 +y1, 22+ Y2, T3+ Y3, T4+ ys4) prox; +zo+x3+x4 =0a
yi+y2+ys+ys =0.Je 0 = x1+xo+as+aa+y1 +ye+ys+ys = (w1 +y1)+ (@2 +y2) +(23+y3) + (22 +ya),
takze u € M. Oznaéim v = a(z1, 2,23, 24) = (@21, 022, ax3,024) pro x1 + 3 + 3 + x4 = 0. Je
0=a-0=a(z; +x2+ 23+ 24) = ax1 + 22 + ax3 + axy, takze v € M. M neni podprostor pro a # 0,
protoze (0,0,0,0) & M.

— (j) M neni podprostor: (1,—1,0,0) € M, (1,1,0,0) € M, ale (1,—1,0,0) + (1,1,0,0) = (2,0,0,0) & M.
Pfitom (0,0,0,0) € M. Tento ptiklad ilustruje, Ze tomu, aby byl M podprostor to nestaci.

1.85.* ReSeni. M je podprostor: (asinz 4 Bcosz) + (ysinz + dcosz) = (o + ) sinz + (8 + §) cosz € M,
k€ R: k(asinz 4+ Bcosx) = (ka)sinx + (kB) cosx € M.
1.86.° ReSeni. Ozna¢im danou mnozinu polynomii M. M neni podprostor: (z2+z+1)4(—2?+1) = 2+2 ¢ M.
1.87.2 Reseni.
— (a) Ano. Soucet spojitych funkei je spojitd funkce, a-ndsobek spojité funkce je spojita funkce.
= (b) Ano. (f + 9)®) = ) 4 g1 " (@ f)®) = ().
— (¢) Ano. [,(f +9)(@)dz = [} f(z)dz + [, g(z) dz, [,(af)(z)dz =a [, f(z)dz.
— (d) Ano. Je-li |f(z)| < K1, |g(z)| < K2 pro vSechna = € (a,b), pak |(f +g)(z)| < K1 + Kz a |(af)(z)| <
|a| K1 pro vSechna x € (a,b).
— (e) Ano. Soucet po astech linearni funkce je po ¢astech linedrni funkce a a-nasobek taky.
— (f) Ano. Necht f ma body nespojitosti v kone¢né mnoziné M; a g mé body nespojitosti v kone¢né mnoziné
M. Pak mnozina bodt nespojitosti f + g je podmnozinou M; U My a mnozina bodt nespojitosti aof je
podmnozinou M, coz jsou koneéné mnoziny.

1.88.> ReSeni. (€™ (p1(x) cos(Bxz) + q1(z)sin(Bz)) + (e** (p2(x) cos(Bz) + g2(z) sin(Bz)) =
(ea””((pl () + pa(z)) cos(Bzx) + (q1(x) + g2(x) sin(ﬁx)), §(e>* (p(x) cos(Bz) + q(x) sin(ﬁx)) =
(e** (dp(x) cos(Bx) + q(x) sin(Bx)). Nyni staci vyuzit toho, Ze soucet polynom je polynom a d-nésobek
polynomu je polynom.
1.89.2 ResSeni.
— (a) Soucet t-periodickych funkei je ¢t-periodickd. a-ndsobek taky.
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(b) Tvrzeni neplati, protoze 2t periodické funkce netvor! podmnozinu mnoziny vSech t-periodickych
funkci. Ale naopak: t-periodické funkce tvori podmnozinu mnoziny vSech 2¢-periodickych funkci. Autor
ziejmé mél na mysli tvrzeni: mnozina t-periodickych funkei je podprostorem lineadrniho prostoru vsech
2t-periodickych funkci. Toto tvrzeni plati, argumentace je stejné, jako v p¥ipadé a).

(¢) Tvrzeni neplati. Napfiklad pro & = 2 mame stejny problém, jako v pfipadé b). Tvrzeni zfejmé mélo
byt formulovano ve tvaru: mnoZina t;-periodickych funkci je linedrnim podprostorem linearniho prostoru
vSech t-periodickych funkci pravé tehdy, kdyz existuje k pfirozené, ze kt; = t. Dukaz: Necht nejprve ¢;
periodické funkce jsou podprostorem t¢-periodickych. Pak museji byt podmnozinou ¢ periodickych funkeci.
To je mozné jen tehdy, pokud ¢; = t/k, kde k je pFirozené. Jediné takovd ¢ periodickéd funkce je zdrovér
t periodickd. Obréacené: existuje-li k pfirozené, ze t; = t/k, pak t; periodické funkce tvoifi podmnozinu
t-periodickych funkci. Ze se jedn4 o podprostor plyne z argumentace uvedené v ptipadé a).

Reseni. Volim ¢ € M,y € M, a € R, 8 € R. Necht nejprve M je podprostor, tj. ax € M, fy € M,
takze také ax + By € M. Necht nyni plati ax + fy € M. Pfivolbé a =1, 8 =1 vychdzi ¢ + y € M.
Pti volbé g = 0 vychazi ax € M.

Reseni.

(a) z,y,z € C: (x+y)+2z = 2+ (y+2), 0+ = 2+0 = z, Vo € CI—z € C tak, ze (—z)+z = 2+ (—x) = 0.
(b) (zy)z = z(y2), 1l = x - 1z, Vo321 tak, ze Lo =2l =1.

(c) Plati: z,y € R\ {0} pak zy € R\ {0}. Je zfejmé, ze R\ {0} tvofi s danou operaci grupu (argumentace
stejna jako v b) a ddle R\ {0} C C\ {0}.

(d) Plati: z,y jsou celd sudd, pak x + y je celé sudé. Déle 0 je celé sudé a —z je celé sudé pro kazdé x
celé sudé.

(e) Necht x je celé liché a y je celé liché. Pak xy je celé liché, 1 (neutralni prvek) je celé liché ¢islo, ale %
nemusi byt celé! Neni to grupa. Jde jen o grupoid.

(f) Viz e).

(g) Agrumentace je stejné, jako v pfipadé a). Jen pismeno C zaménime za pismeno Q.

Reseni. Permutace z {1,2, 3} je uspofadana trojice prvki z {1,2, 3} tak, ze zadny se neopakuje. Mnozina
v8ech permutaci z {1,2,3} je {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1) }. Na kazdou permutaci
(a,b,c) miizeme pohlizet jednak jako na uspofddanou trojici a jednak jako na zobrazeni z {1,2,3} na
{1,2, 3}, které piitazuje: 1 — a, 2 — b, 3 — ¢. V tomto kontextu miizeme zapsat permutaci ve dvoufad-
12) i), kde zobrazeni jednotlivych prvku ¢teme po sloupcich a na poradi sloupct pfi
tomto zapisu nezalezi. Tento zapis lépe umozni vyhodnotit skladani permutaci jako sklddani odpovidaji-
) ,_(abc) <123)<123) .
cich zobrazeni: ) = ,protoze 1l wa —z,2—>b—ya3d—c— 2z
r Yy z a b c r Yy z
V nésledujici tabulce vSech sloZenych permutaci A o A jsou v zdhlavi tabulky permutace A (které se
v rdmci slozeného zobrazeni realizuji diive) a vlevo po strane permutace B. Permutace jsou zapsany jen
jako uspofadané trojice (pro prepis na dvourddkovy tvar muZe ¢tendf nad kaZzdou trojici pfipsat éisla
1,2,3).

, . 1
kové notaci: <a

AoB| (1,2,3) (1,3,2) (2,1,3) (2,3,1) (3,1,2) (3,2,1)
(1,2,3)| (1,2,3) (1,3,2) (2,1,3) (2,3,1) (3,1,2) (3,2,1)
(1,3,2)| (1,3,2) (1,2,3) (3,1,2) (3,2,1) (2,1,3) (2,3,1)
(2,1,3)| (2,1,3) (2,3,1) (1,2,3) (1,3,2) (3,2,1) (3,1,2)
(2,3,1)| (2,3,1) (2,1,3) (3,2,1) (3,1,2) (1,2,3) (1,3,2)
(3,1,2)| (3,1,2) (3,2,1) (1,3,2) (1,2,3) (2,3,1) (2,1,3)
(3,2,1)] (3,2,1) (3,1,2) (2,3,1) (2,1,3) (1,3,2) (1,2,3)

Jednotkovym prvkem je permutace (1,2, 3), ktera odpovida identickému zobrazeni. Ke kazdé permutaci
je inverzni permutace stejnd. Pouze permutace (2,3,1) m4 inverzni permutaci (3,1, 2) a naopak.
Reseni.

(a) (aob)o(btoa t)y=ao(bobHoat=aceoal=aoat=c.

(b) Ozna¢im a~! = y a ukdzu, Ze y~! = a, neboli, Ze aoy =e. aoy =aoa~! = e. Podle véty 1.44 je a
jediny prvek, ktery spliiuje a oy = e.

Reseni. Slozim linearni funkci Az + B s funkci az + b: A- (ax +b) + B = (Aa)z + (b+ B), to je linearni

funkce. Skladani jakychkoli zobrazeni je asociativni. Jednotkovy prvek: 1x+0. K prvku az +b je inverzni
prvek %a: + (-b).
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Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

a) Je to pologrupa, ne grupa. Neexistuje inverzni prvek k prvku 0z + b.
b) Ano.
c

d)1-(1-z+b)+B=1-1-2+ (b+ B). Je to grupoid. Inverzni prvek k 1z + b je 1z + (—b), takze to je
navic grupa.
(e) Ano, protoZe se stejnou operaci je sama grupou.

ReSeni. 2661 =3,163=-2mod4=2,262®262=8mod4 = 0.

Reseni. + splituje vlastnosti komutativni grupy. Také M\{(0,0,0).} s operaci - je komutativni grupa (viz
priklad 1.40). Distributivni zdkon by bylo potifeba propocitat pro vSechny mozné ptipady, ale v souladu
s poslednim odstavcem prtikladu 1.65 to délat nebudu.

Reseni. Mnozinu viech kvaterniontt ozna¢im M. Tato mnoZina s operaci + tvoii komutativni grupu
(zfejmé), nulovy prvek je 0 + 0i + 05 4+ 0k. Déle plati (a + bi + ¢j + dk)(A + Bi + Cj + Dk) = (aA —
bB —cC —dD)+ (aB+bA+c¢D —dC)i+ (aC —bD +cA+dB)j+ (aD +bC — ¢B + dA)k. Jednotkovym
prvkem je 1+ 0i + 05 + Ok. Inverzni prvek k prvku a + bi + ¢j + dk je takovy A + Bi + Ci + Dk, kde
A, B,C, D jsou feSenim soustavy linedrnich rovnic s matici:

a—b —c —d|1
b a—-d ¢|0
c d a —bl0
d—c b al0

Protoze matice soustavy mé determinant (a? + b2 + ¢ + d?)?, ktery je nenulovy pro nenulovy prvek
a—+ bi + ¢j + dk, FeSeni vzdy existuje a je navic jediné. Inverzni prvek tedy existuje. (Pozndmka: pojem
determinant a souvislosti s FeSenim soustav jsou vyloZeny az v kapitolach 4 a 5.) Mame tedy ovéfeno, Ze
M s operaci - tvori grupu. Tato grupa je nekomutativni, protoze naptiklad ij = k, ale ji = —k. Chybi
ovéfit distributivni zakon, coz prenechdm ¢tenafi. Vice o kvaternionech napt. v [26].

Reseni.

(a)a+b=a+ctj. (—a)+a+b=(—a)+a+ctjb=c,

(b) viz cvifeni 1.94,

(c) pro grupu plati e o e = e, tj. nulovy prvek je opaény sdm sobé,

(d) ptimo v definici télesa se pravi, ze T'\ {0} ma byt grupou vzhledem k operaci -, tj. jednotkovy prvek
lezi v mnoziné T\ {0},

(e) nejprve ukdzu, ze a = (—1)a. Plati a + (—1)a = (protoze 1 je jednotkovy) = la + (—1)a =

(distrib. zékon) = (1 + (—1))a = 0a = (véta 1.57) = 0, takze —a = (—1)a. Nyni dokdzu vlastni tvrzeni:
—(a+b) = (=1)(a+b) = (-1a+(=1)b = (=a) + (D),

(f) (a +b)(c+ d) = (distr. zdkon) = (a + b)c + (a + b)d = ac + be + ad + bd,

(g) Predpoklddam, ze a-a = 1, tj. a-a—1 = 0. Z distrib. zdkona: (a+1)(a+(-1)) = a-a+a—a+(-1) ==
a-a—1=0.7Zvéty 1.57 musi (a + 1) = 0 nebo (a + (—1)) = 0, takZe a = —1 nebo a = 1. Obracené:
1-1=1a(-1)-(-1) =@, pfitom: (1) + 2z = (1+(-1))-(=1) =0-(—1) = 0. TakZe = je opaény k —1
a protoze 1+ (—1) =0, je 1 opaény k —1, takze x = 1.

Reseni. Zkoumanou mnozinu zna¢im M. (a + bv/3)(c + dv/3) = ac + (ad + be)V/3 +3bd € M, 0 € M
(nulovy prvek), 1 € M (jednotkovy prvek), pro a + bv/3 je —a + (—b)v/3 opaény prvek a 5= % 3
inverzni prvek (je D = a? — 3b # 0, protoze a,b € Q a a # 0, b # 0).

ReSeni. 0,8 €c Q, z,y,z € Rez+y e R, ar € R, (V) o +y =y, (2 2+ (y+2) = (x+y) + 2,
(3) a(B2) = (@B), (4) alz +y) = az + ay, (5) (a + Bz = az + Bz, (6) 1z = =, (7) 0 = 0.

ReSeni. 0,3 €T, z,y,2€T: x+y T, ax €T, (1), (2) protoze T s operaci + je komutativni grupa,
(3) protoze T s operaci - je grupa (tj. splituje asociativni zékon), (4), (5) protoze T spliiuje distributivni
zékon, (6) protoze 1 je jednotkovy prvek vzhledem k operaci -, (7) plyne z véty 1.57.

Reseni.

(a) 04(1,2,()) + B(Ov _173) +’Y(5a 7, - ) = (a + 5’7’205 - B + 77335 - 2’}/)7

(b) «(1,3,0,—1) + (0,2, —1,4) + v(1,-5,7,-2) = (. + 7,3 + 28 — 5y, = + Ty, —a + 48 — 27),

(c) a(z® +22 — 1)+ B(22® — 32 +2) + y(—423 + 22 + 82— 5) = (2B — 4y)2® + (e + v)2% + (2a — 38 +

8y)x + (—a+ 25 — 5v),
(d) asinz + Bcos? x + (22 — 1),
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(e) a2+14)+B(2—14) +v(3+45i) = 2a+28+3y) + (o — B+ 57)i,

(f) a(i,1,1+4) + B(2,241,0) +7(0,3 = 3i,7) = (28 + ai, (a + 28+ 37) + (B — 37)i, (a + Ty) + i),
(8) 2a+ 58,

h)a®26B605=2%¢5" =2%.5°,

(i) a(2,1) + B(1,0) = (2a + B,0),

()

Nao2,)@eB0(1,0)=(a-2—a-2"+2% a- 1)@ (B-1—£-20+200.3.0) = (2%,a) ® (1,0) =
(2 +1—-2%—-20 +22.20 ¢ 4+ 0) = (2%, a), 8® (1,0) = (1,0) také proto, Ze (1,0) je nulovy vektor
v daném linearnim prostoru.

Reseni.

(a) (a+5v,2a— B+ Tv,38 —2v) = (0,0,0), tj. «+5y =0, 2a— S+ Ty =0, 38 — 2y = 0. Jediné FeSeni:
a = =+ =0, vektory jsou LN.

(b) (a+7,3a+28—5y, -+ Ty, —a+45—2v) = (0,0,0,0), tj. a+~v =0, 3a+28—5y =0, =S+ 7y =0,
—a+4p — 2y = 0. Jediné feseni: « = § = v = 0, vektory jsou LN.

(c) (28 —4y)2® + (a+7)2% + (2a—38+8y)x + (—a+28—57) = 0 Vo € R, tj. polynom musi byt nulovy.
Podle véty 11.10 tedy musi 28 — 4y =0, a+~v =0, 2a — 38+ 8y =0, —a + 28 — 5y = 0. Soustava ma
nekone¢né mnoho feseni, napriklad « = —1, f = 2, v = 1. Lze tedy sestavit netrivialni lin. kombinaci,
ktera je rovna nulovému polynomu. Vektory jsou LZ.

(d) asinz + Bcos?z + (2% — 1) = 0 Vz € R, rovnost tedy musi platit i pro z € {0, 5 7r}, po dosazeni:
B+~(-1)=0,a+~ (%2 - 1) =0, B+v(m? — 1) = 0. Jediné feseni: « = B = v = 0, vektory jsou LN.

(e) Qa+28+37)+ (a—B+5y)i =0+04, tj. 2a + 28 + 3y =0, « — 8+ 5y = 0. Nekoneéné mnoho
feseni, nenulové feSeni je napt. « = —13, § =7, v = 4, vektory jsou LZ.

(f) (28 + i, (0 + 28 + 37) + (B — 37)i, (@ + Ty) + «i) = (04 0i,0 + 05,0 + 0i), tj. 28 = 0, a = 0,
a+28+3y=0,8-37y=0,a+ 7y =0, a =0. Jediné feseni: a« = = v = 0, vektory jsou LN.

(g) 2a + 58 = 0, netrivialni feseni napiiklad. 8 = 2, a = —5, vektory jsou LZ.

(h) 2 - 57 =1 (nulovy vektor daného linearniho prostoru je 1). Po zlogaritmovani: In2% +In5% =1In1,
tj. «ln2 4+ BIn5 = 0. Netrivialni feSeni je napiiklad « = —In 5, 8 = In 2, vektory jsou LZ.

(i) 2a+ B,a) =(0,0), tj. 2a+ S =0, a = 0. Jediné feSeni: « = § = 0, vektory jsou LN.

() (2%,a) = (1,0), protoze (1,0) je nulovy vektor daného linedrniho prostoru. Je tedy 2¢ = 1, = 0,
B libovolné. Napt. pro a = 0, 8 = 17 méame netivialni linedrni kombinaci rovnu nulovému vektoru.
Vektory jsou LZ. Jind argumentace: skupina vektor® obsahujici nulovy vektor je nutné LZ, viz vétu 2.17,
piipad (2).

Reseni.

(a) a(1,1,2,2)+B(4,3,0,1)+7(—2,1,4,2) = (0,0,0,0), tj. (a+48—27, a+38-+7, 2a+47, 2a+8+27) =
(0,0,0,0), tj. a+48 -2y =0, a+ 38+~ =0, 2a + 4y = 0, 2ac + S + 27y = 0. Soustava m4 jediné feseni
a = [ = =0, takze vektory jsou LN.

(b) a(1,2,3,4) + B8(2,1,-3,3) +7(1,5,12,9) = (a + 28+, 200+ B+ 57, 3a — 33+ 12, 4o+ 38+ 97) =
(0,0,0,0), tj. «a+28+~v=0,2a+ B +5y=0,3a—38+ 12y = 0, 4a + 38 + 9y = 0. Soustava ma
nekonec¢né mnoho feSeni, netrividlni feseni je napriklad a« = —3, § =1, v = 1, takze vektory jsou LZ.

(¢) a(1,0,1,0)+/(0,1,0,1)+7(1,2,2,0) = (a-+7, f+27, a+27,5) = (0,0,0,0), tj. a-+y =0, f+27 = 0,
a+ 2y =0, 8 =0. Soustava méa jediné feseni o« = § = v = 0, takze vektory jsou LN.

Reseni.

(a) (1,2,-3) = a(2,1,1) + 5(3,2,1) + 7(1,0,1) = 2a+ 38+ v,a+28,a+ +7), tj. 2a + 36 + v =1,

a+ 28 =2, a+ [+ v = 3. Soustava nema feseni, tj. vektor a nelze vyjadrit jako linearni kombinaci
vektort u, v, w.

b)22 -1 =ax-1)+Bx+)+vz+1)2 =2+ (@+B+2y)z+ (—a+B+7) Vz € R,
ti. vy =1L, a+pB+2y =0, —a+ p+v = —1. Soustava ma feSeni « = 0, § = —2, v = 1, takze
22—-1=0(xz—-1)—2(x+1)+ 1(z+ 1)

() (1,2,2) = (2,1,3) + 5(3,2,1) + v(1,1,-2), tj. 2a+ 38 +v=1, a+28+v=2,3a+ 5 — 2y = 2.
Soustava nemé FeSeni, tj. vektor a nelze vyjadrit jako linearni kombinaci vektoru w, v, w.

Reseni. V definici linearniho prostoru je pouzit pojem ,linedrni kombinace®, ktery mé smysl jen kdyz
plati vlastnosti (1), (2). Déle se v dtikazu pracuje s pfi¢tenim vektoru —«,x,. Leva strana rovnosti: a,x,+

6 5
(—ayx,) + ostatni vektory © layx, + (—1)a, ., + ostatni vektory © (1 — 1)o@, + ostatni vektory =
7 Vo171
Oca, @, + ostatni vektory @ o + ostatni vektory (Vi n ostatni vektory. Prava strana rovnosti: o +
(V 1.7: 1)

(—arxy) —a,x,. V dalsim kroku ditkazu se obé strany rovnosti nasobi koeficientem —1/c;..

6
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€]

) o _ 3 3
Leva strana rovnosti: - Y, oy = 3 1 © ! ®

s Qi g 4 e -
it o T = Y, <-x;. Pravd strana: o -(—ap@y) =
_ (6) L ws e 1o , ers s o . .. P
(a—l(—ar)) x, = lx, = x,. V druhé ¢asti dikazu dohled4 pouziti axiomu definice 1.6 uz ¢tenar sam.

2.72.* ResSeni.

— (a) (~1,2,0,1) = B(1,0,2,1) +~(3,1,2,1) +6(1,5,2,3), tj. B+3y+0 = —1, y+55 = 2, 28+2v+25 = 0,
B+ v+ 35 = 1. Soustava ma feseni S =0, v = —%, 0= %, takze a = 0b + (_71) c+ %d.

— (b) (1,0,2,1) = a(~1,2,0,1)+7(3,1,2,1) +6(1,5,2,3), tj. —a+37+36 =1, 2a+7+55 = 0, 2y+25 = 2,
a+ v+ 36 = 1. Soustava nema FeSeni, takze b neni zadnou linearni kombinaci vektoru a, ¢, d.

— (c) Staci upravit rovnost, kterd vysla v pfipadé a). ¢ = —2a + 0b + 1d.

— (d) Znovu jen upravim predchozi rovnost. d = 2a + 0b + lec.

— (e) Existuje aspon jeden vektor (napt. c), ktery je linedrni kombinaci ostatnich. Vektory a, b, ¢, d tedy
jsou dle véty 2.21 linearné zavislé. Nevadi, ze b neni linedrni kombinaci ostatnich vektort.

— (f) Jsou LZ, viz e).

2.73.3 ResSeni.
—(a)a=(1,2,3),b=(1,1,1),¢=(0,1,1),d =(0,0,1). PaAka=b+c+d,b=a—c—d,c=a—-b—d,
d=a—-b-c.
— (b) Viz cviceni 2.72.
— (¢) a = (1,0,0), b = (2,0,0), ¢ = (0,1,0), d = (0,0, 1). Vektor ¢ neni linedrni kombinaci ostatnich, d
také neni linearni kombinaci ostatnich. Ale b = 2a + Oc + 0d, takze vektory jsou LZ.

2.74.* ResSeni.

= (@) alr+y)+82x+2)+v(y—2) =o, tj. (a+28)x+ (a+ B)y + (8 — )z = o. Protoze x,y, z
jsou linearné nezavislé vektory, je uvedena linedrni kombinace trivialni, takze a + 28 = 0, a + 8 = 0,
B —~ = 0. Tato soustava ma jen jediné feseni o = § = v = 0, takze vektory « + vy, 2x + z, y — z jsou
LN.

— (b) a(x+2y+2z)+52x+y+52)+v(3x+y+8z) = o, tj. (a+25+37)x+(2a+L+7)y+(a+55+8y)z = o.
Protoze x, y, z jsou linedrné nezavislé vektory, je uvedend linedrni kombinace trivialni, takze a+28+3vy =
0,2a+B8+v =0, a+58+8y = 0. Tato soustava ma nekonec¢né mnoho reseni, napriklad « = 1, § = —5,
v = 3. Takze existuje netrividlni linedrni kombinace vektoru x + 2y + z, 2 +y + 5z, 3x + y + 8z, ktera
je rovna nulovému vektoru. Zkoumané vektory jsou LZ.

2.75.% ReSeni. a(x+2y)+B(2x+32) +y(x+ Iy —2) = o, tj. (a+2B+7)x+ (2a+\y)y + (35 —7)zo0. Protoze
x,y, z jsou linearné nezavislé vektory, je uvedena linearni kombinace trivialni, takze o + 28 + v = 0,
20+ Ay =0,38—~v=0.

— (a) Pro A = 1—30 existuje nekoneéné mnoho reseni uvedené sosutavy, napiiklad a = =5, =1, v = 3.
To jsou koeficienty nertividlni kinearni kombinace, ktera je rovna nulovému vektoru. Zkoumané vektory
jsou LZ.

— (b) Pro A # 13—0 ma uvedend soustava jediné feSeni aw = § = v = 0, takze jen trividlni linedrni kombinace
je rovna nulovému vektoru. Zkoumané vektory jsou LN.

2.76.%> ResSeni. aj(x1 +T2) +an(xa+23) + -+ an_1(Tp_1 +xn) +an(x, + 1) = 0, tj. (01 + )1 + (a1 +
ag)xo + -+ (ap—1 + ap)x, = 0.
— (a) Pro suda n stadi volit a3 =1, ap = -1, a3 =1, ..., a,, = —1. Vektory jsou LZ.
— (b) Pro lichd n pfedpoklddam, ze a; = ¢ (bez Gjmy na obecnosti). Pak as = —¢, ag = ¢, ag = —¢, ...,
o, = c. Dale musi 0 = «,, + a3 = ¢+ ¢ = 2¢, takze ¢ = 0. Pouze trividlni linearni kombinace je rovna
nulovému vektoru. Zkoumané vektory jsou LN.

2.77.% ReSeni.

= (@) a@®—22+z-1)+B(2%-2)+v22x3 +22+1) =0Vz € R, tj. (a+27)23 + (—a+ B+7)2x? +ar +
(—a—28++v)=0Vz € R. Podle véty 11.10 musi mit nulovy polynom vSechny koeficienty nulové, tedy
a+2y=0,—a+p+v=0,a=0, —a—28+~ = 0. Tato soustava ma jediné feseni « = 0,3 = 0,7 =0,
takze vektory jsou LN.

= (b) a(@® + 222 + 22+ 1)+ B(223 + 2? + 3z + 1) + y(2® + 5z? + 32 +2) = 0 Vz € R, tj. (a+28+7)z> +
(2a+ B+5y)22+ (2a+38+37)z+ (a+ B+27) = 0 Vo € R. Podle véty 11.10 musi mit nulovy polynom
vSechny koeficienty nulové, tedy a +28+~v =0, 2a+5+5y =0, 2a+38+37 =0, a+ 5+ 27 = 0. Tato
soustava ma nekone¢né mnoho feseni, napiiklad a = —3, g = 1, v = 1. To jsu koeficienty netrivialni
linearni kombinace, kterd je rovna nulovému polynomu, tedy polynomy jsou LZ.

— () ae® + Be®® + ve3® = 0 Vo € R. Zkusim volit € {0,In2,In3}. Vychdzi soustava o + 3 + v = 0,
2a+ 48 + 8y =0, 3a+ 958 + 27y = 0, kterd ma pouze nulové feseni. Vektory jsou LN.

7
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— (d) acos2z + Bsin?z 4+ ve% = 0 Vo € R. Protoze je €% = 1 a cos2z = cos?z — sin’z Vo € R, je
uvedend podminka ekvivalentni s: a(cos? z — sin? x)+ 5 sin? z + v = 0 Vo € R. To plati napiiklad pro
a=1, =2 v=—1. Vektory tedy jsou LZ.

— (e) Napftiklad pfi volbé z € {07 5=, T, —71'} dostavam soustavu rovnic, kterda ma jen trividlni feSeni.
Vektory jsou LN.

— (f) Napiiklad pfi volbé x € {1,—1,2} dostavdm soustavu rovnic, kterd mé jen trividlni feseni. Vektory
jsou LN.

2.78.* ResSeni.
= (a) a(1,2,3,4) + B(2,2,0,1) +4(1,2,a,2) = (0,0,0,0), tj. @+ 26+ = 0,2a + 28 + 2y = 0,3a + ay =
0,4a + B + 2y = 0. Soustava ma pouze nulové feseni pro libovolné a € R, takze pro vSechna a € R jsou

vektory LN.
— () a#tL (c)astdt Y2 (d)a0.

2.79.* ResSeni.

— (a) 23 +22% +ar +2 = a(z3 +22% + 3x +4) + (223 + 22 + 40+ 2) Vo € R, tj. (e +26— 1)z + (2a+ 3 —
2)2% + (Ba+ 48 — a)z + (4a+ 28 — 2) = 0 Vo € R. Podle véty 11.10 musi mit nulovy polynom vsechny
koeficienty nulové, tedy a+ 28 =1, 2a+ 8 = 2, 3a+ 46 = a, 4a + 25 = 2. Soustava nem4 FeSeni, takze
polynom z3 4 222 + ax + 2 nelezi v obalu danjch polynomt pro zadné a € R.

= (b) 2% +22% + az + 2 = a(2® + 222 + 3x + 4) + B(22% + 22 + 42 + 2) + y(2? + z) Vz € R. Argumentace
stejnd, jako v piipadé a). Soustava o + 25 =1, 2a+ B+ =2, 3a+ 48 + v = a, 4o+ 2 = 2 m4 FeSeni
jen pro a = %, takze polynom je v obalu danjch polynomt pro a = %.

— (c) 23 + 222 + ax + 2 = aa® + 222 + 3z + 4) + B(223 + 2% + 42 + 2) + y(2® — 22 + 2 — 2). Argumentace
stejnd, jako v piipadé a). Soustava a +20+~v=1,2a0+ —v=2,3a+48+v=a, da+ 26 — 2y =2
nema Feseni pro zadné a € R, takze polynom nelezi v obalu danych polynomt pro zadné a € R.

2.80.* ResSeni. Neplati. Napiiklad tii vektory v roviné, zadné dva z nich nelezi na spoleéné piimce, je linearné
zévisla mnozina. Dalsi priklady si ¢tenaf jisté najde sam.

2.81.5 Reseni. Je {z,y} C (M). Podle véty 2.34 je (x,y) C ((M)) a podle véty 2.35 (tvrzeni 2) je (x,y) C
(M) = (M).

2.82.° ResSeni.
— (a) Piiklad baze: {1}, dimenze: 1.
— (b) Priklad baze: {2}, dimenze: 1.
— (c) Pfiklad baze: {1,i}, dimenze: 2.
— (d) Piiklad béze: {(1,0,...,0),(:,0,...,0),(0,1,...,0),(0,%,...,0),...,(0,0,...,1),(0,0,...,4)},
dimenze: 2n.
— (e) Piiklad béze: {(0,1),(1,1)}, dimenze: 2.
— (f) Priklad baze: {sinz, cosz}, dimenze: 2.

2.83.% ResSeni.
— (a) M je LN, protoZe mé jen dva vektory a jeden neni nisobkem druhého. Ptiklad béze:
{(3:4,2,7), (1,2,1,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}.
— (b) Piiklad béaze: {(z + 1)%, (z — 1), 2%}.

2.84.* ResSeni.
— (a), b) Je dim L = 3. Prvni t¥i vektory z mnoziny M jsou v obou pfipadech linedrné nezévislé (je mozné
ovérit), takze dim(M) > 3. OvSem (M) C L, takze dim(M) = 3. Podle véty 2.64, (pfipad 3) tedy je
(M) = L. Prvni tii vektory z M tvoii bazi, ostatni vektory je mozné odebrat.

2.85.2 Reseni. D4 se lehce ovérit, ze (1,1,3,0) = 1(1,2,2,4) +0(3,2,3,1) + 0(2,1,0,1) + (-=1) (0,1, —1,4),
(1,0,—3,1) = (=2)(1,2,2,4) + 1(3,2,3,1) +0(2,1,0,1) + 2(0,1, —1,4), takze N C (M). K mnoziné
M piidam vektor (1,1,3,0) a odebrat nemizeme vektor (3,2,3,1) ani (2,1,0,1), protoze koeficient
linedrni kombinace je u tohoto vektoru nulovy. Odeberu tedy napiiklad (1,2,2,4). Dostavam (zatim)
mnozinu {(1,1,3,0),(3,2,3,1),(2,1,0,1), (0,1, —1,4)}. Je (1,0, —3,1) = (=2) (1,1,3,0) + 1(3,2,3,1) +
0(2,1,0,1)+0(0,1,—1,4), takze pfidam (1,0, —3,1) a odeberu (3,2, 3,1). Dostdvam vyslednou mnozinu
P ={(1,1,3,0),(1,0,-3,1),(2,1,0,1), (0,1, —1,4) }. Plati (P) = (M).

2.86.2 Reseni. B je linedrné nezavisl4, nebot kazda jeji koneéna podmnozina je linedrné nezavisla (argumentuje
se podobné, jako v piikladé 2.28).
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Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

(a) Kazda posloupnost s koneénym nosicem je linedrni kombinaci prvki z B: (ag, a1, as, . . ., ax,0,0,...) =
agbg + a1by + asby + - - - 4 apby.

(b) Posloupnost (1,1, 17 1,...) nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci koneéné mnoha prvki z B. Takze
(1,1,1,1,...) € (B), tj. B neni baz{ linedrniho prostoru vSech posloupnosti.

Reseni. Priklad baze: {(0,1,1,2,3,5,8,13,...), (1,0,1,1,2,3,5,8,...) }. Dimenze: 2.

Reseni. Mnozina vech nasobki jednoho vektoru je v tomto linearnim prostoru spoéetné. Mnozina viec
linearnich kombinaci kone¢né mnoha vektort je spocetna. Pfitom R je nespocetna. Takze linearni obal
zadné konecné mnoziny nemize pokryvat celé R. Tedy nemuze existovat konecna baze. Dimenze prostoru
je nekonecno.

Reseni. Napiiklad: {(bl,o,...,o),(bg,o,...,o),...,(bk,o,...,o),(o,bl,...,o),(o, ba,...,0),...,
(0,bi,...,0),...,(0,0,...,b1),(0,0,...,b3),...(0,0,...,b)}, dim L™ = kn.

Reseni. Tvrzeni neni pravdivé. Naprlklad mnozina M = {0,222 25 2% ...} neni bazi linedrniho pro-
storu vSech polynomii, protoze tfeba 2% ¢ (M).

Reseni.

(a) Ano, protoZe je LN a t¥iprvkova. Pfitom je zamo, Ze dimenze prostoru polynomu nejvyse druhého

stupné je 3.

(b) Ano, protoze je LN a tifprvkova a je dimR3 = 3.

(¢) Ano, protoze je LN a dvouprvkova a je dim C = 2.

(d) Ovéfim linedrni nezavislost. a(1,i) + (2,1 +4) + v(1 + 4,2 + i) + (¢, 1) = (0 + 02,0 + 07), tj
a+28+1+i)y+id =040, ia+ (1 +¢)5+ (2+ i)y + 6 = 0+ 01, tj. redlnd ¢dst prvni rovnice:
a+ 28+~ = 0, imaginarni ¢4st prvni rovnice: v + d = 0, redlnd ¢ast druhé rovnice: 8+ 2y + § = 0,
imagindrni ¢ast druhé rovnice: a+ 5+ = 0. Tyto ¢tyfi rovnice tvoii soustavu, kterd ma pouze trivialni
fedeni, takZe mnoZina B je LN. ProtoZe dim C? = 4 a B je ¢tyiprvkové linedrné nezévisla, je B bézi
linearniho prostoru C2.

(e) Ano, B je LN a je tf¥iprvkova a dimenze protoru polynomi nejvyse druhého stupné je tii.

(f) B neni baze, protoze m4 jen dva prvky, a pfitom dim R3 = 3.

(g) B neni baze, protoze ma 4 prvky, a piitom dim R = 3. Mnozina B musi podle véty 2.64 byt nutné
linedrné zavislou mnozinou.

esernll.
(a) B=1{(1,2,0,0), (0,0,1,4)}, dim M = 2.
(e) B={(1,1,0,0), (1,0,1,0), (~1,0,0,1)}, dim M = 3.
(f) B=1{(2,1,1,0), 0,1,0 1)}, dim M = 2.
(g) B= {(0,1,0 0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}, dim M = 3.
(h) B = {1,1,1,1} dim M = 1.
(i) Jen pro a = 0. B = {(1,0,0,-1), (0,1,0,—1), (0,0,1,-1)}, dim M = 3.

Reseni. Viechny linedrni kombinace polynomt z M jsou tvaru axz? + bx 4 a a obracené, kazdy takovy
polynom lze ziskat jako linearni kombinaci prvki z M: az? + bx + a = a(2® + %Cﬂ +1)proa #0a
022 +bx+0 = (22 +bx+1)+(-1)(22+ 0z +1). Takze (M) = {az?®+ bz +a, a,b € R}. Béze je napiiklad
{2? + 1, 2}, dim(M) = 2.

Reseni. Je K C (1, o, ..., &), dim(zy, xa,..., ;) < m. Protoze dimenze je maximélni pocet line-
arné nezavislych vektor, nemize (x1, xs,. .., x,,) obsahovat mnozinu K linedrné nezavislych vektort s
vétsim poctem prvki nez m.

Reseni.

(a) 1] n = 1: 1 = £2 = 1. [2] Predpokladém, Ze plati 1 +2+--- +n = 22 4 dokazu, 7e 1 +2+--- +

n+n+1)= (”L;"“) Jel4+2+ - +n+(n+1)= %4_(”4_1) — n2+nJ2an+2 _ (n+1)2(n+2)'

(b)[I]n=1:2= @ = 2. [2] Pfedpokladém, ze plati V(n) a dokdzu platnost V(n + 1), tj. dokdzu

2+5—|—---—|—(3n—1)+(3(n—|—1) 1) = GEDEOEDED Je 9 454 4 Bn—1)+ B(n+1) —1) =
(3n+1) " 6(n+1) _ 3n? +n+6n+4 _ (n+1)(3(n+1)+1)

(c) [ ]12je dehtelne Sesti. [2 ] Predpokladam 2ze n +11nJe délitelné Sesti a dokazu, ze (n+1)3+11(n+1) je
delitelné gesti. Je (n+1)>+11(n+1) = n®>+3n®>+3n+1+11n+11 = (n® +11n) + 3(n? +n) + 12. Prvni
s¢itanec je délitelny Sesti dle indukéniho predpokladu, posledni s¢itanec (dvandctka) je také délitelny
Sesti. Zbyva oveétit délitelnost 3(n? + n). Pro n sudé je n? + n = sudé - sudé + sudé = sudé ¢&islo. Pro n

9



Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

liché je n? + n = liché - liché + liché = liché + liché = sudé &islo. Trojnasobek sudého ¢isla je délitelny
Sesti.

— (d) [1] 7'1 = 1977326743, zbytek po déleni tohoto &isla jedenacti je 7. [2] Pfedpokladam platnost V(n)
(tedy 710"+ = 11k 4 7 pro néjaké k pfirozené) a dokazu, ze 70"+ 1)+ m4 zhytek po déleni jedenacti 7.
Je 7HOAD+L — 710n+10+1 — 7100+ 710 — (11, +7) - 710 = 7'0 - 11k + 7'1. Cislo 7'0 - 11k je délitelné
jedenacti a 711 m4 zbytek po déleni jedenécti 7, jak jsem ovetil v kroku [1].

— (e) [1] 1-2° = 0-2! +1. [2] Pfedpokladam platnost V' (n), dokazu (n —1)2" +1+ (n+1)2" = n- 2"+ 4+ 1.
Levéa strana tohoto vztahu je rovna 2"(n —14+n+1)+1= 2” 2n+ 1 coz je rovno pravé strané vztahu.

= (f) [I] n = 4: 2* = 16 < 4! = 24. 2] Necht plati V(n), tj. 2" < n!, dokdzu 2" < (n + 1)L Je
2ntl =2.2" < 2pl < (n+1)n! = (n+ .

— (g) Lze ukézat pfimo, bez pouziti indukee, ale procvi¢ujeme indukei. [1] {1} obsahuje dvé podmnoziny:
(0, {1}. [2] Necht V' (n) plati, dokazu, ze {1,2,...,n,n + 1} ma 2! podmnozin. Existuje 2" podmnozin
z{1,2,...,n} a stejny pocet podmnoiin které obsahuji navic prvek n+ 1. Takze 27 +27 = 2.27 = 27*1,

— (h) [1] Je h z+1 cel¢, pak 2! + & je celé. Vyrok V(1) tedy plati. V indukénim kroku budu predpoklédat
platnost V(n) a V(n - 1), takze nyni potiebuji jesté overit ze V(0) plati. Ovsem 20 + 0 = 2 je cele
dislo. [2] Necht V(n) a V(n — 1) plati. Dokazu, ze je-li x—l— L cels, pak 2" 4+ L e celé. Protoze x—l— =

™ + z% az" 4 znl,l jsou celé ¢isla, je celé taky (x + 5 ( ) ( n-i + mn,l) ="t 4 WH
— (i) [1] a+ b= a* + b'. [2] Necht V(n) plati.
(a4 D™ = (@ b)a-+b = () ((a + (a2 -+ (I07) = a1 b+ ramb (3) + () +
a" ' ((5) + (1)) +- - +ad” ((Z) (nT—l1)> Nyni staci ukazat, ze (kil) + () = (:ﬁ) Je (k+1)!(n|—k—1)! +
n! (n—k)n!+(k+1)n! (n+1)n! _ (n+1
El(n—K) — RI(k+D)(n—k—DI(n—F) — G+DI(n—k)1 (k+1)'

— (j) Na tento typ tlohy nelze pouzit indukci. Staéi ale roznésobit pravou stranu.

— (k) [1] Pro n = 1 je rovnost zfejma. [2] Necht V(n) plati. Dokédzu V(n + 1). (cosp + isinp)(cosp +
isin )™ = (cos p+isin ¢)(cos ny+isin np) = (cos ¢ cos ny—sin ¢ sin ny)—+i(cos ¢ sin np+sin @ cosnp) =
cos(n + 1)p + isin(n 4+ 1)¢. V posledni rovnosti byly pouZity souctové vzorce.

2.97.2 ReSeni.

— (a) Zde se indukce zfejmé neda pouzit.

— (b) Tvrzeni V(n): Nulovy polynom musi mit nulové koeficienty ag, ai,as,...,a,. [1] n = 0: Je ag = 0,
viz prvni ¢ast dikazu za vétou 11.10. [2] Necht V(n) plati, dokézu, Ze pak i a,1 je nulovy koeficient.
Predpokladam, ze polynom méa koeficienty ay,...a,,, pficemz m > n. Kdyby m < n, pak neni co
dokazovat. p(z) = #" T (ant1 + apior + -+ apa™ ") = 2" g(x). Protoze je lim, 0 q(z) = 0 a g je
spojity polynom, musi ¢(0) = 0 a tedy ¢ musi mit nulovy absolutni élen, tj. koeficient a;,41.

2.98.% Reseni. Indukéni krok od V(1) k V(2) nefunguje.
3.62.° Reseni.
5 10
284 6 00y_ (—48 4 20438 28 B
— (a) (ig 100)' 1) G 12— (G359 = (76 1 77)' (c) ( a  3a 4a+7/3)'

3.63.* Reseni. Soucet matic typu (m,n) je matice typu (m,n). a-nasobek matic typu (m,n) je rovnéz matice
(m,n). (1) séitani matic je komutativni, protoze s¢itani jedotlivych prvkia matic je komutativni. Tatéz
argumentace se pouzije pii ovéfeni asociativniho zakona. Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou realné
matice typu (m,n) a a, 8 € R. Pak (3) a(BA) = (a(Ba,;)) = ((aB)a;;) = (aB)A, (4) (A +B) =
(alai; +bij)) = (aai; + abi;) = aA+aB, (5) (a+ B)A = ((a + Bai;) = (aa;; + fai ;) = aA + A,
(6) 1A = (la;;) = (a;;) = A, (7) 0A = (0a; ;) = nulovd matice. Ta je nulovym vektorem daného
linearniho prostoru.

“ . 2 . . -
3.64.* ResSeni. (; ;‘) = a( )Jrﬂ )+ g ngrg;fz 20125-27) Cisla o, 8,7 € R museji spliiovat
1231 123] 1 12 3| 1 123] 1
110X 0131— 01 3[1-X 01 3| 1-X . 2
soustavu rovnic s maticl |, 5 ;| 4 025 01-1! 11 ~1looal2-n Ty = 2,
212|3 03 4| — 02 5| 0 007 2
2 8 _ 6 =5 11

3.65. Reseni.
— (a) a ( ) +p (T 1) +7 (2 1) +4 (1 2”‘) = (8 8). Toto vede na soustavu rovnic s nezndmymi «, 37, d
a s parametrem x. Tato soustava mé netrividlni feseni pro x = 2 nebo x = —6. Pro tyto hodnoty jsou

matice linearné zavislé.

S0 -1Q DG T D25 L )2 a =000 0=
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Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

3.66.* ResSeni.
(. f(1 0y (0 1\ (0 0y (00 S
— (a) Baze: {(; o)+ (g o)+ (5 o)+ (p 1)} dim=4.
— (b) Ozna¢im A, ; matici typu (m, n), kterd ma vsude nuly, jen prvek a; ; je roven jedné. Piikladem béze
je pak mnozina {Aj11,A192,..., A1, A21,A22,..., A2, ..., Apn 1, Am2, ..., A}, dim = mn.

3.67.° Reseni.
— (a) hod =4, (b) hod =3, (¢) hod = 3, (d) hod = 1.
4 -2 6

. 12
3.68.° ReSeni. Namétkou (b) (3 4 2 0 —5). Ano, matice maji stejnou hodnost jako ve cviceni 3.67. Ctenaf
330 2 -3

si to muze na téchto prikladech prakticky vyzkouset.

3.69.* Reseni. (a) hod = 1 proa = %:I:@, (b) hod = 3 pro vSechna a € R, (¢) hod = 3 pro @ = 3, (d) hod =3

pro a = 0 nebo o = —2, (e) hod = 4 pro a € {1,2,3,4,5}, (f) hod = 2 pro a = 3, (g) hod = 1 pro a = 6.
3.70.* ResSeni.
— (a) Pro ¢ —2a + 3b =0 je hod = 2, pro ¢ — 2a + 3b # 0 je hod = 3.
— (b) Proazljehodzl,proa:—%jehod:2aproa§{{1,—%}jehod:3.
— (¢) Pro a # 0 a b, ¢ libovolna je hod = 3, proa =0 a b # 0 a ¢ libovolné je hod =2, proa=0,b=0a
¢ # 0 je hod =1 a kone¢né proa=0,b=0a c=0 je hod =0.

3.71.* Reseni. Necht nejprve hod A = k. Tedy dim(x1, T, ..., x;) = k. Pak podle véty 2.64 (vlastnost 3) je
{x1, @9, ..., 2} linedrné nezavisld mnozina. Necht nyni obrécené vektory @1, s, ...,z jsou LN. Pak je
to baze svého linearniho obalu a nutné jeho dimenze je rovna k.

3.72.° ResSeni.

1 122 1122 11 2 2
Cvifeni 2.69 (a) [ ¢ 301)~ (018 7]~ (01 8 7 ],hod=3, vektory jsou LN.
142 0386 00 16 15

12 1234
— () (21 -3 ~<0395 , hod = 2, vektory jsou LZ.
15 12 0395
1010 1010
—(c) (o101 N(o 1 0 1|, hod = 3, vektory jsou LN.
1220 0210
Cviceni 2.78 se déla obdobné

3.73.> ResSeni.
112 11 2 11 2
— (a) <o1a>~(o 1 a >~(01 a >7hod:2proa2—5a+3:0,nebolia:gi213.Tehdy
a 33 0 3—a 3—2a 0 0 a®—5a+3
jsou vektory LZ. V opa¢ném piipadé, tj. a ¢ {g + @, g — @} jsou vektory LN.

112 112 112
— (b) <2 1 a> ~ <0 -1 a4> ~ (0 -1 a—4), hod = 3 pro 2a—7 # 0, tj. pro a # . Vektory jsou LN pro
201 02 1 0 0 2a-7
a;«é%.

3.74.> Reseni. Podle véty 2.51 existuje baze B C {x1,xo,..., s} linedrniho prostoru (zy,xs,...,x;). Ta
mé podle definice hodnosti hod A prvkia a je (B) = (x1,@2,...,2k). Necht nejprve y € (B). Pak
B U {y} je linedrné zavisla mnozina, takze hod B = dim(B U {y}) = dim(B) = hod A. Obracensg, necht
dim(B U {y}) = dim(B). Pak nutné B U {y} nemuiize byt bazi svého linedrniho obalu, takze je linearné
zévisla. Protoze B je linedrné nezavisld, musi y byt linedrni kombinaci prvka z B, neboli y € (B).

3.75.5 ReSeni.

AR SR AN SR
—(a) (12a2)~ (01 a o ) takiehod=3VaeR. | il “a) ~ 100 ag1  a-a | takze
2t 1 00 atl a-d 12 2 1 00 0 a®-Ta+7
hod = 3 pravé tehdy, kdyz a® — 7a + 7 = 0, tj. a = +/21/2 — 7/2. To jsou hodnoty parametru a, pro

ktery lezi dany vektor v daném linearnim obalu.

110 -2 11 0 -2 5 ) 3_11(1’_32 3_11(1)_32 5
— () {211 -1)~(0-11 3| takiehod=3.Dale [, | | ~[o o 1 & | takzehod=3
221 2 00 1 6
a 2 2 a 0 0 3—a O
pro a = 3. Pro tuto hodnotu a lezi dany vektor v daném linedrnim obalu.
A
—>(c)(2111>~(0—11—3>,takiehod:3.Déle o016l ~loo 1 6| takze hod =4 a
2212 00 1 6
a 2 2 a 00 3 0
dany vektor nelezi v daném linedrnim obalu pro zddnou hodnotu parametru a.
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Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

1122 112 2
Reseni. Cv. 3.64) g (1) i ;) ~ (8 (1) f g ), takze hod = 3 pro A = g a to je hodnota, pro kterou
123 000 7TA—6
€ (A,B,B).
2 1 23 21 2 3
Cv. 3.65, a) (? ; 5 }) ~ (8 411 zer 1), takze hod = 3 pro 22 + 4z — 12 = 0, tj. * = 2 nebo
12z 6 3 00 z?+4z-12 0
x = —6. Tehdy j JSOLl dané matlce hnearne zavislé. Analogicky ptipad b).
34 4
Cv. 2.79, a) (2 14 2) ( ) hod = 3 nezavisle na a, takze dany polynom nelezi v daném
12 a2 00 a— 3 2
linearnim obalu pro zadné a € R. Analogicky pfipady b) a c).

Reseni.
10711 15 17 37
(a) 1013151734
4 11 21)°
6 7 6 7 16
(b) nedefinovano, pocet sloupctt prvni se nerovna pocétu fadki druhé matice,
8 7 15 22
6 8 13 22
© 611156 )
24 5 12
(d) nedefinovano, pocet sloupctt prvni se nerovna poc¢tu fadki druhé matice,
(e) nedefinovano, pocet sloupcu prvni se nerovné poctu fadkt druhé matice,
69 12345 49 -7 4
51 24 6 8 10 o (42 —13 —6
® (%) @ e m (se 0 =)o)
29 21 —17 —5

510 15 20 25
ReSeni. X2: typ (5,5), Xo X1 : typ (5,5), XoXs: typ (5,3), XoB7: typ (5,4), X,CT: typ (5,1), X,D:
typ (5,1), X4 Xa: typ (5,5), Xa Xao: typ (5,5), Xa Xy: typ (5,3), Xa B: typ (5,4), Xq C”: typ (5,1),
XID: typ (5,1), X, X1 typ (5,5), XpXg4: typ (5,2), XIX,: typ (3,5), XIXT: typ (3,5), XIX,: typ
(3,3), X{B”: typ (3,4), X{ CT: typ (3,1), X{ D: typ (3,1), X X7 typ (4 4), XTX.: typ (7,7), XL A:
typ (7.4), XZAT: typ (7,4), XZB typ (7.5), Xng: typ (3,3), Xd Xb typ (2,5), ngd: typ (2,2),
AX.: typ (4,7), A% typ (4,4), AAT: typ (4,4), AB: typ (4.5), ATX.: typ (4,7), ATA: typ (
(AT)%: typ (4,4), ATB: typ (4.5), BX,: typ (4,5), BX: typ (4,5), BX,: typ (4,3), BBTT: typ (
BCT: typ (4,1), BD: typ (4,1), BTX,: typ (5,7), BT A: typ (5,4), BTAT: typ (5,4), BTB: typ (
CX,: typ (1,5), CXq: typ (1,5), CXp: typ (1,3), CB”: typ (1,4), CC”: typ (1,1), CD: typ (1,
CTC: typ (5,5), CTDT: typ (5,5), DC: typ (5, 5) DD7: typ (5,5), DT X,: typ (1, 5) DTXT: typ (1,5),
D”X,: typ (1,3), DTB”: typ (1,4), DTCT: typ (1,1), D'D: typ (1, 1), ostatni zde neuvedené soucmy
zadanych matic nejsou definovany.

4,4
4,4
5,5
1,1

Reseni. Necht A je typu (m,n) a B je typu (p, q).

(a) Protoze AB je definovano, musi n = p. Protoze BA je definovdno, musi m = ¢, takze B je typu
(n,m). AB je pak typu (m,m) a BA je typu (n,n). To jsou ¢tvercové matice.

(b) Jako v pfipadu (a), navic zde mame podminku m = n, takze skuteéné A i B jsou matice typu (n,n).

Reseni. (AA)A = A(AA), protoZe pii nasobeni matic plati asociativni zdkon (véta 3.38).

21 10 —14 87 44 —59

Reseni. A% = <6 9 5), Al = (29 29 22)7 A3 —7A% + 13A — 5E = O (nulov4 matice).
10 8 -7 44 30 —31

& , 2

Reseni. A? = (chi’; Zgisg), ar1=a*+bc—a(a+d)+ (ad—bc) =0, ay 5 = ab+bd —b(a+d)+0 =0,

as,1 = ag,2 = 0 (ovéfim analogicky).

Reseni. Protoze matice A? je linearni kombinaci matic E a A. Matice A% = (a + d) A2 — (ad — bc) A

je linedrni kombinaci matic A% a A, takze je linearni kombinaci matic A a E. Mnozina {E, A} je bazi

daného libnearniho obalu, pokud E, A jsou linearné nezavislé matice. To plati pravé tehdy, kdyz A neni

nasobkem matice E.

Reseni.

(a) (b) Komutujici matici pfedpokladdm ve tvaru C = (c d) Z rovnosti CA = AC plynou ¢tyri rovnice

s nezndmymi a, b, ¢, d, dimenze prostoru feseni je 2. To plati v pfipadé (a) i (b). Protoze dim(E, A) =

a E 1 A komutuji s A, je prostor komutujicich matic roven obalu (E, A).
a b c

(¢) Komutujici matici predpoklddam ve tvaru C = (d e f). Z rovnosti CA = AC plyne, ze 2¢ = 0,
g h i

b=b,c=c¢,2f=0,e=e, f=f,2a=2i,2b0=0,2c=0, takze a =i, b =c = f = 0 a ostatni proménné
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3.86.2

3.87.3

3.88.%

3.90.3

3.91.°

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

a 00

mohou byt libovolné. Obecna komutujici matice tedy je C = [ d e 0). Bazi prostoru komutujicich matic
h a

tvori napf. matice, které maji jedinou jednicku pod hlavni diagonalou, nebo jednic¢ku uprostied hlavni
diagonaly nebo dvé jednicky na krajich hlavni diagondly, jinde maji nuly. Dimenze tohoto prostoru je 5.

a 0 ¢
(d) Podobnym postupem, jako v (c) zjistim, Ze obecnd komutujici matice je (0 e 0), takZe dimenze
c 0 a
d
;) , takze
a

Reseni. Tvrzeni plati pro vechny matice A typu (2,2) s vyjimkou matic tvaru oE, o € R, které komu-
tuji se vSemi maticemi typu (2, 2). K dikazu tohoto tvrzeni nestaci argumentovat vysledkem cviceni 3.84,
protoze neni snadné dokazat, Ze neexistuje komutujici matice mimo linearni prostor (E, A, A2 A3 ...).
Je tedy potieba pracovat s obecnou matici A = (‘CL Z) a komutujici matici predpokladat tfeba ve tvaru

C= (3 ?) a vyjit z rovnic, které plynou z CA = AC.

hledaného prostoru je 3 a bazi si najde ¢tenafr sam.

(e) Podobné jako v piedchozich pfipadech odhalim obecnou komutujici matici ve tvaru (

— o o
oo o
o o0

dimenze hledaného prostoru je 4. Bazi si zapise kazdy sam.

Reseni. Matici predpokladam ve tvaru ('; Z).
(a) a®? +bc =0, ab+bd = 0, ac+ cd = 0, d*> + be = 0. Protoze a®> = —bc = d?, musi a = +d. Nejprve
predpokldadam a = d. Pak 2ab = 0, takze a = 0 nebo b = 0. Také 2ac = 0, takze a = 0 nebo ¢ = 0.

Piedpokadam nejdiive a = 0. Pak be = 0, takze b = 0 nebo ¢ = 0, coz odpovida maticim (? ) a ( ?2).

00 c 0
Necht nyni a # 0 a a = d. Pak b = 0 a soucasné ¢ = 0, oviem pak z prvni rovnice i a®> = 0 = a. Takze
tato moznost nevede k vysledku. Kone¢né nechf a = —d. Pak druhd a tfeti rovnice je vzdy splnéna a
z prvni rovnice musi be = —a?, neboli ¢ = —a?/b. Z toho vychézi (—aa?/b _ba>.

(b) a®> +bc =1, ab+bd =0, ac+ cd = 0, d*> + bc = 1. Protoze a> = 1 — bc = d?, musi a = +d. Necht
nejprve a = d = 0, Pak bc = 1, takze b # 0 a ¢ = b/c, coZ odpovida matici (1/b 0) Dale predpokladejme
a=d=# 0, pak musi b = 0 a ¢ = 0, takze a = d = +1, coz odpovida matici +E. Koneéné necht
a = —d # 0, pak be = 1 —a?. Jeli |a| = |d| = 1, pak b miize byt libovolné a ¢ = 0 nebo b = 0 a

¢ je libovolné. To odpovida maticim (j;l $1>, (icl :;)1)' Je-li |a| = |d| # 1, pak b a ¢ jsou nenulové,

¢ = (1—a?)/b, coz odpovid4d matici ((1_22)/1) _ba).

(c) a® +bc = a, ab+bd = b, ac + cd = ¢, d> + bc = d. Z druhé a tieti rovnice pii b # 0 nebo ¢ # 0
plyne a + d = 1. Z posledni rovnice je d = (1/2)(1 & /1 — 4bc), pfi¢emz realné feSeni je mozné jen pro
be < 1/4. Z predchozi rovnosti a + d = 1 pak mame a = (1/2)(1 F +/1 — 4bc). Po dosazeni do prvni
rovnice shleddme, Ze ta je nadbyteénd. Shrnuto: pro b # 0 a ¢ # 0 musi bc < 1/4 a matice jsou tvaru

%(HV;C*‘“’C 1i\/21b—W)' Je-lib=c=0, pak a®> = a a d*> = d, takze a = 0 nebo a = 1 a d = 0 nebo

d = 1. Tyto pripady jsou obsazeny v obecné matici uvedené pred chvili.

Reseni.

(a) (A+B)(A+B)=A%+AB + BA + B? = A? + 2AB + B?, protoze AB = BA.

(b) (A + B)(A B) = A? - AB + BA - B2 = A2 — B?, protoze AB = BA.

(c) A = (AB)A = A(BA)=AB = A, B2 = BB = (BA)B = B(AB) = BA = B.

Reseni. Cv. 3.67: (a) singularni (hod < 5), ostatni matice nejsou ¢tvercové.

Cv. 3.78: hod A = 4, takze A je regularni. A? je regularni, protoze mé inverzni matici A=*A~!, CD je
zjevné regularni a DC je zjevné singularni. Ostatni matice nejsou definovany nebo nejsou ¢tvercové.
Cv. 3.69 (a) a # 1 + é, (b) pro vSechna a € R, (c) neni étvercova, (d) neni ¢tvercova,

(e) a ¢ {1,2,3,4,5}, (f) neni ¢tvercovd, (g) neni reguldrni, & € R nem4 vliv.

Reseni. Obé matice jsou inverznimi maticemi k A”. Prvni je tak definovédna a pro druhou plati:
ATAHT = (ATA)T =ET = E, (A" HTAT = (AA1)T = ET = E. Byl vywzit vztah (5) véty 3.38
a dale véta 3.49 o jednoznacnosti inverzni matice.

Reseni.
0 1 0

S @ (o i) O (Y5 0Y), ke D=ad-be, (o) (1 -3 o), (d) (-1 2 1),

-3 7 1
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Uvod do algebry, zejména linedrni Resent cvicent

1-10 0 0
2 -1 1 -1
/2 0 1/2 o 01 -1 0 0 5 1 5 _o
(e) 12 —1/3 1/6 |, (f) matice je singularni, (g) (o o 1 -1 0 ), (h) |5 5 5 |
1 2/3 —4/3 00 0 1 -1 o o 3
00 0 0 1 o o o
1-2 1 0 3.0 -1 0 13/4 —9/4 1 ! o o
N (o1 —2 1 : 0 -2 0 1 —21/2 13/2 —2 —1 !
(i) <0 0 1 —2>’ §) <—2 0 1 0)7 (k) (37/4 —21/4 1 P R B
| o 3 0 1 Oy ..n. ..... RERERTPIRRES
0 0 0 / / Uippne2 g3
1 —-a 0 0 ..0
01 —a O 0

3.92.* ReSeni. P A je jako A, jen s piehozenym prvnim a druhym fadkem, P5A je jako A, jen druhy fadek je
pronasoben ¢islem «, P3A je jako A, jen k druhému tadku je pfi¢ten a-nésobek prvniho. Pti nasobeni
zprava to dopadne stejné, jen misto fadkd matice A se odpovidajicim zptsobem méni jeji sloupce.

3.93.3 ResSeni.
— (a) Ve vysledném soucinu se prohodi také i-ty fadek s j-tym,
— (b) Ve vysledném souéinu se také i-ty fadek prondsobi konstantou a,
— (c) Ve vysledném soudinu se také pficte a-nasobek i-tého fadku k j-tému,
— (d) Ve vysledném souéinu se prohodi také prohodi -ty sloupec s j-tym,
— (e) Ve vysledném soucinu se také i-ty sloupec pronasobi konstantou a,
) Ve vysledném souéinu se také pfi¢te a-ndsobek i-tého sloupce k j-tému.

= (f
3.94.* Reseni.
12 -1 -2
—(a) X=3B-3A= (—1/2 —1/2 2 >,
-1 1 -3/2
1 1/2 3/2
— (b) (A2-A)X=B,tj. X=(A2-A)"'B= ( 4 9/2 13/2>,
—1 —1/4 —5/4
1/2 3/2 —1/2
o (c) X(A2—A) =B, tj. X = B(A2 — A) = ( N )
3/4 13/4 —5/4
160 600 —392
—(d) X =15 (—80 —272 152 >,
—44 —188 148
—2/3 2/3 4/3
— () (E-B)X=A,tj. X=(E-B)'A = (1/3 1/3 4/3>
1/6 —2/3 —1/3
-1 0 0
SOXE-B)-A 0 X-AE-B) =} 0 ).
0 —2/3 1/3

2 0 4
— (g) (A—2E)X =2A,tj. X = (A -2E)"}(2A) = (0 -2 4).
2 2 4
3.96.> Reseni.
— (a) A" = (nla 0) Indukce. krok 1: pro n = 1 je zfejmé splnéno. Krok 2: pfedpoklddam A" = (nla ?) a
n 1 n n__ (10 1 0\ _ 1 0
dokdzu, ze A" = ((n+1 )a 1) Je A"t = AA" = (a 1) (na 1) = ((n+1)a 1)'
A" n}\nfl
- (b) (0 A" )?

— (c) v tomto piipadé A% = E, takze A% = E, A2**! = A pro vsechna k € N,

A0 0 0
0 A2 0 O
— (d) <0 0 AY 0 >’
0 0 0 AL
1 ua va® wa
0 1 _ _ _ ! _ _ ! v _ —
—>(e) (OO ul(l tf’) kdeu-(?)—n,v—(g)—ﬁ,w—(g)—m,kdyzn—lpakw—o
00 0 1
3.97.%> ResSeni. Krok 1: pro n = 1 rovnost zfejmé plati. Krok 2: Pfedpokladam, Ze plati rovnost pro n a dokazu
. n+1 . . n . .
o cosp —sinp _ [cosp —sing cosp —sinp _ [cosp —sing cosny —sinne\) _
JL pro n + L Je (singo costp) - (sin(p COS@) (sincp costp) - (sintp cosgo) (sinn(p cosngo) -
(ZTSEZIB: ;s‘sr(lfg%zf) V diikazu byly pouzity sou¢tové vzorecky pro funkce sin a cos.
3.98. ReSeni. Je A2 =E, tj. A> = A> = AT = A a A? = A* = AS = E, takie C = B + 3E + 4A =

16 0 4a
(0 7 4a>. Pro a = £2 je hod C = 2. Pro o € R\ {2, -2} je hod C = 3.

—a 0 -1

14



3.99.2

3.100.3

3.101.2

3.102.3

4.42.4

L4l

4.43.%

4.44.2

%

4.45.%
4.46.3

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

Reseni. Je-li A typu (m,n), musi byt B typu (n,m), jinak by uvedené souciny nebylyu definovany.
AB je pak typu (m,m) a BA je typu (n,n). Ozna¢im A = (a;;), B = (b ), kde i,k € {1,...,m}
a j,l € {1,...,n}. Necht ddle C = AB = (¢;) a D = BA = (d;). Je c;, = Z?Zl a; jbjr, takze
stopa C je rovna >, Chk = D opey 22‘;1 ak,jbj k. Protoze dj; = >}, bjrak,, je stopa D rovna
Z;-lzl dj; = Z;l:l > opey bjkak,j. Nyni staci vyuzit toho, Ze ay jbjx = bjrak,; a prohodit poradi sum
(o prohozeni sum viz téz dikaz véty 3.38).

Reseni. Protoze AB a BA maji stejnou stopu, je stopa matice AB — BA nulova. P¥itom stopa matice
E je rovna n (po¢tu fadka matice), takZe neni nulova.

Reseni. Necht B je typu (m,n), pak BT je typu (n,m). Ozna¢im B = (b;;), i € {1,...,m}, j €
{1,...,n}. Dale ozna¢im C = BBT = (¢; ;). Je ¢, = 2?21 b; jbr,j, takze cx; = Z;Z:l bj ;bi ;. Protoze
Cik = Ck,i, je matice C symetricka.

Symetrické matice stejného typu tvori linedrni prostor, protoze soucet symetrickych matic je syme-
trickd matice a a-nasobek symetrické matice je symetricka matice.

Reseni.

(a) Protoze vektory z M; jsou linedrnimi kombinacemi vektort z My, je (M) C (Ms). Protoze vektory
z M jsou linedrnimi kombinacemi vektorti z M, je (Ms) C (M;). Takze (My) = (Ms). Obraceng:
z (My) = (M>) plyne, ze vektory z M; jsou linedrnimi kombinacemi vektort z M, a naopak.

(b) Necht A ~ B. Z véty 3.13 plyne, ze (M;) = (Ms). Obracené: je-li vektor linedrni kombinaci radki
matice A, pak lze vytvorit matici B, pro kterou je A ~ B, a pritom B uvedeny vektor obsahuje: pridame
nulovy fadek a k nému pricteme potiebnou linedrni kombinaci ostatnich fadk.

(c) Je-li A ~ B, pak podle véty 3.17 je hod A = hod B. Protoze (M) = (Ms), musi (M; U Ms) = (M),
takze také hod A = hod C. Nechf nyni hod A = hod B = hod C. Protoze hod C = hod A, vSechny fadky
matice B jsou linearnimi kombinacemi radkt matice A. Protoze hod C = hod B, vsechny fadky matice
A jsou linedrnimi kombinacemi fadk matice B.

(d) Je-li A ~ B, pak podle véty 3.55 existuje P pozadovanych vlastnosti. Obracensé, existuje-li regularni
P, 7e A = PB, pak podle véty 3.60 je hod A = hod B. Také matice diag(E,P) je regularni, takze
hodB = hod (5) = hoddiag(E,P)(5) = hod (pg) = hod (§) = hod C. Podle (c) z toho plyne, Ze
A ~ B.

(e) My a M5 jsou dvé baze stejného linedrniho podprostoru (M;) = (Ms). Podle véty 2.59 musi k = m.
Reseni.

(a) sud4, inverze jsou: (3,2), (4,2), (6,2), (6,5).

(b) licha, inverze jsou: (x,1).

(c) licha, (6,x): 5 inverzi, (5, *): 4 inverze, (4,*): 3 inverze, (3,#): 2 inverze, (2,1): 1 inverze.

(d) 1 inverze (2,%), 2 inverze (4,%), ..., n inverzi (2n,x), celkem 14+ 24 --- +n = w inverzi.
Permutace je tedy pro n = 1,2,3,4,... postupné licha, licha, sudé, sudd, licha, licha, atd. neboli je-li
zbytek po déleni ¢isla n ¢tyfmi 1 nebo 2, je premutace lichd, a pro ostatni pfipady suda.

Reseni. Maximalni podet inverzi ma permutace (n,n—1,...,2, 1). Celkovy pocet inverzi této permutace
: _ (n=1)

je(n—1)4+n—-2)+ - +2+1=""7",

Reseni.

(a) (1,4,6,5,3,2). Podrobnéji viz b).

(b) Permutace pro vétsi nazornost zapisu ve dvouiddkové notaci, tj. (i ?,) Z g g g) o (; g i é g (13) Cisla na
prvnim fadku jsou permutaci zobrazena na ¢isla na druhém radku. Skladani zobrazeni o je definovano
»zprava doleva“, tj. nejprve provedu zobrazeni podle pravé parmutace a pak podle levé. Jednotliva cisla
se permutacemi zobrazuji takto: 1 -2 —+3,2 —+3—+4,3—+4—-6,4—-5—-2,5—-6—>56—1—1.
Vysledna permutace tedy je (3,4,6,2,5,1).

(c) (2,4,5,1,3,6).

Reseni. (a) (1,5,2,3,6,4), (b) (6,1,2,3,4,5), (c) (6,5,4,3,2,1), (d) (n+1,1,n+2,2,...,2n,n).

Reseni. 1,102,203 3044 — (11022034043 — (1,1023032044 + 01102303 4042 + (11024032043 —
01,102,403 204 3 — 1 202 103,304 4 + A1 202103 4043 + Q1,202 303104 4 — A1 202 303 4041 — G1,202 403 1043 +
G1,202.403 3041 + 01,302,103 204 4 — A1 302,103 404 2 — 01 302203104 4 + 01 302203 4041 + Q1,302,403 1042 —
(1,302,403 2041 — (1,402,103 2043 + 01,402,103,304,2 + 01,402 203 10443 — 01,402 203 3041 — A1,402303104,2 +
41,402,303 204 1-
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4.47.3

4.48.%

—

4.49.4

4.50.%

4.51.3
*>

4.52.5

4.53.4

4.54.3

4.55.5

4.56.%
4.57.°

%

Uvod do algebry, zejména linedrni Resent cvicent

Res3eni.

(a) 1,102,203 304 4—01,102,203 404,3—01,102,303 204 4+01,102 303 404 2+01,102,403 204,3—01,102 403 204 3 =
ay,1 det A1,1- (b) —01,202,103,304 4+ Q1202103 404,31+ 01 202303104 4 — 01,202,303 4041 — 01,202 4031043+
41,202,403,3041 = —A1,2 det A1,2~ (C) 01,302,103 204 4 —11,302,103,404,2 — 01,302 203 104 4+ 013022034041+
1,302,403 1042 —01,302,403 2041 = 41,3 det A1,3. (d) —Q1,402,103,204,3+01 402103304 2+01 402 203,104 3—
(1,402,203 3041 — Q1,402,303 1042 + 01,402 303 204,1 = —a1 4 det Ay 4.

Res3eni.

(a) S¢itanec odpovida permutaci (2,5,1,3,6,4), ta m4 5 inverzi, znaménko —.

(b) Séitanec odpovida permutaci (5,1,2,3,4,6), ta ma 4 inverze, znaménko +.
(c) Nejedné se o séitanec z definice determinantu.
(d) Jsou zapsany dva séitance (viz a,b), celkem je séitacii 6! = 720, takZze chybi jesté napsat 718 s¢itanc.

Reseni. Dand funkce je polynomem v proménné x, protoze podle definice determinantu je p(x) rovno
souctu soucinid ruzné vybiranych prvka dané matice. Souc¢inem vybranych prvka ziskdme funkci tvaru
cx® a souctem takovych funkci je obecné polynom. V soucinech se vyskytuji vidy 4 prvky matice, takze
k < 4 a polynom musi byt nejvyse ¢tvrtého stupné.

Podle definice determinantu vyberu vSechny takové scitance, které jsou tvaru cz?, jejich souctem
odhalim koeficient a4. VSechny prvky v soudinu museji obsahovat proménnou x. V prvnim fadku je
tedy mozné vzit prvek jen z prvniho sloupce a ve tretim fadku ze tfetiho a ve ¢tvrtém z druhého
sloupce. Tim jednoznacné vychézi, ze z druhého fadku je mozné vzit prvek jen ze ¢tvrtého sloupce.
Souc¢in x(3z)x(2z) = 6x* odpovida permutaci (1,4,3,2), ktera je lichd, takze ay = —6. Déle vyberu
sCitance, které maji v sou¢inu t¥ikrat proménou x. Kdbych z prvniho fadku vybral jiny nez prvni prvek,
pak musim v nékterém z ostatnich fadkd pouzit prvni sloupec a tim mam soucin uz dvou konstant. Ze
zbylého soudinu dosédhnu nejvyse na druhou mocninu z, ovéem jé potiebuji 23. Takze z prvniho Ffadku
musim vybrat prvni prvek. Mocninu 2> obsahuji jen souciny odpovidajici nasledujicim permutacim:
(1,2,3,4), (1,3,4,2), obé jsou sudé, takze 223 + 223 = 423, a3 = 4.

Reseni. p(z) = (a — z)(c — ) — b? = 22 — (a + ¢)x + ac — b*. Diskriminant je: (a + ¢)? — 4ac + 4b* =
a? + 2ac + c — dac + 4b=a? — 2ac + 2 + 4% = (a — ¢)? + 46 > 0.

Reseni.

(a) p(z) = 0, jen pokud souéin prvkd na hlavni diagonale je nulovy, tj. x = 3 nebo £ = 5 nebo z =7

nebo z = 9.

(b) p(z) = 0, jen pokud aspoii jeden z prvki obsahujici proménou z je roven jedné, takZe x = 2 nebo

x = 3 nebo x = 4 nebo x = 5.

(¢) Pro x; = a; je posledni fadek roven i-tému, takze fadky jsou LZ a p(z) = 0. Protoze je prvnich n —1

fadkd LN, jsou vSechna a; navzajem rizna, takze jsem uz naSel n — 1 kofen polynomu p. Z definice

determinantu plyne, Ze tento polynom je stupné nejvyse n — 1, takze jsem uz nasel vSechny jeho kofeny.

Reseni. (a) -2, (b) ad — be, (C) 2, (d) L, (e) 6, (f) 0, (g) L (h> -1, (1) L, (J) -1, (k) 4, (l) 1, (m) L.
Tieba inverzni matici k (e) budu pocitat metodou dopliiki. Jednotlivé subdeterminanty jsou |; ﬂ =

-3, 33 =3, =0l =205 =4 ol =3 [,/ = -1

22 _ .
1o 5 1|— 8, Matice

21
’ 5 2

51| _ 2
4 ol =6 ‘2
-3 3 6
doplnki tedy je [ 0 —2 4 | a inverzni matice je transponovana matice doplnku délena determinantem

3 1 -8

-3 0 3
3 -2 1 |.
6 4 -8

Reseni. (a) o> +a—1, (b) a®? —2a+2, (e) (a—1)(a—2)(a—3)(a—4)(a—5), (g) 0. U pfipadt a), b), e)
je hodnost minimalni tehdy, kdyz je determinant dané matice nulovy. U pfipadu g) minimalni hodnost
za pouziti determinantu neodhalim, protoze determinat je nulovy pro vsechna a.

ptvodni matice:

o=

Reseni. Vektory zapiseme do fadkt matice A. Protoze je dano n vektorti z R”, je A ¢tvercova matice.
Vektory jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz det A = 0. Viz vétu 4.27 a metodu ze cviceni 3.71.

Reseni. (a) 1, (b) -7, (c) —1, (d) 0, (e) 365, (f) 3abc— (a®+b3+c?), (g) 0, (h) 2a® —a®(u+v+w) +uvw,
(i) a® — 2a® + 1.

Reseni. a®> + b2 +c? =1

ReSeni. Za vysledky jsou uvedeny naméty, jak se daji determinanty pocitat. Neni to jedina cesta k
vysledku, miZete samoziejmé pocitat i jinak (a mozna Gcelnéji).

(a) (a —b)(a — ¢)(c — b): prvni sloupec odeéist od druhého a tfetiho,
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0: druhy a tieti sloupec odecist od prvniho,
0: prvni rfadek odecist od druhého a tretiho, pak rozvoj podle tfetiho sloupce,
(a —b)(a — c)(c —b): jako c), rozvoj podle prvniho sloupce,

a’(c—b) +b*(a—c) + c2(b— a): jako d),

6: prvni radek odecist od ostatnich,

0: k-nésobek prvniho sloupce odeéist od druhého (k = 2), tfetiho (k = 3) a ¢tvrtého (k = 4), pak

voj podle prvniho Fadku,

2a — 12b — 4c¢ + 6d: rozvoj podle posledniho fadku, pak Sarrusovo pravidlo,
16: ptilnasobek druhého sloupce odecist od posledniho, pak rozvoj podle posledniho sloupce,
—324, (k) 100,

abed: rozvoj dle posledniho fadku, pak dle tretiho sloupce,

) abede: rozvoj dle tietiho fadku, pak dle ¢tvrtého sloupce, pak dle prvniho sloupce,

n) a3(a +4): prvni fddek odeéist od ostatnich, pak k prvnimu sloupci pti¢ist viechny ostatni,

0) 0: druhy fadek odeéist od tretlho a ¢tvrtého, pak rozvoj dle prvniho sloupce, rozdily kvadratt zapsat

jako soucin podle vzorce A% — B? = (A — B)(A + B) a vytknout spolec¢né ¢initele z fadki,

p) abed — abe + ab — a + 1: rozvoj dle prvniho fadku,

q) 12: druhy sloupce odecist od ¢tvrtého a Sestého, pak rozvoj dle druhého faddku. Podobné vyrobit nuly

(pivodné) étvrtém Fadku a rozvoj dle néj,

r) 0: nenulovi séitanci z definice determinantu neexistuji, véz na prvnim fddku miize lezet v prvnim
nebo druhém sloupci a na druhém fadku v druhém nebo prvnim sloupci, véz z tfetitho fadku ale pak
nemuze stat na nenulovém prvku,

— (s) 32147 4 56831: odecist druhy fddek od prvniho, pfimé pouziti k¥izového pravidla neni uéelné.
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4.59.%2 ReSeni. Vynéasobim prvni sloupec stem a druhy desiti a toto pii¢tu ke sloupci tietimu. Takto pozménéna
matice ma podle véty 4 21 stejny determinant, z posledniho sloupce je pak mozné vytknout ¢islo 13:

3 3 338 a
det A = |7 4 741| =13 7 4 b| = 13d, ptitom cisla a, b, ¢, d jsou celd.
8 7 871 8 7 c

4.60.* Reseni. Vyuziji vétu 4.35. (a) det A= = 1/det A = 1/3, (b) det A2 = (det A)? = 9, (c) det AB =
(det A)(det B) = —21, (d) det ABA = (det A)*(det B) = —189, (e) det AB™! = (det A)/(detB) =
—3/7, (f) det AB3 = (det A)(det B)? = —1029.

4.61.> Reseni. Jsou-li funkce lin. zavislé, pak podle véty 2.21 existuje jedna (napi f,.), ktera je linedrni kom-
binaci ostatnich. Stejna linedrni kombinace derivaci téchto funkei da f/ a podobné pro derivace vyssich
fada. Takze r-ty fadek matice W (z) je linedrni kombinaci ostatnich fadkd pro vSechna x € R. Podle
véty 2.21 to znamend, ze fadky matice W (x) jsou linedrné zévislé pro vSechna x € R, takZze det W (x)
je roven nule pro vSechna = € R.

4.62.> Reseni. Kdyby byly funkce fi, fa,..., f, linearné zavislé, pak podle cviceni 4.61 je W(z) = 0 pro
vSechna x € R a to je ve sporu s pfedpokladem, Ze existuje z € R takové, ze W (z) # 0.
3 2
4.63.> ReSeni. f{(z) = 322, fj(z) = 32 sgna, W(a) = | o o 5 . T, 3
z € R. Funkce f; a fo pfitom zjevné nejsou linearné zavislé, protoze jedna neni nasobkem druhé. Piiklad
ilustruje obé tvrzeni, a) i b).

=sgnx = 0 pro vSechna

4.66.2 Reseni.

— (a) D, je geometrickd posloupnost s kvocientem a, takze D, = Dla”_l.

— (b) Ovéfime nejprve, ze (1, a, a2, a?,a*,...),(0,1,2a,3a?,4a3,...) tvoii béazi linedrniho podprostoru P
posloupnosti tvaru D,, =a D, _1+b Dn,g. Protoze x2 —axr— b mé dvojnésobny kofen «, je a2 4+4b =0 a
a = a/2. To znamen4, 7e a = 2a a b = —a?, takZe pro posloupnosti z P plati D,, = 2aD,,_1 — a?D,,_».

Obé posloupnosti z navrzené baze tomuto vztahu ziejmé vyhovuji. Napt, pro druhou posloupnost je
(n—1)a"? =2a(n—2)a" 3 —a?(n—3)a""* Po vykraceni a" 2 zlistava n — 1 = 2(n —2) — (n — 3), coz
zjevné plati. Obé posloupnosti tedy lezi v linearni podprostoru P, jsou linedrné nezavislé a dim P = 2.
Takze méame bazi. Jakakoli posloupnost (D;) € P je linedrni kombinaci béze, koeficeinety této kombinace
uznatme u,v. Je w = Dy, v = Dy —aDy a D, = ua™ ! + v(n— 1)0z”_2. Vsimnéme se, ze druha
posloupnost v bazi je derivaci prvni podle a.. Souvisi to s tim, Ze pokud p(x) = 22 —az—b mé dvojnisobny
kofen «, pak nejen p(a) =0, ale i p’(a)) = 0 (viz cviceni 11.99).

— (c) Jsou-li nékterd z ¢isel a,b, Dy, Dy komplexni, pak ndm nevadi, Ze vzorec z véty 4.65 dava komplexni
vysledky a zZe pracujeme s kompexnimi kofeny «, 3. Jsou-li ¢isla a,b, D1, Dy redlnd a « je komplexni
kofen, pak § = @ je také kofen a s timto znacenim muzeme pouzit vzorce z véty 4.65. Snadno se da
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ukazat, ze D,, vychazi jako redlné ¢islo, ackoli se ve vzorci pracuje s kompexnimi ¢isly «, 5. Kdybychom
chtéli navrhnout jen realné vzorce, pak secteme bazové posloupnosti a vydélime dvéma a odecteme bazové
posloupnosti a vydélime dvéma i. Dostavame nové dvé linedrné nezavislé posloupnosti, jedna obsahuje
realné ¢asti z a” a druhd imaginarni ¢asti z a™. Ty lze pouzit pro sestaveni redlné linearni kombinace
na zakladé znalosti ¢isel Dy, Dy. Déle pro vyjadfeni redlné resp. imaginarni ¢asti z o™ je mozné pouzit
Moivrovu vétu (viz naptiklad piiklad 11.48). Pii o = |a| e = |a| (cos ¢ + isin ¢) dostavame

Dy — Dyla|cos ¢

D, = uRe(a" ) +vIm(a" ) = Dila|” ! cos(np — p) + la|" "t sin(ng — ¢).

|a| sin

Ten vzorecek vypada dost odporné. Asi je lepsi zustat u vzorecku z véty 4.65 a nebat se pouzit prechodné
malé mékké .

Reseni.
11 1 .1
0-10 .. 0
(a) Po odecteni prvniho fadku od ostatnich je o 0 -1 .. o | = (=1)""L
R
(b) Po odecteni prvniho fadku od ostatnich mam snado patrny vysledek: (n — 1)!.
n n n e mon
~1 0 0 .. 00 % e
@[ 1 0 o o= (yrin] 2t 0 0| = (<)1) 0 = n. Nejprve byl ode-
L 150 250 350

¢ten prvni radek od ostatnich a poté proveden rozvoj determinantu podle posledniho sloupce.
1-n "0 0 ..0

(d) Odectenim posledniho fadku od ostatnich: | © 277 0 - 0) — (_1)n—1p]
n n n n
ajtas+--+an, a2 az ag Qn
0 100 0
i , - , A 0 01 0 0| _ <wn
(e) Pfi¢enim druhého, ttetiho, ..., n-tého sloupce k prvnimu: 0 o o0 1 o =izt @i
0 00 0 1
c1 a a a
a—cy1 co—a 0 0
(f) Odectenim prvniho faddku od ostatnich: {a~c1 0 ez—a ... 0 | vytknu ¢; —a z i-tého sloupce (pro
a—cq 0 0 ... Cp—a
c1/(c1—a) a/(ca—a) a/(cz—a) ... a/(cp—a)
—1 1 0 0 _
v8echny sloupce): (¢; —a)(ca—a) - (¢, —a)| -1 0 1 0 a nyni podobné jako
~1 0 0 1

v pfipadé e) pfi¢tu vSechny sloupce k prvnimu, dostavam nuly v prvnim”éloupci (pod prvnim prvkem) a
vysledna hodnota determinantu je (¢;—a)(ca—a) - - - (¢, —a) (1 +t ettt ) Aby

co—a cz3—a Cn—a

vysledek vypadal ,,symetricky*, vyuzil jsem jesté rovnost 1+ —4— =

- 1 Zbyva vysettit pripady, kdy se
1—a c1—a

ve vzorci déli nulou, a tudiz tento vzorec nelze pouzit. Je-li ¢c; = a, pak uz v prvnim mezikroku dostavam
matici, kterd ma v prvnim sloupci pod prvkem ¢; = a nuly, takze vyslednd hodnota determinantu je
a(ca —a)(es —a) - (¢, — a). Je-li ¢; # a, ale ¢; = a, pak prohozenim i-tého sloupce ptivodni matice
s prvnim a naslednym prohozenim i-tého fadku s prvnim se prevede problém na pripad c¢; = a. Takze
pokud existuje i takové, ze ¢; = a, pak hodnota determinantu je a krat soucin vSech (¢; — a), j # i.

Reseni.

(a) rozvoj podle prvniho fadku vede na D,, = 5D,,_1 —2-3 D,,_2, tj. mame rekuretni vzorec s odpovida-
jicim polynomem (podle véty 4.65) ve tvaru 22 — 5z + 6, ktery ma koteny o = 3, 3 = 2. Protoze D; = 5
a Dy = 19, jsou koeficinety linedrni kombinace bézickych posloupnosti (viz diikaz véty 4.65) rovny u =9
a v = —4. Vzorec na piimy vypocet D, je D, =9-3""1 —4.2"" 1

(b) rozvoj podle prvniho ¥adku vede na D,, = 4D,, 1 —4D,,_5, coz odpovid4 polynomu 2?2 — 4x + 4, ktery
ma dvojnasobny kotfen 2. Je potieba postupovat podle vysledku cviéeni 4.66 ptipad b). Protoze D; = 4
a Dy = 12, jsou koeficienty linearni kombinace bazickych posloupnosti rovny uw = 4, v = 4 a vzorec pro
pfimy vypocet determinantu je D,, = 4-2""1 +4(n —1)2"2.

(c) rozvoj podle prvniho fadku vede na D,, = 4D,, 1 — 5D,,_5, coz odpovid4 polynomu z? — 4z + 5,
ktery mé kofeny 2 + ¢. Navazeme na vysledek cviceni 4.66, piipad c). Nebudeme prechézet k realnym a
imaginarnim castem, ziistaneme pfi pocitani s malym mékkym . Protoze D1 = 4 a Dy = 11, vychazeji
koeficienty u bazickych posloupnosti u = 2 —3i/2, v = 2+ 3i/2. Vzorec pro piimy vypocet determinantu
je Dy = (2—3i/2) (2+1)" "1 +(2+3i/2) (2—i)"~ . ProtoZe se s¢itaji v tomto vzorci komplexné sdruzena
¢isla, vychézi cislo realné.
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— (d) rozvoj podle prvniho fddku vede na D,, = sD,,_

Podle toho, zda s > 4pg nebo s2 = 4pg nebo s>

1 — pgD,,_s, coz odpovida polynomu z? — sz — pq.

< 4pq pouzijeme vysledek véty 4.65 nebo vysledek

cvideni 4.66 (pfipad b) nebo vysledek cviceni 4.66 (piipad c).

4.69.3 Reseni. Oznac¢im V (z1, 79, 73,

...y Zpn) = Dy. Determinant jako polynom v proménné x,, méa koeficienty,

které lze teoreticky ziskat rozvojem tohoto determinantu podle posledniho fadku. Koeficient u nejvyssi
mocniny proménné x"~! je roven D, ; (determinant matice, ve které je vynechan posledni fadek a
posledni sloupec). Polynom tedy muZeme zapsat jako ,D,_; krat souin korenovych ¢initeli“. Podle

vysledku cviceni 4.51 (p¥ipad c) jsou kofeny tohoto polynomu ¢isla x4, xa, .
V(zy, 22,23, ., 2n) = Dp1(Tn — 21) (%0 — 22) (X0 — 23) -+ (Tn — Tn1) =

.., Tp_1. Takze:

Dn—Q(-Tn—l - xl)(xn—l - Z‘2)(-77n—1 - 373) T (x’!L—l - J?n_g)(x" - xl)('xn - $2)(In - $3) T (l‘n - an_l) =
- =[[}5 51 (zi — x;), kde [T je symbol pro souéin.

Poznamka: existuje nékolik dalSich moznosti, jak spocitat Vandermontiv determinant, ovsem zde
uvedeny postup prevzaty z [21] je asi nejzajimavéjsi.

4.70.> Reseni. Vyjdu z matice typu (5,5), kterd ma na hlavni diagonéle jedni¢ky, pod ni nuly a nad ni libovolna
¢isla. Determinant této matice je roven jedné. Dale provedu s touto matici nékolik krokia Gaussovy
elimina¢ni metody, které neméni determinat (pfi¢teni ndsobku libovolného fadku/sloupce k jinému) tak,
abych odstranil jednicky z diagondly a nuly z mista pod diagonalou Vyslednd matice bude mit stéle

determinant roven jedné.

5.44.° Reseni.

— (a) hod A = 2, hod(A|b
(b) hod A = 2, hod(A|b
(¢) hod A =2, hod(Al|b
(d) hod A = 2, hod(A|b) = 3, soustava nem4 Feseni,
— (e) hod A = 2, hod(A|b) = 3, soustava nema FeSeni.

~

= 3, soustava nema feseni,
= 2, soustava ma FeSeni,
= 2, soustava ma Feseni,

= >

%
—
—

~

5.45.° ReSeni. Mezivysledky po eliminaci matic uvedenych soustav lze najit v feSeni ke cviceni 5.50

— (a) Béze: {(5,—-2)}, dim =1,
b

~

baze: {(1,—-2,3)}, dim =1,
béze: {(13,2,7)}, dim = 1,

béze: {(5,—7,5,6)}, dim = 1,
baze: {(2,1,0,—1),(—25,0,9,13)}, dim = 2,

PRy

EEBZES

1

N A A

—~
~—

soustava je ekvivalentni se soustavou s matici

oo
o o
o = W

@]

—~ Q.

béaze neni, dim = 0, soustava ma pouze trivialni feseni,
béaze neni, dim = 0, soustava ma pouze trivialni feseni,

béaze neni, dim = 0, soustava méa pouze trivialni feseni,

2
2

1
3
0 —2

]

1
2), za promeénné x, T4, Ts, T7 postupné
1

sadim 1,0,0,0; 0,1,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1 a ostatni proménné dopocitdm z rovnic, dostavam bézi:
(1,-2,0,0,0,0,0),(0,8,-3,1,0,0,0),(0,6,—4,0,1,2,0), (0,4,—1,0,0,—1,1)}, dim = 4.

= ( (
3 —1 1|-1 PR
(b (2 | 2) ~ 0‘73),resen1: {(=3.8)1,
= () (4 7|3 ~ (@ —11-2), resent (0,2) + ((1,2)),
e b 1 -1 1|1
— (d) <1 11 5> ~ (0 1 0‘2>, feSeni: (3,2,0) + ((—1,0,1)),
1 0 1|3
1 -4 1 1 1 1 1 -4 1
— (e) det A =142, |11 -9 —4| =2840, |3 11 —4| =710, (3 —9 11| =142,
111 2 1 5 111 1 5 2 111
fedeni: 73 (2840, 710, 142) = (20,5, 1),
7 1 -3 —4]1 7 1 -3 —4]1 71 -3 —4]1
— (f) (3 -2 5 —6 1) ~ (17 0 -1 —14 3) ~ (17 0 -1 —14 3), FeSeni £(2,48,19,0) + ((1,6,3,1)),
6 5 —13 3 |1 —29 0 2 23 |—4 5 0 0 -5 |2
2 -3 -3 —4]1 9 _3 _3 —4|1
- (g) (6—9 v u)3>rv(0 o5 Th|e), Tesent: (2,1,0,0) +((3,2,0,0), (2,1, 11, -8)),
3 -3 13 18 |1
1 2 3 -1 7
1 -8 13 91-9 123 -1]7 )
@) 47—z |~ (523 H] D), gesens (4,0,1,0) + ((~1,1,0,1), (~7,0,5,8)),
2 -1 -2 3 6
3 1 1 2 13
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31 2 2 4 1 42
93 9 713 -110|7 1224 1 4|2
— (i) 62759 4 9|8 0311 —4 -2 1), feSeni: (0,-10,0,3,0,0,1) +
315 35 3 516 0000 2 1|1
9 3128 14 9 15|15

+ <(17_37070a07070)7(0747 3 0 0 0 7(07 1717070)3(271707();0717_2»'
5.47.5 ReSeni. (b) {(~1,1)}, (¢) (0,1,-1,0,0) + ((1, 2,0,0),(o,o,_1,1,0),(0,—1,—1,0,1)>.
5.48.5 Regeni. (2,0,0,0,0) + ((0,1,0,0,0),(—1,0,1,0, 0) (2,0,0,1,0), (=3,0,0,0,1)).

5.49.° ReSeni.
— (b) detA =1, |—73 |3 7!| =8, feseni: (—3/1,8/1),
— (e) TeSeno piimo v uloze .46 Cramerovym pravidlem.
5.50.°> ReSen
— (a)

Symbolem [a«+b] v nékterych fesenich zde oznacuji prohozeni a-tého sloupce s b-tym.
5/2) = (E1|C), (—~CT|Ey) = (-5/2 1), to je jediny prvek hledané béze,

2

i.
(1
=@ ~(3 )~ 1) e ()] 3)) =(EC), (-CT|Ey) = (3 -2 1) [1e3] (1 -2 3),
— (e) ~ (3 (1] :143> ~ ((1) (1) _—123//77) ~ ((1) (1) —_123//77) = (E4|C), (—CT‘EQ) = (13/7 2/7 1),
123 -1 100 —5/6
- (g) ~ <o 15 -3 ) ~ (o 10 7/6) = (E1|C), (~CT|Ey) = (5/6 —7/6 5/6 1),
001 —5/6 001 —5/6
- 10 —1/9 2 . .
— (h) ~ (é 3 _133 3) ~ (0 (1) 713//9 1) = (E1]C), (-CT|Ey) = (17/3 15/19 (1] (1)), to jsou dva prvky béze,
2131 2 21
— (i) ~ (0 013 2 12
000 211

210 -8 60 —4 100 -8 —62 —4
>~(001 3 40 1)[1<—>2,2<—>3,3<—>6] <o1o 3 40 1):(E1|C)7
000 0 —21 1 001 0 —21 1
0 10 1
2 01 0
000 0
0 0

00 0 8 —3 0 0

00 0 6 —4 2 0 . . .
10| Be62es e (10 0 O o | » to jsou hledané 4 prvky baze.
01 0 1

5.51.% ReSeni.

2 5 3 /213 3 -3 —=5| /|3 -2 -5
—>(a)x2:1112/132:—36/(—12):3,(c)x2:‘7 16 —3/7 1 -3 =-49/(—-49) =1
31 2// |312 1o —2// |11 -2
41 1 0 4 -1 1 0
2 4] /(2 3 112 1 12 2 1
= B) w2 =5 /[ sl =0/(-1) =0, () w2 =35 | 55 | / 16 15 —o 4| = 8/(=100) = 0,08,
51 2 —1 5 —6 2 —1
12 -1 4|1 1 -1 12 -1
—(e)xa =11 2 1 / 1 -1 =8/4=2,(f) 1 2 1|=0,soustava nema jediné feSeni (presnéji: bud
1 -2 2 1 —4 1 -2 2

nemd zadné FeSeni nebo jich mé nekoneéné mnoho). Nelze pouzit Cramerovo pravidlo.

5.52.> ReSeni.

— (a) (117 ;‘11)) ~ (1_ppz Hl—pr)’ p = 1: (1 1]1), FeSeni (1,0) + ((1,—-1)), p = —1: (-1 1|-1), Fedeni

(1,0)+ (1,1, p # £1: (7 5|5) ~ (3 o] 7). Fesent (1,0).

1 -7 =5]0 1 -7 =5
—>(b)detA:(p—17)(p—2),p:17:(2 17 —1 3>N(o -3 9
-1 3 17|-1 00 0
1 -7 5| 0
p=2 (2 -2 —1 3> ~ ((1) ;7 ;5‘(1)), feseni (%,O,%)Jr((l,?), —4)),
-1 3 2 |-1

Hj fotoni (26 3 _1
p & {17,2}: jedno TfeSeni (m, e T )
— (C) det A = _(p - 1)2(p+ 2)7 p= 1. ~ (1 11 ‘ 1)7 feSeni (1’0,0) + <(_17 170)7 (_170’ 1)>7

p=-2 ~ ((1) L7 *12), fegent (0,0,1) + ((1,1,1)), p & {1, —2}: jediné Feseni (0,0, 1).

0
3) , nema Feseni,
1

7 v v 7’ v v ’ 2— —_ 2— 2_
— (d) det A = (p—1)%(p +2), p € {1, —2}: nem4 Feseni, p ¢ {1, —2}: feseni ((§+2)357;)a (ppiFQ)f);_fp)’ z;+21

1 p —11|-3

-2 0 1 0 R . - . . o1 .
—(e) detA =0, ~ | ap+1 0 0| -8 | kvtli pfedposledni rovnici nemtze xo = 0, takze kviili posledni

0 p 0 0|0

rovnici musi p = 0, jinak soustava nema feseni,
1 0 —-11|-3

p=0: ~ (—2 01 0[O0 ), feseni (0,8,0,—3) + ((1,0,2,1)),
01 0 0|-8

L1206 11 2 [ 6) wo v (13 1
— (f) ~ 8 p:) 7010 702 ,p=5h: (0 1 _10‘ _2), feseni (42, —1,0) + ((-9,5,2)),
et w98 2
p # 5: jediné feseni (?’0’ 5),
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Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

120 2|5
— (g) ozna¢im x = x4 a pfictu Cislo 4 ke kazdé rovnici, ~ (0 1 -2 p-2|0 >, p = 5: nema FeSenti,
00 0 p—5|—4

Cvx o (3p+1 4(p—2) 4
p # 5: feseni (p—p, ;’5 ,0, ﬂ)+<(—4,2,1,0)>,

— (h) det A = (p—1)2, p=1: ~ (1 1 1]1), fedeni (1,0,0) + ((—1,1,0), (—1,0,1)),

p # 1: jedniné feSeni (—1,1,1),

- (1) det A = (p_1)3(p+3)ap =1 ~ (1 111 ‘ 1)7 feseni (17070a0)+<(_17 170a0)7 (—1,0, 170)7 (_170707 1)>1

111 -3|1
p=—3: ~ 8 é (1) j 8 nem4 feSeni, p & {1, —3}: jedniné feSeni —— (1 1,1,1),
000 0|1

— (j) det A =p%(p+3),p=0: ~ (1 1 1]0), feseni ((—1,1,0),(—1,0,1)),
1

p=—-3 ~ (0 1 f ‘8) fesent ((1,1,1)), p & {0, —3}: jediné Feseni (2 — p?,2p — 1,p® + 2p* — p — 1).

Reseni
-2 117 ) . —2 1 1|7 .
— (a) ~ 1 -10|g-14 ), p=—1,¢g # 11: nemd feSeni, p = —1,¢ = 11: ~ (1 . 0‘ _3>7 feSeni
p+1 0 0|3g—33
(0,3,4) + ((1,1,1)), p # —1: jeding Fedeni (?’(g%}ng’(g%}” —g+14, 20 4 g 7)

—(b)detA =(p-172%p+2),p=1 ~ (é (1) é‘qil), p = 1,q # 1: nem4 feSeni, p = 1,q = 1: TeSeni

5.54.3

5.55.2

5.56.2

5.58.%

—2 1 1| 1
(1,0,0) + ((—1,1,0), (—-1,0,1)), p = —2: ~ ( 1 -10 —1>, p = —2,q # 1: nem4 FeSeni,
0 0 0|g-1

’ . . A 7 —_ 2 —_q— —
p=—2,q=1:TeSeni (0,1,0) + ((1,1,1)), p & {1, —2}: jediné FeSeni ((p+;)(;q»—1)a (1;4—_&-217)(;_11)’ E§+;;Ezﬂ;)’

P 1 1 1 P 1 1 1
o Nmlar (e ol e )
1-r (1-pr)(1-q) (1-r)(1—q) 0| (1—r)(1—q)
1

— (c) det A = pgr —p—q—r+2, ~<1p -10
1 —r 0
0 ), v upravé jsem predpokladal g # 1, pfipad ¢ = 1 ponecham na pozdéji,

=

pr
p 1 1
1-p g—1 0
<detA 0 0|(1-r)(1—q)
q #1,det A # 0: jediné feseni 1+ ((r—1)(¢—1),(r—1)(p—1),(¢ — 1)(p — 1)),
q# 1,7 #1,det A = 0: nem4 FeSeni,

g#1,r=1,detA=0: ~ (131; qil é‘é),feéeni (0,0,1)+ {(¢g — 1,p— 1,1 — pq)),

P 1 1 1
nyni piipad ¢ = 1 se vSemi podpfipady: ~ (lpr 1-r 0 1r>, p=q=r=1 ~ (111]1), feSeni
1-p 0 0] 0

(1,0,0) + {(~1,1,0),(~1,0, 1)), g = Lp=L,r # 1 ~ (] | 3|}), fesent (0,1,0) + {(~1,1,0)),
g=1p#£1r=1 ~ (f ; é), eseni (0,1,0) + (0,1, 1)), g = 1,p # 1, # 1: jediné feseni (0,1,0),

(d) ~[p#0] ~ (pq »? ‘pq) ~ (o 2 _q ‘pqpp > p#0,p#q,p* — ¢*> = 0: neméa Feseni,

p#0,p=q ~ (1 1|1), FeSeni ( 0) + ((1,-1)), p # 0,p* — ¢ # 0: jediné Teseni (1,0),

p=0: ~ (2 g‘ 2), p=q =0 feseni R2, p=0, ¢ # 0: jedniné feseni (1,0).

Reseni. Determinant soustavy je Vandermondiiv, takze je nenulovy pravé tehdy, kdy# vSechny parametry
a; jsou vzajemné ruzné. V tomto pfipadé ma soustava nenulové feseni.

Reseni. Necht K = {ba,,ba,,---,ba,}, je néjakid koneéna podmnozina mnoziny M. Polozim jejich
linedrni kombinaci x1bs, + x2ba, + -+ + T, by, rovnu nulové posloupnosti. ZapiSu-li, co to znamena
pro prvnich n slozek téchto posloupnosti, dostavam soustavu stejnou, jako ve cviceni 5.54. Protoze jsou
vSechna «; vzdjemné rtznd (vybral jsem rtzné posloupnosti z mnoziny M), ma tato soustava pouze
trivialni feseni, takze K je linearné nezavisla mnozina vektori. Protoze K byla vybrana z mnoziny M
libovolné, je také M linearné nezavisla mnozina.

Reéeni. Il(bo + Oélbl + -+ Oé?_lbn_l) + Ig(bo + ongl “+ e+ Oég_lbn_l) —+ e+ In(bo + Ot»,,bl + -
—ﬁ—oz”*lbn 1) = o, takie (v1+xo+---+x,) bo+ (T101 +Tog+ - -+ Tpay) by (w10 zgad T 1+

ctapal” 1) b,_1 = o. Protoze mnozina by,bs,...,b,_1 je linedrné nezavisla, museji koeficienty jeji
linearni kombinace byt nulové, mé-li se tato kombinace rovnat nulovému vektoru. Z toho vychézi soustava
rovnic jako ve cviceni 5.54. Protoze «; jsou vzajmené ruzna, musi byt xr1 = 2o = --- = x,, = 0, takze

vektory z libovolné n-prvkové koneéné podmnoziny mnoziny M jsou linedrné nezavislé.

Reseni. Protoze mnozina feSeni homogenni soustavy je podprostorem. Poznamka 1.27 dokazuje, Ze
takovy podprostor, méa-li nenulovy prvek, musi mit nekone¢né mnoho prvki.
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5.59.3

5.60.3

5.61.%
_>

%
—
_>
_>

5.62.3
*>

5.63.%

%

5.64.3
5.65.3

5.66.%
*>

_>

%

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

ReSeni. Sta¢i prohodit vjznam pojmi ,neznamé“ a ,koeficienty soustavy“ a Fesit piislusnou ,du-
alni“ soustavu homogennich rovnic. Pfesnéji: Do Ffadkt matice U zapiSeme postupné slozky vektora
U1, Ug, . .., uy. Hledand soustava s nezndmymi koeficienty A = (a; ;) spliiuje AUT = O, kde O je nulova
matice. Po pouziti vlastnosti (5) véty 3.38 mame UAT = O7| takze k nalezeni koeficient{i matice A staci
fesit homogeni soustavu rovnic Uz = o. Slozky kazdého bazického prvku feseni této soustavy odpovidaji
koeficienttim jedné rovnice hledané soustavy Ax = o.

Reseni. Koeficienty pfidruzené homogenni soustavy najdeme zptisobem popsanym v Feeni cviceni 5.59.
Pravou stranu zjistime dosazenim partikularniho feseni v do vSech rovnic.

Reseni.

(a) ano,

(b) ne (obaly se rovnaji, rozdil partikuldrnich feSeni nelezi v obalu),

(c) ano,

(d) ne (dimenze prvniho lin. obalu je 3, zatimco dimenze druhého lin. obalu je 2),

(e) ano.

Reseni.
(a)a=v2,b=1-+v2,(b)a=-1,b=3,(c)a=2,b=3,(d)a=6,b=7,(e) a=12,b=1T.

Reseni. Zapisi pro stru¢nost jen matice hledanych soustav.
245 0 —20

(a) (1 —2]-1), (b) (_01 g fl‘;), (¢) (1 =2 3]1), (d) (-9 1 22 8|91), (e) (0 33-10 0

0 23 0 6 2

11
11 ).
55

Reseni. Postup nalezeni baze feseni napiiklad podle ditkazu véty 5.13 zarucuje, ze pokud koeficienty
soustavy jsou celoc¢iselné, pak jednotlivé slozky béaze jsou racionalni ¢isla. Necht w; je prvek baze, ktery
ve slozkach obsahuje zlomky. Pak jej mohu nahradit vektorem v; = k;u;, kde k; je nejmensi spolecny
nasobek jmenovatelt vSech zlomkt ve slozkach u;. Vektory v; pak obsahuji jen celociselné slozky. Diikaz,
7€ V1, V3, . . ., Upy jSOu linearné nezavislé praveé kdyz jsou linearné nezavislé uq, uo, . . . , u,, a maji spolecné
linearni obaly si udéla laskavy ctenar sam.

Reseni. Zlomki se nezbavime, napiiklad ,soustava® jedné rovnice o jedné neznamé 2z = 1 ma je-
diné feseni % a nic s tim nenadélame. Tj. partikuldrni feSeni muze obsahovat ,neodstranitelné“ zlomky,
zatimco béze mnoziny FeSeni pfidruZené homogenni soustavy muZe byt (podle vysledku predchoziho
cvi¢eni) zapsdna bez zlomka. Ani piitomnost netrividlni mnoziny feSeni pfidruzené homogenni sou-
stavy nezaruc¢i moznost odstranéni zlomkd z partikularniho feSeni, jak doklada napriklad mnozina

M = (3,0,0)+ ((1,1,1)).

Reseni.
12|11 2 1201 1 2). baze Fesens pFidrusend h . tavv: {(2. 1 tikularng Fegent
(@) {5 4la o 4)~ (2] ), baze TeSeni pfidruzené homogenni soustavy: {(2, —1)}, partikularni feseni

pro jednotlivé sloupce pravych stran: (1,0),(1,0),(2,0), X = ((1) (1) 3) + (i 31; Ef}), t,u,v € R,

10[o011 1o0/o 1 1
(b) (2 1|01 2) ~ (0 1/0 -1 0 ), 7adna matice X nesplituje pozadovanou rovnost (pro druhy a tieti
32[031 00/0 2 —2

sloupec na pravé strané to plyne napf. z Frobeniovy véty).
10[01111
1olo 1 1 1 1 SR 01 1 1 1
(¢) (21]01212])~ ( ‘ N - ), existuje jediné feseni X = ( ),
(3201313) 01/0 10 -10 0-10—10
2 -1 -1 2|2 =3 0 Lo -2 314 -3 2
1 0 —23[4 -3 2 e .
(d) g 25 1 5l 7 S5] ~ (01 -3 4|6 -3 4 ) baze fefeni piidruzené homogenni soustavy:
5 5 2|7 _1 1 00 1 —1|-1 1 -1

), partikularni feseni pro sloupce pravych stran: (2,3,—1,0), (—1,0,1,0),(0,1,—1,0), takze
1

1L,1),p
2 — 0 —t —u —v
_ 3 0 1 —t —u —v
X<—1 1 —1>+<t u U),t,u,vER,
0O 0 O t u v

(e) po prechodu k transponovanym maticim:

0 1 -1|3 -1
1 -2 013 -3 11 -31[10 -2
1 -3 1]10 —2| ™ 02773‘17 -3
-1 5 -3|-4 0

pridruzené homogenni soustavy: {(1,-3,0,2),(—1,7,2,0)} partikuldrni FeSeni pro jednotlivé sloupce:
2 -1

t u —v —w
(2,5,-1,0),(—1,0,0,—1), takze XT = f’l 8 ) + <_03t _S’“> + (ZZ ;Z) , po transponovani dostaneme
0 -1

2t 2u 0 0

2
3 e
1 , baze TesSeni
3

hledanou matici X.
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6.34.5

L4l

6.35.%
_>

6.36.%

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

Reseni.

31 1
(a) dim M = 3, protoze (g =2 ~ ((1) 1Y _140) = B;. Bazi M tvoii napiiklad f4dky matice Bj.
001 —2

\
3 —
g 001 0
N = 4, protoze pripiseme-li k fadkim matice B jesté radky matice By, dostavame Sestiradkovou matici,
ktera mé hodnost 4. Je tedy M VN = R* a baze M V N je napiiklad standardni baze R*. Podle véty 6.6
jedimM NN =3+3—4=2. Bazi M N N miizeme hledat podobné, jako v piikladu 6.7, mtizeme ale
pouzit vysledku cvic¢eni 5.59 a pracovat na chvili s homogennimi soustavami rovnic, jejichz fesenimi jsou

10
100 2
dim N = 3, protoze (5 3 ) ~ <0 11 —2) = B,. Bazi N tvori napriklad radky matice Bs. dim M V
46

100 4
M a N. Tuto metodu si ukdzeme. Protoze B, ~ (0 10 —8), je mnozina M Tesenim soustavy o jediné
001 —2
. . 1 0 O 2 . . . .
rovnici —4x1 4+ 8x9 + 223+ x4 = 0 a protoze Bo ~ [0 1 0 —2 |, je mnozina N FeSenim soustavy o jediné
001 0

rovnici —2x7 + 2x9 4+ x4 = 0. Soustava, obsahujici obé rovnice soucasné, ma feseni M N N. Staci najit
bazi tohoto FeSeni, tj. dvé linearné nezavisla reseni. Matici soustavy téchto dvou rovnic Ize eliminovat

0 4 2
lineadrné nezavislé, takze tvori hledanou bazi podprostoru M N N.
(b) dim M = 2, baze napiiklad By = {(2,2,1,-3),(3,1,—-1,2)}. dim N = 3, baze napiiklad By =
{(2,3,3,-1),(3,2,-2,1),(1,-6,6,—1)}. dim M vV N = 4,, protoZe matice sestavena z bazickych vektori
z B; i B, m4 hodnost 4. Takze M VN = R* a baze M V N je napiiklad standardni baze R*. dim M NN =
243 —4 = 1. Bazi priniku hledam2 podobne jako v ptikladu 6.7, matlceosoustavy, ktera plyne z rovnosti

na (2 20 :1> Vidime, Ze napiiklad vektory (1,0,1,2) a (3,1,0,4) jsou FeSenim této soustavy, jsou

-2 6 -1 5 0 0 120 —3 —27
11 -1 3 —13 00 0 —27
posledni Fadek, volim-li 8 = 7¢, musi « = 27¢, takze au; + Sug = 2716(2,27 1,-3) + 7t(0,—4,-5,13) =

£(54,26, -8, 10), takie M (N — (54,26, —8, 10)) = (27, 13, -4 5)), baze M A N = {(27.13, —4,5)}.
(¢) dim M =2,dim N =2,dimM VvV N =3, dimM NN =1, bdze M NN ={(3,1,2,-3)}.

(d) dim M = 3,dim N =2, N C M, takze badze M NN = béze N.

(e) M =R*,dim N =2, N C M, takZe baze M N N = béaze N.

(f) dimM = 3, dimN = 2, dimM VN = 4, tf. MVN = R:. dimM NN =3+2 -4 =1, M

s . Y . (=3 2
je TeSenim soustavy s matici (3 1 —2 0), N je FeSenim soustavy s matici (o 1o 1) tedy M NN je

2 0 2 3 1 -2
3 2 76 -2 4 0 -5 —15 2 8
avy +bvs + cvg = aug + Pusy je: ( 3 ) ~ ( , k dalsimu postupu mi satci

3 1 —20 3 1 -20

FeSenim soustavy s matici (3 2 1 0) ~ (0 -1 0 1), takze M NN = {(5,3,9,3)}.
0 -1 0 1 00 —-13

Reseni. Hledané mnoziny jsou zde zapsany jako linearni obal jejich baze.

(a) M = ((—1,2,5,0),(4,2,0,—5)), dim M = 2, N = ((1,1,—1,0),(~1,1,0,3)), dim N = 2, MVN = R,

dimM\/N:4, dimMﬁN:O, M NN = {o},

(b) M = ((=7,3,5,4)), dim M =1, N = ((0,0,1,1),(1,1,3,0)), dim N = 2,

MV N = ((-7, ,5, 4),(0,0,1,1),(1,1,3,0)), dim M v N = 3, dim M NN =0, M N N = {o},

(c) M = ((1, 2,2 0),(3 0,4,2)), dim M =2, N = ((1,2,2,0),(3,4,0,6)), dim N = 2,

MV N ={(1,2,2,0),(3,0,4,2),(3,4,0,6)), dim M VN = 3, dim M UN =1, M UN = ((1,2,2,0)),
(d) M =((-2,1,1,1)), dimM =1, N = ((1,1,1,-2)), dim N = 1, M V N = ((—=2,1,1,1),(1,1,1,-2)),

dimM VN =2, dimM NN =0, MNN = {o}.

Reseni. Baze a dimenze mnozin M a N a), b), c) nalezneme v feeni cviceni 6.35 a 6.34.

— (@) MVN=R*dmMVN =4 MNN ={((1,2,3,-2)), dimMNN =1,
— (b) MV N =((-1,3,5,4),(1,-6,6,—1),(2,3,3,—1)), dimM VN =3, dimM NN =0, M NN = {o},
= () MVN =R dmMVN =4,dimMNN =0, MNN = {o},

_>

%

(d) M = {(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)), N = ((0,1,2,3),(3,2,1,0)), dimM = dimN = 2, M V N = R*,
dmMNN=0, MNN ={o},
(e) M ={(1,0,0,1),(0,1,1,0)), N =

((1,1,0,0),(0,0,1,1)), dim M = dim N = 2,
MV N =((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1

), dimM VN =3, MNN ={((1,1,1,1)),
0

S ({)M=N=MVN=MON =(1,0,0,1),(0,1,1,0)), dim = 2.

6.37.°
_>
%

Reseni.
(a) 1-(2,1)+3-(3,2) = (11,7) = a(2,2) + B(—1,0), tj. a = %, B = —4, takie © = (7/2, —4)(p,),
(b) 4. (171) +2 (Za -1) = ( a2) = Oé( 30) +ﬁ(_1a2)7 takze x = (9’ 1)(82)7
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6.38.%

6.39.%

— (b) C neni baze, protoze napiiklad je —(z + 2)% + (

(
001
— (c) Podobné jako v piipadu a) dostanu (1 1 0
123

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

(c) 4(1,1,1) +2(2,-1,2) = 2(3,1,—1) = (2,0,10) = a(1,0,0) + 5(—1,0,2) + (0,1, 1), tj. v = 0, § = 5,
a =1, takze © = (7,5,0)(p,),

(d)2(3,1,-1)40(2,3,1)—1(1,-2,-3) = (5,4,1) = «(1,2,2)+ (1, 3,5)+7(1, 2, 3), po vyTeseni soustavy
mém a =2, = -6,y =9, takze © = (2, -6,9)(5,),

Reseni.

(a) B méa dva prvky, C také, stadi tedy zjistit, zda je C linedrné nezévisla: u(b; +bs) +v(by —bs) = o, tj.
(u+v)b; 4+ (u—v)by = 0, protoze B je LN, musi u+v = 0au—v = 0, z toho plyne, zeu =v =0, takze C
je LN, soufadnice x vzhledem k (C') oznaéim «, 3, je ® = a(by; +ba) + f(by —bs2) = (oz—f—ﬁ)bl +( ,B)bg,
protoze soufadnice & vzhledem k (B) jsou (2,3), musi o + =2, « — § = 3, takze a = 5, B=—3

(b) @ = @(2by + b2) + B(2by + b3) +v(2b3 + b1) = (2a+ )by + (a +28)bs + (8 + 27)bs, podle souradnic
@ vzhledem k (B) musi 2a ++v =2, a+28 = -1, f+2y =0, tj. o = %, 8 = —%, v = %, takze

o= (558

(¢) & = a(by +2by+ b3) + B(ba+ bs) +v(b1 +2ba +2b3) = (a+7)b1 + (2a+ 8 +27)ba+ (a+ 8+27)bs =
3by +2by + 1b3, tj. a =1, f = —4, v = 2, takze = = (1, —4,2) ¢,

(d) x = a(by +b2) + B(ba +b3) +7(b3 +bs) +(bs +bs) +€(bs +b1) = (a+ )b1+(a+6)b2+(6+7)b3+
(Y+0)bs+(3+€)bs = 1by+1bo+1b3 +1bs+1bs, tj. o = f =y = = ¢ = 5, takie * = (3,3, 3,3, 3) ()
(e) Stejnd tvaha jako v predchozich pfipadech vede na soustavu « + 'y —|— 260 =1,2a+ B+ 30 = 2,
a+28+4+v+4+30 =3, 5+ = 4, kterd mé TeSeni « = -7, f = — = —4, 6 = 6, takze x =
(—7, -2, —4,6) ¢

Reseni. TFi linearné nezavislé polynomy nejvyse druhého stupné tvoii bazi polynomii nejvyse druhého

stupné. Takze u danych mnozin je potfeba ovérit, ze obsahuji tfi polynomy a Ze jsou linearné nezavislé.

(a) a(z?—21—2)+B(22+22+2)+yz = 0V € R tj. (a+B) 22 +(—2a+26+7)r+(—2a+28) = 0Vz € R,

po pouziti véty 11.10 dostavam soustavu, kterd ma jen trividlni feSeni, takze polynomy jsou linedrné

nezavislé a tvoif bazi. Analogicky pro polynomy z mnoziny C. Oznaéim (S) = (z2,z,1) standardni
1

bézi polynomt nejvyse druhého stupné. Zjevné je A (g py = (2 2 1| matici pfechodu od (S) k (B) a
—220

11 0
Aoy = (i ;4 21> je matice prechodu od (5) k (C). Podle vét 6.21 a 6.27 je A(;B)A(S,C) matice

pfechodu od (B) k (C) a A(SIC)A(S B) je matice piechodu od (C) k (B).
Protoze podle véty 5.39 je (B 1A|E) (A|B) ~ (E[A"'B), je mozné hledané matice poé¢itat eliminaci:
1

1 10]1 1 o0 10 -1 -1 1
(2 2 1[4 —4 2) ~ (0 10 g 32 4}1), pficemz hledanad matice prechodu A(p ¢y je zde napsana
2204 4 -1 001 0 -8 3 '
1 101 1 0 -2 3 t]1o00
vpravo od matice E. Dale (—2 2 1[4 —4 2) ~ <2 % —z|01 0>, pricemz hledanad matice prechodu
—220[4 4 —1 6 2 0]001

A ¢ By je zde napséna vlevo od matice E.
1)?2+32z+1)=0vz e R.

T —
10 1002 1 -1 2 1 -1
01 ~ 010[-2 -1 2 ~ -2 -1 2
2 3 o011 1 O 1 1 0

100
010],
001

2 1 -1
takze A(B,C) = A(C,B) = <12 711 (2) >

— (d) B neni baze polynomt nejvyse druhého stupné, nebot obsahuje polynom tfetiho stupné a ani C' neni

6.40.%

baze, protoze neobsahuje tii prvky.

Reseni.

— (a) (-1,2,1),
— (b) a] (3 1 3), protoze z2+2z—1 = 3 (22 —22—-2)+ 1 (z +2x+2)+3x b] (1,%,—%), protoze 2% +2z—1 =

404>
(a?+22—2)+:(2z+2) — £(z— 1), ¢] (8,6, 1), protoze 22 + 2z — 1 = 8(x + 1) — 6(z + 2) + 1(2* + 3),

— (c¢) Vyuziji matici pfechodu od (C) k (B) vyp0c1tanou v 6.39, dale souradnice vzhledem k (B) vypocitané

v piipadu (b) a kone¢né vyuziji vétu 6.23, aj

e

DN s | =
ol
ol

DG H-6)

2
1
6

— (d) (1,2,-1).

6.41.> ReSeni. )
— (a) (2 2 ‘ 2 71) ~ ( z ! ‘ h 0), vlevo od jednotkové matice mam matici pfechodu od (Bs) k (Bj), tu

1212 0 -1 —-1]0 1

1

vyuziji spoleéné s vétou 6.23 na vypocet souradnic vzhledem k bazi (Bs): (_51 _11) . (é) = (_%4),
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121 -1 2 3 |10 f e ER 4 9
2 2 . —
— (b) (1 4 ‘ 0 2) ~ (% 2o 1), hledané souradnice jsou (; _%) (2) (1),
1 2 3|1 -10 1 é 2100 1z 2 4 7
— () (1 -1 1]0o 0 1)~ (0 % -1/01 0], hledané soutadnice jsou (0 3 —1)-( 2 )= (5],
12 —1]/0 2 1 111|001 1 -1 1 -2 0
32 1]111 0 3 —2|100 0 3 -2 2 2
—(d) (1 38-1|232)~ (-5 -1 —-4]0 1 0], hledané soufadnice jsou [ -5 -1 —4 |- 0 | = -6 .
11 -3|253 8 0 7]001 8 0 7 -1 9

6.42.> Reseni.
— (a) Aoy = G _11), hledané soufadnice jsou A (¢ p) @) = A(fBl’C) (;) = @ 7%%) (;) = (7%97

DA 201 A 2 e ? N ? N
— =|120], -1) = — =z(-2 4 1 — =:|-8],
(b) Ao (012> (C’B)(t)) .0 0 9(1 -2 4) 0 9(4)
101 2 1 3
— (C) A(B,C) = <2 1 2>, A(C,B) <1> = A(B,C) 2
112 0 1

== O OO
= O oo
i
a
o
—
=R e e
|
—

6.43.3 ResSeni.
001 001 ) ) . 10 0
— (a) (1 0 0), (b) (o 1 0), (c) jako b), protoze v tomto ptipadé A (g ¢y = A(B oy (d) (0 0 —1),
010 100 ’

0 -1 0
12 1]3 1 2 100]|—4/11 2/11 —9/11 -4 2 -9
—(e) [2 -1 —2|-2 -1 -1) ~ (01 0]20/11 1/11 23/11 |, tj. Aoy = % 20 1 23 |,
1 2 -2 001 ’
6.44.°> ReSeni.

01 3 —3/11 7/11 —15/11 -3 7 —15
— (a) zméni se potadi fadkt matice pfechodu,
— (b) zmeni se pofadi sloupcti matice pfechodu,
— (c) i-ty Fadek matice prechodu je vynésoben konstantou %,
— (d) j-ty sloupec matice pfechodu je vynasoben konstantou 3,
— (e) od j-tého fadku matice pfechodu je odecten fadek i-ty.

6.45.* ReSeni. Z obrazku, ktery si udéld laskavy ¢tenaf sam, plyne, Zze w; = by + by, us = by + bs, uz =
101

b1+by+bz. Matice prechodu od (B) k (C) tedy je A cy = (1 1 1) . Mnozina B je zjevné bazi linedrniho
011

0 1 -1
prostoru Up, a protoze A g ¢y je reguldrni, je také C' bazi. Konecné A ¢ p) = A(p,c) = <—1 1 0 >
1 -1 1

1 0 1 -1\ /1 ~1
6.46.* Regeni. Soufadnice vzhledem k bazi (C) jsou A ¢ p) (2) = (—1 1 0> <2) = ( 1 )
3

1 -1 1 3 2

6.47.2 ReSeni. (b],b],...,b1|c],cl, ..., ) je rozsifend matice soustavy soustav A (s 5)X = A (g ¢). Resenim
této maticové rovnice eliminaci tak, ze E je vlevo, dostavam X = A(_Sl_B)A(SC) = A,s)Asco) =

A (B,c)- Pti eliminaci takové, Ze E dostanu vpravo, je feSenim matice X1 = A By

7.94.5 ResSeni.

— (a) Neni linearni, protoze A(0,0,0) # o, pfitom podle véty 7.10 linedrni zobrazeni spliiuje A(0;1) = 02,

— (b) Je linearni: 1) A(z1+y1, z2+y2, 3+y3) = (0, 23+ys3, v2+y2, 21+y1) = (0,23, 22, 1)+ (0,y3,Y2,41) =
Alxy, o, 23)+ A(y1, Y2, y3), 2) Alawy, axs, axs) = (0, axs, axs, axy) = a0, 3, 22, 21) = aA(21, T2, T3),

— (c) Je linedrni, ovéfim napiiklad pomoci principu superpozice: A(axy + By1, axs + Bya, axs + Lys) =
(azy + Byr + axs + Bys — axg — Py, axs + By + axs + Pys — axr — By, axs + Pys + axy + By —
axy — Yo, axy + Py + aws + Bys) = a(xy + w2 — 3, X2 + 23 — 21, 3 + 21 — X2, T1 +23) + B(Y1 + Y2 —
Y3, Y2 + Y3 — Y1, Y3 + Y1 — Y2, y1 +¥y3) = aA(z1, v, 73) + BAYL, Y2, ¥3),

— (d) Neni linedrni, neplati napt. A(a(x1,zq,23)) = aA(zy,22,23) pPro o = 2,27 = 29 = 23 = L
Aoy, 22, 23)) = (axy, o?2?, axy, o®23) = (2,22,2,23), ale pritom aA(z1, 22, 73) = axy, 22, 29, 23) =
2(1,1,1,1) = (2,2,2,2),

— (e) Neni linearni ze stejnych davodd, jako v pfipadé a),
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_>

7.103.3

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

(f) Je linedrni, d4 se argumentovat vysledkem cviceni 7.95 (piipad a), nebo se to d& ovéfit pomoci
principu superpozice jako v pfipadé c) tohoto cviceni, nebo ovéfit vlastnosti 1) a 2) z definice, jako
v pripadé b) a g) tohoto cviceni.

(g) Je linedrni: 1) A(xy + y1, 22 + Y2, 23 + y3) = (x1 + y1,21 + 1,21 + Y1, 21 + y1) = (21, 21,21, 21) +
(Y1, 91,91, 01) = A1, 22,23) + A(Y1,¥2,¥3), 2) Alax) = (azi,az, azr,ax1) = a2, 21,21,21) =
aA(z),

(h) Je linedrni, protoze o 4+ o = o, @o = o.

Reseni.

(a) Predpokladam A(xq,xo,...,x,) = (Z?:l ORLIID D IREC N I P cn,jxj).

Ozna¢im x = (21,22,...,Zn), ¥ = (Y1,Y2,.--,Un). Je ax + Py = (ax1,...,ax,) + (Br1,...,0x,) =
(a1 + Byi, ..., axy + Byn). Vektor A(ax + fy) maé i-tou slozku rovnu vyrazu: Z;;l ¢ijlax; + py;) =

Q@ Z?zl ¢z + 08 Z}l:l ¢i ;Y5 tj. Alax + py) = aA(x) + SA(y), takze plati princip superpozice. Z toho
plyne, ze A je linearni.

(b) Spoc¢itam derivaci funkce A v bodé z: A'(z) = limy_0 M = limy, 0 w =
limy, o # = limy,_,q hAh(l) = A(1). Ve vypoctu jsem vyuzil definiéni vlastnosti linearity. Vidim, ze

funkce A méa ve vSech bodech konstantni derivaci a = A(1), takZze musi byt dana vzorcem A(x) = ax +b
Va € R. Protoze ale z linearity plyne, ze A(0) = 0, pro funkci A plati A(z) = ax Vo € R.

(¢) Dokézu podobné jako v b). Misto oby¢ejnych derivaci pouziji parcidlni, h = (0,0,...,h,...,0).

(d) V kazdé slozce vektoru A(x) se musi vyskytovat vzorec analogicky vzorci z ¢), protoze, je-li zobrazeni
A:R"™ — R™ linedrni, pak musi byt linedrni také A;: R™ — R, kde A;(x) je i-t4 slozka vektoru A(x).

ResSeni. Oznadim @, ® operace s¢itani a nasobeni konstantou na Rt a +, - jsou operace séitani a
nasobeni konstantou na R. Plati log(x @ y) = log(xy) = log(x) + log(y), takze prvni vlastnost z definice
linearity je splnéna. Také plati log(a @ x) = log(z®) = « - log(z), takze log : R* — R je linearni.

Reseni. A(a,b) ® A(c,d) = (a +2%b) @ (c+2%d) = (a+2° +c+271—20 — 20 4 204d b 4 ) =
(a+c+2"T b+ d) = Ala+c,b+ d) = A((a,b) + (c,d)),

a® Ala,b) =a® (a+2°b) = (ala+2°) — a2’ + 2°° ab) = (aa + 2°°, ab) = A(aa, ab) = A(a(a,b)).
eseni.

a) A je linedrni. Zfejmé z definice linearity.

b) A je linedrni. A(x +y) = a(x +y) = ax + ay = A(z) + A(y), A(cx) = a(cz) = clax) = cA(z).
c¢) Pro u = o je A lineédrni, jinak ne, protoze .A(0) neni rovno nulovému vektoru.

d) Pro u = o se jednd o ptipad a), tj. A je linearni, jinak ne, protoze .A4(0) neni rovno nulovému vektoru.

Kk w(

Reseni. Nebot vlastnost aA(x) = A(ax) pozbyva smyslu: prvni « je z jiného télesa nez druhé a.

Reseni.

(a) A({fa? +2, 22 + 2}) = {(z® + 2), (2 + 2)'} = {22, 22 + 1},

(b) A((2? +2, 2% + z)) = (22,22 + 1),

(c) A(P<2) = P<.

Reseni.

(a) Blaz? +br+c) = 223+ L2% + ca 40, Blaz? + br + c+ua? + vz + w) = a3 + 022 4 (c+w)z
72

203 + 522 4 co + 423 + Y2? + wr = Blaz? + bz + ¢) + B(ua? + vz + w), Blaaa? + abz + ac)
ab .2 b
§x

Wyl + 222 4 acr = o (22 + 322 + cx) = aB(az? 4 bx + ¢), tj. B je linearni.
(b) B neni linearni, protoze B(0) =1 # o,
(c) B(ax?® + bx +¢) = %z3+%x2+cx—%—370, B(az? + bz + ¢ + ux? + vr + w) = “Jg—“x3+b+7”x2+

(c+w):z:—°”§—“fb+T”—(c+w) = %x3+éx2+cx79féfc+%:c3+§:c2+wx—ﬂfﬂfw:
B(az? + bx + ¢) + B(uz? 4+ vz + w), B(aaz® + abr + ac) = %2’ + D2 tacr — %L - L —ac =
a(%x3+gz2+czf%f§fc) = aB(az? + bx + ¢), tj. B je linearni.

Reseni.

(a) B({z? + 2, 2? + 2}) = {52° + 2z, 12% + 127},

(b) B((z* +2, 2? + z)) = (3% + 2z, 127 + 12?),

(c) B(P<z) = P<s.

Reseni. Necht B); je baze lin. podprostoru M a B O Bj; je baze L (takovd B se da podle véty 2.51

nalézt). Volim A(b) = b pro b € By, a A(b) = o pro b € B\ By. Zobrazeni A je zndmo na bézi B,
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7.106.4
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takZe je moZné toto zobrazeni dodefinovat viude podle véty 7.27. Podle véty 7.14 plati A(L) = A((B)) =
(A(B)) = (Bu) = M.

Reseni.

(a) b] A(x1,z2,23) = (0, 23,22, 21) = (0,0,0,0), tj. 1 = z2 = 23 = 0, takze Ker A = {(0,0,0)},

c] A(zy,x0,x3) = (21 + 22— 23, T2+ 23— 21, T3+21 — 22, 21+23) = (0,0,0,0), 2 toho plynouci soustava
ma jediné feseni trividlni, takze Ker A = {(0,0,0)}, f] podobné jako c], Ker A = {(0,0,0)},

g] musi 1 = 0, statni mohou byt libovolné, Ker A = ((0,1,0),(0,0,1)), h] Ker A = R?,

bl, ], f] def A =0, g] def A =2, h] def A = 3,

(b) a] A(x) =z = o, tj. Ker A = {0}, b] pro a # 0: A(x) = ax = o, tj. ¢ = o, tj. Ker A = {0}, pro
a=0jeKerA=1L,c| prou=o0jeKerA= L, d| pro u = o jako piipad a/,

je-li Ker A = {o}, pak def A =0, je-li Ker A = L, pak def A = dim L,

(c) A(p) = p’ =0, tj. p je konstatni polynom, Ker A je mnozina vSech konstantnich polynomi, def A =1,
(d) B(az? 4+ bz + ¢) = %2° 4+ 2a? + cx = 0 Vo € R, podle véty 11.10 je a = b = ¢ = 0, takze Ker B
obsahuje jen nulovy polynom, def B = 0.

Reseni.
00 11 -1 2 3 -1 100
(a) b) (8 (1) >,hodA:3,c] <_11 fl }),hodA:&f] (_11 ; :g),hod/l:&g] (} 8 8>,hodA= 1,
10 1 0 1 4 2 -2 100
h] nulovd matice typu (4, 3), hod A = 0.
(b) Standardni baze P<3 je S = {1, z, 2}, soufadnice polynomu az?+ bz + ¢ vzhledem k S jsou (c, b, a),
soutadnice polynomu A(ax? + bxr + ¢) = 2ax + b vzhledem k S jsou (b, 2a,0). Pro hledanou matici A
c b 010
musi podle véty 7.49 platit A (b) = (2a>, takze A = (0 0 2), hod A = 2,
a 0 000
(¢) Soufadnice polynomu B(az? + bz 4 ¢) = $2° + 522 + cx vzhledem k bazi ' = {1,z,2%,2%} v P<3

oo O

0 00 0
jsou (0,¢,%,4), pro hledanou matici B musi platit B <b> = <b52>, takze B = (é 122 g ), hod B = 3.
@ a/3 0 0 1/3

Reseni.

(a) Zobrazeni je linearni, nebot plati nap¥. princip superpozice: A(a(az? + bz + ¢) + B(uz? + vz +w)) =
(aa+Butactpw)z?—ab—pPv = a(a+c)x?—b)+B((u+w)x?—v) = aA(az? +bz+c)+LA(a(ur? +vr+w).
(b) (a+c)ax®> —b=0Vx € R, tj. dle véty 11.10 je a + ¢ = 0, b = 0, soustava méa feseni ((1,0, —1)), takze
Ker A= (2?2 —1),def A=1,hod A=dimL; —def A=3-1=2.

(c) Standardni baze P<s je S = {1, z,2?}, soufadnice polynomu az? + bx + ¢ vzhledem k S jsou (c, b, a)
soutadnice polynomu A(ax? + bz + ¢) = (a + ¢)z? — b vzhledem k S jsou (—b,0,a + ¢). Pro matici A

¢ —b 0 -10
musi platit A (b) = ( 0 >, takze A = <0 0 0).
a a+tc 1 0 1

(d)=e) dim A(P<2) = hod A = 2, A(1) = 2%, A(z) = —1, to jsou dva linedrné nezéavislé polynomy
7 A(P<2), takZe tvoii bazi tohoto podprostoru. Plati tedy A(P<3) = (x2,1).

Reseni. Mnozinu viech vektort u, které spliiuji A(u) = (Y1, .-, Ym), znacim M,
(a) n =m = 2, hod A = hodA = 2, def A = n—hod A =2 -2 =0, tj. Ker A = {0}, A(x1,22):

(; g) (z;) = (2?1123222), takze A(x1,x2) = (214229, 221+3x2), A je prosté a na, takze existuje jeding vek-

tor u s pozadovanou vlastnosti: u = A~ (y1,90), A~ = (_23 _21), tj. ul = (_23 _21) (Z;) = (_g’;’fj;?),

(b) n = m = 2, hod A = hodA =1, def A = n —hodA = 2 -1 = 1, Ker A je mnozinou feSeni
soustavy Az = o, Ker A = ((2, 1)), A(zy,72)T = (1 2) (m) = (w1+2w2>’ (1 : 33) ~ ((11 (2) yzgzyl)’

2 4) \x2 2x1+4xo 2 4

aby existoval u, musi y € A(R?), tedy musi yo = 2y;, pak M, = {(y1,0)} + Ker A,

(c)n =3, m =2 hodA = hodA = 2, def A = n—hodA =3-2 =1, Kerd = ((1,-2,1)),
123 (2 @1 +232+3 123 123

A(z1, 22, 23)" = (2 3 4) <i§) = (2m11+3w22+4x33)’ (2 34 Z;) ~ (0 1 2‘2y1yiy2>’

takze M, = (y1,2y1 — y2,0) + Ker A,

(d)n=2,m=3,hodA=hodA =2, def A=n—hodA=2-2=0,tj. Ker A = {0},

01 = T2 0 1|y 10 Y2 —2y1

A(xy,22)T = (1 2) (L;) = (11+212>7 (1 2 y2> ~ (0 1 y2 ),

34 3x1+4xo 3 4|ys 0 0]|2y1—3ys+ys

M, # 0 pro y € A(R?), tj. pro 2y — 3ys + y3 = 0, v tom piipadé M, = {(y2 — 2y1,92)},
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—(e)n =4, m =3, hodA = hodA = 3, def A = n—hodA =4-3 =1, Ker A = ((—1,3,8,-7)),

x
. 1223\ [ o1 428542234374
Az, w2, m3,24)" = (202 2) | 2] = 2:t2mat2ea ),
-2 2 4\ /n
6 —6 2| [v2], takze
2 5 4) \us

3100 T4 3x1+x2o

—1
122 Y1
volim uy = 0, ostatni slozky vektoru w spocitdm jako (2 0 2> <yz> =
310 3

My = {15(=2y1 + 2y2 + 4ys, 6y1 — 6y2 + 243, 2y1 + 5y — 4y3,0) } + Ker A,
— (f) n =m = 4, A je identické zobrazeni, hod A = 4, def A = 0, Ker A = {0},
A($17x2ax37x4) = (x17x27l‘37x4)7 u=vy,
—(ghn=4,m=3, hod A=hodA =2,def A=n—-hodA=4—-2=2,
Ker A je feSenim soustavy Az = o, tj. Ker A = ((0,1,-1,0),(-2,0,—1,5)),
2111 i; 21 +ao+Ts+Ta 211 1|n 1 -2 -20
A(x1, w9, w3, 24)T = (1 33 1) e | = (a:1+3a:2+3w3+a:4>7 (1 331 y2> ~ (o 5 5 1
7113 Tri+xzo+xs+3xy 711 3|ys 0O 0 0 O

T4
M, # 0 jen pro y € A(R*) (y3 = 4y1 — y2), pro tento pifpad je M, = {(y1 —y2,0,0, —y1 +2y2) } + Ker A,

— Mh)n=2,m=4,hodA=hodA =1,def A=n—-hodA=2-1=1, Ker A= ((3,-1)),
A(z1,22)T = A(x1,22)T = (21 + 322,221 4 622, 271 + 622, 221 + 622)T, aby M, # 0, musi y € A(R?),
tj. 2y1 = y2 = y3 = Y4, pak My = {(y1,0)} + Ker A,

— (i)n=5 m=1hodA=hodA =1,def A=n—hodA=5—-1=4,
Ker A je feseni rovnice Az = o, tj. Ker A = ((2,-1,0,0,0), (0,3, —2,0,0), (0,0,4, —3,0), (0,0,0, 5, —4)),
A(z1, 2, T3, T4, T5) = 21 + 202 + 323 + 424 + 525, My, = (3,0,0,0,0) + Ker A,

— (j)n=1,m =3, hod A =hod A =1,def A =n—hod A =1-1 =0, tj. Ker A = {0}, A(z) = (2z, 3z, 4z),
M, # 0 jen pro 3ys = 2y; a y1 = 2ys, pak M, = {y1/2}.

7.108.2 ReSeni. Linearni zobrazeni ma matici A vzhledem ke standardnim bazim a slozky vztupniho vektoru x
se transformuji na vystupni vektor y podle véty 7.49, tj. podle vzorce Aax” = y”'. Z definice maticového
nasobeni je zfejmé, Ze slozky vektoru y jsou linedrni kombinace slozek vektory x. Obréacené, pokud
slozky vystupniho vektoru jsou linearnimi kombinacemi slozek vstupniho vektoru, pak koeficienty téchto
kombinaci zapiseme do matice A, které spliiuje Az’ = y”. To je matice linedrniho zobrazeni.

R

Y1—Y2
—y1+2y2 s

—4y1+y2+ys

7.109. ReSeni.
— (a) Zobrazeni je linedrni, princip superpozice si ovéti laskavy ¢tenaf sam.
b . . . v v ’
— (b) Ker A: (‘Z ZIC Zi;) = (g 8 8), tj.a=b=c=d=0, je jediné feseni, Ker A = {(8 8)}, def A = 0.
hod A=dimL; —def A=4—-0=4.
— (c) Soufadnice vektoru (a b) vzhledem ke standardni bazi jsou (a,b, ¢, d) a soufadnice vektoru (u y w)

c d Ty z
a 1000
a a+b 1100
jsou (u,v,w,z,y, z). Hledand matice tedy spliiuje A (g) = a:(‘ , takze A = é (1) (1) 8 ,
d b+c 0110
b+d 0101

— (d) Vzhledem k tomu, ze hod A = 4 a ze def A = 0, jsou obrazy vSech étyt bazovych prvkia A(b), A(bs),
A(bs), A(by), linedrné nezavislé, takze tvoii bazi podprostoru A(Ms 2). Baze podprostoru A(Ms 2) tedy

. 0
je C={A( ) AG o) AQ ) AG D ={(G 0001610 6o}
7.110.* Reseni.
—(a)Je (B+C)T =BT +C7, (aB)T = aB”.
— (b) BT = O, pak musi B = O, takze Ker A = {O}, def A =0, hod A =dim M3 3 —def A =9 — 0=,

a a 100000000
b d 000100000
c g 000000100
d b 010000000
—(c)Ale|l=|e|,takze A=]000010000
f h 000000010
g c 001000000
h f 000001000
i i 000000001
— (d) Vzhledem k tomu, ze A je prosté a na, je A(Ms3) = Mz 3, bazi A(Ms3) je tedy kazda baze Ms 3.

7.111.3 Reseni. Jako v piedchozim cvi¢eni, Ker A = {O}, def A = 0, hod A = dim M,,, ,,—def A = mn—0 = mn,
A(Mp, n) = My, m, zobrazeni je prosté a na.

7.112.° ResSeni. Neni linedrni, protoze obecné det(A +B) # det A +det B a také det(aA) = o det A # avdet A.

7.113.%3 ReSeni. Viechna zobrazeni s vyjimkou piipadu g) a i) jsou linearni.
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7.116.3

7.117.°

7.119.3

7.120.%

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

(i) Necht (a;) mé koneénou sumu rovnou jedné a (b;) ma nekoneénou sumu. Pak (a; + b;) mé nekonecnou
sumu a je A(a; + b;) = (0,0,0,...), zatimco A(a;) + A(b;) = (1,0,0,...) +(0,0,0,...) = (1,0,0,...).

Reseni.

(a) Ker A ={(0,0,0, a4, as, ag,ar,...); as,as, ag,ar, ... € R}, def A = 0o, hod A = 3,

(b) Ker A = {(0, as, 0, a4,0, ag,0,...); a2, a4, ag, ... € R}, def A = 00, hod A = o0,

(c) Ker A = {(a1,—a1, a3, —as,as, —as,...);a1,as,as, ... € R}, def A = oo, hod A = o0,

(d) Ker A = {(a1,a1,as,as,as,as,...);a1,as,as,... € R}, def A = oo, hod A = o0,

(e) Ker A = {(0,0,0,0,...)}, def A =0, hod A = oo,

(f) Ker A = {(a1, az,0a3,0,0,0,0,...);a1,az2,a3 € R}, def A =3, hod A = 0,

(h) Ker A = {(a1,0,0, a4, as, ag, . . .); a1, ag, as,a¢6 ... € R}, def A = 0o, hod A = 2,

Reseni.

( )Jehnearm A(f+g) = fo f+9)(@)de = [ (f(x)+g(x))dz = [} f( dx+f0 z)dz = A(f)+Alg),

*fo (af)(z dxffo af(z x:afolf(x)dx:a./l(f),KerA:{f,fO Ydx = 0}, def A = oo
(napfiklad vSechny polynomy typu " — % lezi v Ker A), hod A = 1.
(b) Je linedrni: A(f +g) = (f +9)(1) = f(1) +9(1) = A(f) + Alg), Alaf) = (af)(1) = af(1) = ¢ A(f),
Ker A= {f; f(1) =0}, def A = 0o, hod A = 1.
(c) Je linedrni, analogicky, jako v b), def A = oo, hod A = 1.
(d) Je linedrni: A(f +9) = (f +g)(1) = F'(5) + ¢'(2) = A(f) + Alg), Alaf) = (af)'() = af'(3) =
aA(f), def A =00, hod A = 1.

Reseni. Protoze dim L, = oo, pfitom matice je kone¢na tabulka ¢isel. ProtoZe matice zobrazeni mé tolik
sloupct, kolik je prvki baze Lq, nelze definovat matici zobrazeni pro dim L; = co.

Reseni. Spoleény postup: aby + Bby + vbs = (1,2,3), tj « = —1, f = 2, v = 1. Plati: A(1,2,4) =
a@A(by) + BA(b2) + 7 A(bs) = —A(b1) + 2A(b2) + A(bs).

(a) A(1,2,4) = (1,5,6,4), (b) A(1,2,4) = (12,3,5,-8), (c) A(L, 2,4) = (19,9,9, —12),

(d) A(1,2,4) = (2,1,3,1), (e) A(1,2,4) = (—4,-3,5,-5).

Reseni.

(a) Matice obsahuji vektory A(b1), A(b2), A(bs), zapsdny do sloupci. Tyto vektory jsou pfimo dény,

takZe neni nutné nic pocitat.
2 11

0) Ao = (10
vzhledem k bazim (B), (S3). Abych ziskal matici zobrazeni vzhledem k (5’3) ( ), vyuziji A= AoZ a
2 —
0 0

je matici pfechodu od standarni baze (S3) k (B), neboli matice indentity

vyuziji toho, Ze matice identity vzhledem k bazim (Ss), (B) je A . Necht B je matici

(53 B) — 9 4 _1

A vzhledem bazi (B) a (S4), kterou uz znam z pfipadu a). Pak hledand matice je BA{SS p)- Pro jednotlivé

10 0 2 1 2 2 3 1 24 -2
pripady vychdzi matice zobrazeni takto: a] (1 ! 1{2>, b] <31 ;2 _21>, c| (11 ; f), d] (é 2 _;,),

01
00 1

W o s 2 1 -3 2 -1 -3 12 -1

e] % (;2 _22 _85 ) . Po vynésobeni vypoétené matice s vektorem (1,2,4)7 dostdvam vysledky stejné jako
6 6 —12

v cviceni 7.117

Reseni.

(a) def A = 0, hod A = 3, Ker A = {0}, baze A(R3) je naptiklad {A(b1),A(b2), A(b3)},

(b) def A =0, hod A = 3, Ker A = {0}, baze A(R?) je napiiklad {A(b1), A(bs), A(bs)},

(c) def A =1, hod A = 2, feSim homogenni soustavu s matici c] z pfedchoziho cvifeni, takze Ker A =

((1,—1,1)), baze A(R?) je napiiklad {A(b;), A(bs)}, protoze tyto vektory jsou linedrné nezéavislé,

(d) def A =2, hod A =1, Ker A = {(1,0,1),(0,1,2)), baze A(R?) je napiiklad {(2,1,3,1)},

(e) def A =0, hod A = 3, Ker A = {0}, baze A(R?) je napiiklad {A(b;), A(bs), A(b3)}.

Reseni. Vzhledem k tomu, ze (1,1,1), (1,2,0), (2,0,1) jsou linedrné nezavislé, tvoii bazi R3 a kazdy

vektor € R? je mozné jednoznaéné zapsat jako linearni kombinaci této baze: ¢ = a(1,1,1)+5(1,2,0)+
+(2,0,1). Tedy Ax) = A((L, 1,1) + A(1,2,0) +1(2,0,1)) = aA(L 1,1) + AB(1,2,0) +7(2,0,1)) =
aA(l,1,1) + o= aA(1,1,1).

— (a) def A =2, (b) hod A =dimR? —def A =3 -2=1,
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Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

11 2|z 30 0| —2x14+xzo+4z3 9 1 4
— (d) Soustava pro «, 3, v ma matici (1 2 0|z ) ~ |1 20 o , takze o = —Zxz1 + 2ap + 215
10 1|as 101 @3

a A(zy,z9,23) = (—%171 + %$2 + %1‘3)./4(1, 1,1) = (—%1‘1 + %LEQ + %1‘3) (3,2)

— (c¢) vzorec pro slozky obrazu vypocitany v d) vyuZiji pfi sestaveni matice: A = (:433 2}3 8;13).

7.121.3 ReSeni. MnoZina Uy, U, ..., U4, V1, Vs, ..., v, Mma podle véty 7.53 tolik vektort, jako je dim L. Protoze
je linedrné nezévisla, tvori tato mnozina bazi prostoru L;. Jsou zndmy vSechny hodnoty A na této bazi,
takze podle véty 7.27 je zobrazeni A uréeno jednoznac¢né.

7.122.3 ReSeni. A znaéi matici zobrazeni A vzhledem k (B), (C). Déle ozna¢im (B') = (b, by + bz, by — bs)
a (C") = (c1 + 2¢2,¢1), A(p,py je matice pfechodu od (B) k (B’) a analogicky znacim matice A g/ p),
Ac,cry a A . Podle véty 7.59 je Acr o) A- A(p,p) hledand matice zobrazeni A vzhledem k bazim

01 0
(B"), (C"). Je Ag,py = ((1) (1) _11), Accy = (; (1)), takze Ao/ oy = Azcl,c') = %(g _11) a hledana

. .o1 {0 1 103 0L 0N 4 04 3
matice je 3 (2 71) (2 4 0) (é ol =300 7)
7.123.> Reseni. Znaceni: A: dand matice vzhledem k bazim (Bs), (Bs), dale (Sz), resp. (S3): standardni béze
v R?, resp. v R?, A(g, p,): matice pfechodu od (S2) k (Bz) (ve sloupcich mé slozky baze (Bs)),

A (s, B,): matice pfechodu od (53) k (B3) (ve sloupcich mé slozky baze (Bs)).

— (a) Podle véty 7.59 je hledand matice pfechodu vzhledem ke standardnim bazim rovna:
-1 1 2
—1 11 023

As=A(s,m) A Ap,s) =As,m) A Ay py=(1 5)A o ;’) =(5 0 2)
— (b) Dané baze oznacim (Bj) a (Bj). A(S2, B}) méa ve sloupcich slozky baze (Bj) a A(Ss3, B) ma ve

sloupcich slozky béaze (Bj). Podle véty 7.59 je hledand matice prechodu vzhledem k bazim (Bj), (Bj)

10

2
) _ Al _1(-1 3\ 023 11112 1
rovna: A(py s,) AsA(sy,By) = Ag, pr)AsA(ss,By) = 5 ( 3 —1) (3 0 2) <f 0 1) =505 12 13)-
7.124.> Reseni. Cviceni 7.122: hod A = hod A = 2, def = 3 —hod A = 1, Ker A = (—6b; + 3by + 2b3),
Cviceni 7.123: hod A = hod A = 2, def = 3—hod A =1, Ker A = ((2, 3, —2)) (fesim soustavu Ag x = o).

7.125.° Reseni. Standardni baze P<s je (1,z,2%). Oznaéim Ag matici daného zobrazeni vzhledem ke stan-
dardnim béazim, (B) a (C) dané baze, A(g p) matici pfechodu od standardni baze k (B) (a podobné
ostatni matice prechodu). Hledanou matici zobrzeni vzhledem k bazim (B) a (C) ozna¢im X. Plati

010
Cviceni 7.100: podle vysledku cvi¢eni 7.105 piipad b) je Ag = (0 0 2).

000
() A (001>A <1—1 1)X Al ACA <111>AA (210)
— (a ={o10], =(o 1 —2),X= =012 =(200],
(S,B) 100 (S,0) o o0 1 (8,0)F>+S54X(S,B) 001 S4(S,B) 000
1 -1 1 010
— (b) As,B) = As,0) = (0 1 2), X = Azslc)AsA(57B) = (0 0 2). Shodou okolnosti je X = Ag.
00 1 ' 000

0 —
Cviceni 7.106: Podle 7.106 ptipad c) je Ag = <0 0
1

0

111\ /0 -10\ /001 1-11 111\ /0 -10\ /1 -1 1 124
—(a)X=(o12)(oo0oo0){o1o)=(20 2),(b)X=(o12)(0o0o0)l0o 1 —2)=1[2-24]).
001/ \1 01/ \100 101 oot/ \1 01/ \o o 1 1-12

0
0.
1

0 0 0
1 -1 1
— (c) Podle cviceni 7.105 piipad c) je Ag =B = <é 1(/)2 8 . Déle A(g,5) = (0 1 —2),
0 0 1/3 00 1
1 -1 1 -1 1111 1 -1/2 1/3
01 -2 3 -1 0123 1 0 0
Aoy = (o 0 1 3) Ac,s) :A(S,C) = (0 01 3)’ X =AcsAsAsp) = (0 /2 0 >
00 0 1 0001 0o 0 1/3

7.126.* ReSeni. Pii pohledu na defini¢ni rovnost (.A(bl, ba,...,b1), A(by,ba,... . ba),..., A(by, bo,. .., bn)) =
(e1,€2,...,¢m)A jsou odpovédi nevSechny otazky ziejmé:
— (a) prohodi se i-ty sloupcec s j-tym, (b) prohodi se i-ty fadek s j-tym,
— (c) i-ty sloupec je vynasoben konstantou a, (d) i-ty faddek je vydélen konstantou a,
— (e) pricte se i-ty sloupec k j-tému, (f) pficte se i-ty fadek k j-tému.

7.127.% Reseni. Mize. Napiiklad matice identity vzhledem ke standardnim bézim je E. Prohodim-li v prvni bézi
dva prvky a ve druhé stejné dva prvky, dostavam jiné usporadané baze, ale podle predchoziho cviceni
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Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

tato zména bazi zplisobi prohozeni Ffadki a stejnych sloupci, ¢imz ale dostdvam znovu matici E. Jiny
priklad najdeme ve cviceni 7.125.

7.128.> Reseni.

— (a) z4dné z téchto zobrazeni nemtize byt na, protoze A: R?® — R?, neni tedy izomorfismus. b] je prosté,
c]+f] je prosté (ma nulové jadro), g]+h] neni prosté,

— (b) a] je prosté, na, izomorfismus, b| je prosté pro a # 0, pak je na a je izomorfismus, c|+d] pro u # o
neni linedrni, pro w = o c] neni prosté, neni na, neni izomorfismus, d] je prosté, na, izomorfismus,

— (c) neni prosté, neni na, neni izomorfismus, (d) a]+c| je prosté, neni na, neni izomorfismus,

— (e) neni prosté, neni na, neni izomorfismus,

— (f) a] je prosté, na, izomorfismus, b] neni prosté, neni na, neni izomorfismus, c| neni prosté, je na, neni
izomorfismus, d] je prosté, neni na, neni izomorfismus, e| neni prosté, je na, neni izomorfismus, f] je prosté,
na, izomorfisus, g]+h] neni prosté, neni na, neni izomorfismus, i] neni prosté, je na, neni izomorfismus,
j] je prosté, neni na, neni izomorfismus,

— (g) je prosté, neni na, neni izomorfismus, (h) je prosté, je na, je izomorfismus,

— (i)® a] neni prosté, neni na, neni izomorfismus, b]+c]+d] neni prosté, je na, neni izomorfismus, e] je
prosté, je na, je izomorfismus, h] neni prosté, neni na, neni izomorfismus,

— (j) a]+Db]+c]+d] neni prosté, je na, neni izomorfismus,

— (k) zobrazeni nemtize byt na a tedy nemtize byt izomorfismus, protoze A: R* — R*, a]+b]+e] je prosté,
c]+d] neni prosté,

— (1) neni prosté, neni na, neni izomorfismus.

7.129.* Reseni.
— (a) B(xz) = (As(Ab(x)), matice zobrazeni B vzhledem ke standardnim bazim je B = Aa- Ab = (Z }g),
z toho plyne, ze B(x1,z2) = (51 + 1022, 8x1 + 1623), Ker B = ((2,—1)), def B =1, hod B =1,
— (b) B=As-Aa= (], 1), B((x1,22) = (5z1 +85, 1021 + 1622), Ker B = ((—8,5)) def B=1,hod B =1,
= () B=Aa-Ac= (3 % 13), B(a1, 22, 23) = (5z1 + 8wy + 11wy, 81 + 1372 + 18z3), Ker B = (1,2, 1)),
def B=1, hod B =2,
(d) nedefinovéno,
e) B=Ac-Aa= (ié ;Z), B(x1,22) = (111 + 1729, 1521 + 2425), Ker B = {0}, def B=0, hod B = 2,
)

2 3 4 z
B=Ad-Ac= <5 8 11),B($1,.1‘27.’173>:B(3?;),Ker82<(—1,27—1)>,def821, hod B = 2,

11 18 25 z3

(
(
(g) B = Ae, (h) nedefinovano,
(

7 11
1) B=Ahr Ag = 14 22 , B(JU1,Z‘2) = (7331 + 11xo, 14wy + 2229, 1421 + 2225, 2121 + 33],‘2),
KerB = ((—11,7)), def B=1, hod B =1,

= (j))B=Ac-Aj = (;g), B(z1) = (2021, 2921), Ker B = {0}, def B=0, hod B = 1.
7.130.* ResSeni. Matice danjch zobrazeni vzhledem ke standardnim bazim (1,7,2%) ozna¢im A, B, C. Podle vy-

00 0
010
sledku cviceni 7.105 p¥ipad b) je A = (0 0 2), dle vysledku téhoz cviceni, ptipad c) je B = (é 1(/)2 g
000 0 0 1/3

0-10
a konc¢né podle vysledku cviceni 7.106 je C = <0 0 0>.
10 1
— (a) nedefinovéno (zobrazeni A bylo definovano jen na P<s, zatimco obor hodnot zobrazeni B je P<3),
000

— (b) matice: A - C = (2 0 2), takze (Ao C)(az?® + bz + ¢) = (2a + 2¢)r, miZeme na to jit jinak:
000

(Ao C)(az? + bx 4+ ¢) = A(C(az® 4+ bz + ¢)) = A((a + c)z* = b) = ((a + c)a? — b)l = 2(a + o)z,
Ker = (22 — 1,z), def = 2, hod = 1,
000
— (c) matice: B- A = <8 é ?), takze (B o A)(az? + bz + ¢) = az® + bz, to odpovida zderivovanému a
000

néasledné zintegrovanému polynomu, Ker = (1), def = 1, hod = 2,

00 —2
— (d) matice C- A = (0 00 ), takze (C o A)(az? + bz + ¢) = bz? — 2a, Ker = (1), def = 1, hod = 2,
01 0

00 o0
— (e) matice: B-C- A = (8 8 2) takze (BoC o A)(az® + bz +c) = %bﬁ — 2ax,
01/

Ker = (1), def =1, hod = 2.
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7.131.% Reseni.

— (a) B(ay,as9,as,...) = (a1,as,as,0,0,...), Ker B = {(0,a2,0,a4,0,a¢,ar,as,...),a; € R}, def B = oo,
hod B = 3,

— (b) B(a1,as,as,...) = (a1,as,0,0,...), Ker B = {(0,a2,0,a4,as,a¢,...),a; € R}, def B = 0o, hod B = 2,

— (¢) B(a1,as,as,...) = (a1 — az + a3 — aq, a5 — ag + a7 — as, .. .),
Ker B = ((1,1,0,0,0,0...),(~1,0,1,0,0,0,...),(1,0,0,1,0,0,...),(0,0,0,0,1,1,0,0,0,0...),
(0,0,0,0,—1,0,1,0,0,0,...),(0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,...),...), def B = 00, hod B = 0,

— (d) B(a1,az,as,...) = (a1 + a2 — a3 — aq,a5 + ag — a7 — as, .. .),
Ker B = ((—1,1,0,0,0,0...),(1,0,1,0,0,0,...),(1,0,0,1,0,0,...),(0,0,0,0, —1,1,0,0,0,0...),
(0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,...),(0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,...),...), def B = 0o, hod B = o0,

— (e) B(a1,az,as,...) = (aq,2as,3as, . . .), Ker B ={a1,a2,a3,0,0,0,...),a; € R}, def B =3, hod B = o0,

— (f) B(ay,a9,as,aq,...) = (4aq, bas, 6ag, . . .), Ker B, def B, hod B jako v e), (g) =e)

— (h) B(ay,az2,as3,a4,...) = (ag + as,as + as,as + as, ...), Ker B = {(a1, a2, —as, a4, as,a¢,...),a; € R},
def B = 0o, hod B =1,

— (i) B(ay, as,...) = (aa—as, 2a2—2a3, 3as—3as, dag—4as, .. .), Ker B = {(a1, as, as, aq,as, ag, . ..),a; € R},
def B = 0o, hod B = 1.

7.132.3 ReSeni.
—(a) Ap(z+ 2",y +9y) = ((x+ ") cosp — (y + ) sinp, (x + 2')sinp + (y + y') cosp) =

(zcosp —ysing,zsing + ycosy) + (x' cosp — y'sinp, 2’ sing + y' cos p) = Ay (z,y) + Ay (2, y),
a-nasobek analogicky.

= (0) Ay = (S8 ),

— (b) protoze det A =1 # 0, je Ker A, = {o}, def A, =0, hod A, =2,

= (d) A=A, Ay = (Z?If((zllizj)) _Czls?;ff@iig = Ay 4y, (uzitim souctovych vzorctt),

— (e) zobrazeni A, otoci bod (z,y) kolem pocatku o thel ¢ v kladném sméru otaceni.
7.133.2 Reseni

= (b) By = (5 1),

— (a) pro s # 0 je det Bs # 0, takze Ker Bs = {0}, def B; = 0, hod B, = 2,

pro s = 0 je Ker B, = R?, def B, = 2, hod B, = 0,

- (C) B = B82 'B81 = B8182

— (d) matice A, o Bs: A, - By = sA,, matice Bs o A,: B, - A, = sA,,

— (e) bod (z, y) se posune do bodu (sz, sy), tj. pro s > 1 se posune do bodu na stejné polopfimce vychézejici

z pocatku, ale dal od pocatku. Zobrazuji-li celé mnoziny bodti, pak tyto mnoziny se ,zveétsi“ s-krat. Pii
s € (0,1) se ,zmensi“, pii s = —1 se otodi kolem pocéatku o 180° a obecné pfi s < 0 se mnoZina bodt
otofl o 180° a jesté zvétsi/zmensi. Slozend zobrazeni z d) mnoziny bodi otddeji o obecny thel ¢ a
zvétSuji/zmensuji s-krat. Je ndzorné, ze nezdlezi na pofadi téchto operaci.
= (f) A, = (701 701) = B_1, obé zobrazeni otaceji kolem pocatku o 180°.
7.137.2 ReSeni.
)

) =(0,0,w) # o, (b) (pokracovani) Je-li (a,b) # (z,y), pak také (a,b,w) # (wz, wy, w),
w(,y) = b Hwe, wy, w) = (z,y), (d) zfejmé.

7.138.1 ResSeni

cos‘tp —sing 0 T z’
— (a) [sing cosp 0 (y) = |y |, analogicky ostatni matice diky poslednimu fadku ve tvaru (0,0,1).
0 o 1/ M 1

b T g x cos ¢ —sing 0 x _ ICQSW*ysinw h1  cos p—y sin ¢  bod i . .
= (b) (,) v)e e CSSW(IJ y) = \osinetucose = |z sinptycose ) DOV bod je otocen viici

pivodnimu (z,y) o thel ¢ kolem pocatku. (c) analogicky jako b),
T 10 t x T+t1 h1 t
— (d wg(y), 01 ¢ (y)z +t —><”+1).

()(U) 1 0o 1/ \1 e ytta
7.139.") ReSeni. ThoTy =h toAsohioh ™ toAjoh; =h 1oAy0A;o0h; atoto zobrazeni mé v homogennich

soutfadnicich matici Ay-A;. Pfi tipravé jsem vyuzil toho, Ze hyjoh~! je identita na mnozing Wi = hy(R?).
7.141." ResSeni. doplnim pozdéji.
7.142." ReSeni. doplnim pozdéji.
7.143.' ReSeni. doplnim pozdéji.
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7.144.1
7.145.!
7.146.1
7.148.!
7.149.!
7.150.!
7.151.!
7.152.1
7.153.°

7.154.%
7.155.4
7.156.3

7.157.3

7.158.3

7.159.4

7.160.%

7.161.5

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

Reseni. doplnim pozdé&ji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.

ResSeni. Aspon ¢astecné je vidét 49 motylt. Dohromady jich bylo vykresleno 50, jeden po ofezu skript
zustal zcela mimo obrazek. Jeden motyl je umistén do soufadného systému tak, ze ma pocatek sou-
fadného systému po své pravici (pravém kiidle) ve vzdélenosti zhruba 0,7 rozpéti kiidel. Staci, kdyz se
podivam na jednoho motyla z obrazku a pocatek vzhledem k nému je ve stiedu spiraly. Kazdy néasledujici
motyl je vzhledem k predchozimu otocen kolem pocatku o 32 stupna a zvétSen 1,1krat. V jazyku tiska-
ren PostScriptu, ve kterém byl obrazek do skript pfipraven, existuji pro tyto geometrické transformace
operatory rotate a scale. M1j syn Miroslav, ktery na mitj navrh obrazek v PostScriptu programoval,
pouzil zhruba nasledujici kéd:

%!PS-Adobe-2.0

%hCreator: Miroslav Olsak

/motyl { gsave tady jsou prikazy na vykresleni jednoho motyla... grestore

} bind def
50 { motyl -32 rotate 1.1 1.1 scale } repeat

Reseni. Q(AQ)Q ! = QA(QQ ) = QA.
Reseni. Je B = PAP~! kde P jeregularni. B2 = (PAP!)(PAP"!) = PA(P"'P)AP!) = PA2P L

Reseni. Necht Py, Py a P3 jsou matice z pifkladu 3.54. Pak P1A je jako matice A, ale jsou prohozeny
radky i-ty s j-tym. Dale (P1A)P; je matice, kterd vznikla z matice P; A prohozenim i-tého sloupce s
J-tym. Takze

(a) B=P,AP; aprotoze P;' = Py, je B=P; AP, takze B je podobna s A.

(b) Matice P2 A ma oproti matici A pronasobeny i-ty fadek konstantou «, matice P AP, ! se navic lisi
vynasobenim i-tého sloupce konstantou « a je ziejmé podobné s matici A.

(c) Matice P3A obsahuje fadkovou upravu matice A dle zadani. Matice Py ! je analogicky vyhlizejici
matice, jen misto prvku a obsahuje prvek —ca, takze matice PgAPg1 obsahuje navic popsanou sloupcovou
upravu a je podobna s matici A.

Reseni. Jedna matice prejde v druhou po prohozeni sloupcti a nésledné prohozeni fadki. To presné

odpovida pifpadu a) cviceni 7.156, takze matice jsou podobné. B = PAP~! kde P = ((1) (1))

Reseni. Prohazuje se prvni fadek s poslednim a prvni sloupcec s poslednim, dale druhy Fadek s piedpo-
slednim, druhy sloupec s predposlednim, atd. az ke ,stfedu matice“. To odpovida opakovanému pouziti
pfipadu a) cviceni 7.156.

Reseni. Oznacéim danou matici A. Je det(A — AE) = (a — \)", tj. matice ma n-nasobné vlastni &slo a.

0 0
Vlastni vektory jsou FeSenim homogenni soustavy s matici ( o 1 - .0> , prostor feseni je ((1,0,0,...,0)),
000 ..0

takze matice ma jediny linedrné nezavisly vlastni vektor a pouze jedno n-nasobné vlastni ¢islo.

Reseni. Je-li 0 vlastni &islo matice A, pak musi bjt A—AE = A —0E = A singularni. Je-li A singularni,
pak det(A — AE) = 0 pro A = 0, takZze nula je vlastni ¢islo.

Reseni. Jednotliva vlastni ¢isla maji za dvojteckou pfislusné vlastni vektory. Nasobnost vétsi nez 1 je
vyjadiena znakem (kx ). VSimnéte si, Ze nékterd vlastni ¢isla maji méné lin. nezavislych vlastnich vektort
nez je jejich nasobnost. To nastava praveé tehdy, kdyz matice neni podobna s diagonalni matici.

— (a) 1: (1,0,1), 2: (0,1,—1), 3:(2,0,2),
— (b) 2(3x): (0,1,0),
— () 1: (1,0,1), 2+£3i: (2+£2i,—2414,3),
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7.162.4
_>

7.163.4

7.164.%
7.165.4

7.166.4

7.167.3
_>

7.168.3

liii

7.169.3

8.42.4

8.43.3

Uvod do algebry, zejména linedrni Resent cvicent

) 20 (2,-1,1), £V/3: ((F1659 + 955v/3)/d, (£147 — 79v/3)(F21 + /3)/2d,1)), kde d = 3(11v/3 F
20)(v/3 F 21),

(e) 1: (=2,1,0), 2: (0,—-2,1), 3: (1,0,0),

(f) 1: (=1,1,-1), 0(2x): (2,1,1),

(g) 1(2x): (0,1,2), (2,1,0), —1: (3,5,6),

(h) 1(3x): (1,-5,3),

(1) 1: (2,-1,1), 2+4: (1 F4,—2F 2i,1),

(4) 1(2x): (0,2,-1), =1: (0,1,0),

(k) p(3%x): (0,1,0), (0,0,1), pro p = 0 m8 vl. ¢islo 0 libovolny vl. vektor,

(1) 1(4x): (0,0,1,0), (3,1,0,1).

Reseni.

(a) podobné diagondlni matici jsou uréité ty matice, které maji riznéd vlastni ¢isla, tedy al, c|, d],

e], i]. Dale jsou podobné diagondlni matici ty matice, které maji nasobnost vl. ¢isla rovnou dimenzi
odpovidajictho prostoru vlastnich vektort, tj. g]. Ostatni matice b], f], h], j], k]. 1] nejsou podobné
s diagonalni matici.

(b) Matice museji mit stejné spektrum jednondsobnych vlastnich ¢éisel: a] je podobna s e].
Reseni.
10 2\ /100\ /1 0 2! 1 242 2-2\ /1 0 0 1 2420 2-2i\ !
(a) A=(o0o 1 0)(oz20])[0o 1 0] ,(c)A={0 —24i —2—i) [0 2+3i 0 0 —2+i —2—i |
1 -11/\oo03/ \1-11 13 3 0 0 2-3/)\1 3 3
o ) _ —2 0 1\ /100\ /-2 0 1\ !
(d) matici P si zapiSe jen ten, kdo m4 obii trpélivost, () A=( 1 —20) (020 1 20|
o 10/ \oo3 0 10
023\ /100\ /023\ 1 2 1-i 144 1 0 o0 21— 14i \ !
(g)A=(115)lo1o)(115)] ,(i)A=-1-2-20 —=242¢) (0 2+i 0 —1 —2-2i —242i | .
206/ \oo1/ \206 11 1 0 0 2-i 11 1
Reseni. Neni to jina vlastnost. Je to jen jiné znaceni matice P. Nova P; je rovna ptvodni P!,

Reseni. det(A — AE) = A\(A — (1 + p)), det(B — AE) = A(\ — 3), tak?e jtejna vlastni ¢isla maji matice
pro p = 2.
Reseni. Je potieba zjistit, pro ktera p € R m4 dana matice charakteristicky polynom s realnymi kofeny.

ProtoZe pro matice typu (2,2) je charakteristicky polynom kvadraticky, hleddm takova p € R, pro néz
ma tento kvadraticky polynom nezaporny diskriminant.

(a) pro vSechna p € R,

(b)p <1

Reseni.

(a) A je podobna D, A? je podobna s D?, protoze A = A2, je A podobna s D2, coz je také diagonalni

matice (obsahuje kvadraty vlastnich ¢isel). Protoze D? je podobna s A, také obsahovat piimo vlastni
¢isla matice A. Vlastni ¢isla se museji rovnat svym kvadrattm, takze vSechna vlastni ¢isla museji byt
rovny jedné. D = E. Poznamka. Protoze A = PDP~! = PEP ! = E, je patrné, Ze idempotentnich
matic, které jsou zaroven podobné diagonalni matici, neni mnoho. Je to pouze jednotkova matice.

(b) Kvadréty vSech vlastnich ¢isel se museji rovnat jedné, takze vlastni ¢isla mohou byt +1. Matice D
obsahuje ¢isla +1.

Reseni.

(a) B= PAP~ !, pak B = PAP 'PAP!...PAP! = PA"P !,

(b) B=PAP~!, pak aB = aPAP~! = P(cA)P!,

(c) B=PAP~! pak B+ E=PAP !+ E=PAP !+ PEP! = P(A + E)P"!

(d) B=PAP!, pak aB? + bB + cE = o (PAP1)2 + bPAP~! + cPEP~! =

P(aA2)P~! + P(bA)P~! + P(cE)P~! = P(aA? + bA + cE)P~!

Reseni. Analogicky jako ve cviceni 7.168, piipad d) lze ukizat, ze je-li A podobna s D, je p(A) po-

dobné s p(D). Matice p(D) je diagonélni a je tvaru diag(p(A1),p(A2), - ..,p(Ax)), jak lze snadno ovéfit
maticovym nasobenim.

Reseni. (1) zy = yz, (2) (z +9y)z = vz +yz, (3) (ax)y = a(zy), (4) 22 >0, 22 = 0 jen pro z = 0.

Reseni. Neni skaldrni soucin, napt. (2) (zy)z # xzyz = xyz>.
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8.44.4

14

8.45.%

8.46.2

8.47.°

L4l

1

8.48.2

8.49.!

8.50.°

8.51.%

8.52.4

8.53.5
_>

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

Reseni.

(a) (1) anbn +an—1bn—1 +-- +a1b1 +a0b0 = bnan+bn—1an—1 +- - +b1b1 +a0b07 (2) (an +bn)cn + (an—l +
bp—1)cn—1+---+(a1+b1)ci+ (a0 +bo)co = anCn+an_16n_1+---+aic1+aoco+bncn +bp_16p_1+---+
bic1 +apcg, (3) (aan)bn + (Oéanfl)bnfl +---4 (aal)bl + (aag)bo = a(anbn +ap_1bp—1+---+aib; +a0b0),
(4) a2 +a2_, + -+ a? + a > 0, pfitom vyraz je roven nule jen pro nulové polynomy.

(b) Je to specidlni pfipad z 8.27. Je-li polynom nulovy na intervalu (0,1), je podle pozndmky 11.12
nulovy vsude, tj. je to nulovy polynom. Je tedy ovéfena i vlastnost (4).

(c) Neni splnén axiom (4), protoze z p?(0) = 0 sice plyne p(0) = 0, ale neplyne z toho, Ze p je nulovy
polynom.

(d) Je to skalarni souéin, ovéfim analogicky jako v b).

(e) Je to skalarni soudin, axiomy (1) az (3) se ovéif analogicky jako v a) a b), axiom (4): a3+ fo x)%dz >0
a vyraz je roven nule jeding pro p nulovy na intervalu (0, 1), coz podle poznamky 11 12 je nulovy polynom.

Reseni.

a) fol (a2x2 +a1x +a0)(b21'2 + bl.’E + bo)d$ = a2b2/5 + (a2b1 + albg)/4 + (CLQbQ —|—a1b1 + aobg)/?) + (a160 +
apb1)/2 + agbo.

b) ff(a2$2 +ay1x + ao)(bgl‘Q + bll' + b())dm = a2b2(35 — 1)/5 + (agbl + albz)(34 — 1)/4 + (Clgb() + a1b1 +
(10b2)(33 — 1)/3 + (a1b0 + aobl)(32 — 1)/2 + a0b0(3 — 1).

Reseni.

1/5 1/4 1/3 242/5 20 26/3
(a) A= (1/4 1/3 1/2)7 (b) A = ( 20 26/3 4 )

1/3 1/2 1 26/3 4 2
Reseni.
(a) Neplati axiom (3): a?2? + y? + azays + 3axsys # a(z? + y? + 22y + 373y3).
(b) Neplati axiom (1): xlyg + 2w2y1 % Y179 + 2yo11.
(c) Neplati axiom (4): xl + x2 + 553 +4xr120 <0 prox; =—1, 20 =1, 23 =0.
(d) Neplati axiom (4): 2% + 2% + 23 + 2v122 = 0 pro 1 = —1, 2 = 1, 23 = 0,, pfitom (—1,1,0) neni
nulovy vektor.
(e) Axiomy (1) az (3) ovéfim analogicky jako v pfikladu 8.8, axiom (4): ukééeme, 7e 223 + x5 + 23 +
2x129 > 0 pro z; # 0, zfejmé staci ukézat 21:1 + :c2 + 2x1x9 > 0, protoze ;1:3 > 0. Volim a = xo/x1, tj.
Ty = axy, nerovnost piechdzi na 222 + a%2? + 2az? = 22(a® 4+ 2a+2) > 0, coz plati, protoze diskriminant
kvadratického polynomu v zévorce je zaporny.

Reseni.
120 120 110 210
(b) (1 1 0), (c) (2 1 0), (d) (1 1 0), (e) (1 1 0).
001 001 001 001
Reseni. Necht y # o. ||la]|®> = |z|?|y]|*> — (z - y)? > 0, coz je rozdil kvadratii levé a pravé strany

Schwartzovy nerovnosti (vypocet ||a||? miize slouzit jako alternativni ditkaz nerovnosti). Necht nejprve
x, y jsou LZ. Pak existuje a € R, Ze £ = ay, po dosazeni vychéazi |al|*> = 0, takZe misto nerovnosti
méame rovnost. Nechf @, ¢ jsou LN, pak a # o, protoze a je netrivilani linearni kombinaci vektort x, y.
Tj. |la]|* > 0, takZe v tomto piipdé Schwartzova nerovnost neni rovnosti.

Reseni. A(x +y) = A(z) + A(y) diky axiomu (1) a (2) skaldrniho soucinu, A(azx) = aA(z) diky
axiomu (3) skaldrniho soucinu.

Reseni. Axiom (1) skalarniho soucinu plati pro jakékoli zobrazeni A, axiomy (2) a (3) plati diky tomu,
7e A je linedrni, axiom (4): A(x)A(x) = 0 pouze pro nulovy vektor x, tj. A musi byt prosté, neboli
Ker A = {o}. Bud je L = {0} nebo dim L = 1.

ReSeni. (1) z-y = A(z)-Ay) = A(y) - A(z) =y -z, (2) (z+y) 2 = Alz+y) A(z) = (A(z)+Ay)) -
Alz) = Az) - A(z) + Aly) - A(z) = = - 2 + yz, (3) (ax) -y = A(ax) - A(y) = cA(z) - A(y) = ax - y,
(4) A(x)A(x) = 0 pouze pro A(x) = o a to plati pouze pro & = o diky tomu, Ze A je prosté zobrazeni.
Reseni.

(a) 1(1,2,2,1)]| = V12 +22+22 +12 = /10, [|(2,1,1,0)|| = V22 + 12 + 12 = /6, tihel mezi vektory:

arccos 222 (b) (1,2,2,1) - (2,1,1,a) =2+ 2+ 2+ a = 0, takze a = —6,

V60
(¢) (1,2,2,1)-(a,b,c,d) =0, (2,1,1,0)-(a,b,c,d) =0, (2,1,0,1)-(a,b,c,d) =0, hledany vektor tedy

=

0
2
3
0

NN =

221 1221
fesi soustavu homog. rovnic s matici < 110)~ (033 2], mnozina kolmych vektori: {(1,-2,0, 3)).
101 0010

35



Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

8.54.* ReSeni. 4 = |z +y| — |z —y| = ||| + 2(x - y) + |ylI* - (lz]* - 2(z - y) + |yl|*) = 4(z - y), takze
x -y =1, dale 3 = cos60° =z - y/(|] [yll) = /(|| |yl), takze ||| |y]| = 2, neboli |z = 2/|y
Konetns 10 = |lo+ ]l + |z — g = |2l + 2(2-3) + [yl + (JzI? — 2z ) + l]?) = 2] + 2y =
2(2/|lyl)? + 2||ly||* = 10. Pii oznaceni v = ||y||? dostavam v? — 5v + 4 = 0, tato rovnice ma dveé feSeni
v=4awv=1, takze ||ly|| € {1,2} a ||z|| € {2,1}.

8.55.° Reseni.c-d=(a-c)(b-c)—(b-c)(a-c)=0.
8.56.° Reseni. ||a — 2b||?> = ||a||? — 4(a - b) + 4||b||? = ||a|? + 4||b]|%.
8.57.* ReSeni. Neplati, napi.: ((1,0)-(0,1))((1,1)-(1,1)) =0, ale ((1,0)-(1,1))((0,1) - (1,1)) = 1.

8.58.% ResSeni. Primér kruznice, na které je pFepona trojihelnika, tvoii vektory w, —u, k vrcholu trojihelnika
ze stfedu kruznice sméfuje jesté vektor v (obrazek si nakresli laskavy ¢tendf sdém). Pak odvésny trojuh-
lelnika jsou tvofeny vektory v — u a v + u. Ovéiime kolmost (v — u)(v +u) = ||v||? — |u||?> = 0, protoze
|lu|l = ||v|| = polomér kruznice.

8.59.% ReSeni. Oznadim a, b, c a d vektory, které tvoii odpovidajici strany étyithelnika a w, v Ghlopticky tak,
zeu=b+c=a+d,v=b—a. Jeu-v=(b+c)-(b—a)=|b|?-a-b—a-c+b-c=0. Dokazovani
rovnost |al|? + ||¢||* = ||b]|? + ||b + ¢ — al|? je ekvivalentni s 0 = 2||b||> — 2a -b —2a - ¢+ 2b - ¢, coZ je
rovnost, kterd plati diky kolmosti thlopficek.

8.60.° ReSeni.

— (a) Je uv = |lu| ||v]| cos120° = —%, podobné pro ostatni dvojice vektort. |al|? = ||u|? + 4||v||2
|w|?*4uv + 2uw + dvw =1+ 4 + 1z 7(4—|— 2+4) =1, [|b]|* = 4]|ul]® + ||v]]? — duv =4 + 1 + 4 =1,
6]l = V7, ab = (u + 2v + w)(2u — v) —2||u||2—|—3u'v—2||v||2—|—2uw—vw—2— 3_2-241="2
7 . . 72
thel mezi a, b je arccos v

— (b) Velikosti u, v, w jsou 2, Uhly mezi nimi jsou 60°. uv = ||u|| [|[v]| cos 60° = 2, stejné uw, vw. Poéitadm
lall? = 4/[ull* +||v]]* +25]|w|]* — 4uv +20uw — 10vw = 112, tj. ||al| = 4V/7, |[b]]* = ||ul*+]|v]]* +2uv =
12, tj. ||b]| = 2v/3, ab = 2Hu||2 +uv — ||v|? + buw + 5vw = 26, Ghel mezi a, b: arccos ST

ww = —3, [la||? =3, |la|]| = V3, |b]|> = 2, ||b]| = V2, ab = 1/2, Ghel mezi a, b je

= (c) uv =0, vw =
arccos 1/v/24,
— (d) |la|> =2, |la|| = V2, ||b||? = 5, ||b|| = V/5, ab = —2, tihel arccos(—2/+/10).
8.61.2 Reseni. Je [ cosax cosbrdr = sin((a—b)z)/2(a—b)+sin((a+b)x)/2(a+b) pro a # b, [ sinaz sinbrdx =
sin((a — b)x)/2(a — b) — sin((a + b)x)/2(a + b) pro a # b, [ sinax cosbrdr = —cos((a — b)z)/2(a — b) —
cos((a + b)x)/2(a +b) pro a # b, [sinaz cosazdr = Sin;TM, takze fow cos ax cosbrdr = 0 pro a,b € N,
a#b, [ sinazsinbrdr =0 pro a,b € N, a #b, [ cosazsinbrdz =0 pro a,b € N.

57

8.62.2 ReSeni. Staci pouzit vétu 8.35.

v ’, . . . ™ .
8.64.! Reseni. Je [sin” axdz = £ —sinaz cosaz/2a a [ cos® axdz = £ +sinaz cos az/2a, tedy [ sin® axdz =

fow cos? axdx = 5, takze vektory baze normalizuji tak, Ze je podélim konstantou \/g

8.65.> ReSeni.
— (a) Skalarni sou¢in 1 s 2%: 1-0+0-0+0-1 = 0, podobné pro ostatni dvojice vektorii. Baze je ortogonalni.
b) j;)l 12?2 = [2%/3]§ = 1/3, vektor 1 neni kolmy na vektor x2, baze neni ortogondlni.
8.66.° ReSeni. a = (—2,2,1)(5), b= (1,-2,0)(5), c = (1,1,1)(5).
— (a) x Fesi soustavu s matici (_12 _22 (1)), tj. = «(2,1,2), déle a(2,1,2) - (1,1,1) =ba =2, tj. a = Z a
x=2(2,1,2)p) =2i+2j+ ik

— (b) ab=(-2,2,1)- (1,-2,0) = =6, ||la||> = (-2,2,1) - (=2,2,1) = 9, ||b]|2 = (1,—2,0) - (1, —2,0) = 5,

ihel mezi r nalogicky thel mezi :ar —
tthel me abaccosB\/g,aaogcyue e bacaccos\/g\/g

() llall = 3, 1b]l = V3.

— (d) vSe pocitdm v soufadnicich vzhledem k bazi (B)
~v(1,-2,0), protoze ¢ + y = ¢, je «(2,1,2)+ = B(—
dostéavam soustavu s feSenim aw = 5/9, § = —1/9, v =
Y= 8(27 L, 2)(3)'

— (e) Vektor x je kolmy prtimét vektoru ¢ na rovinu g prochézejici vektory a, b. Tj. vektor = je ,stin“
vektoru ¢ na roviné p, pokud paprsky sviti na rovinu kolmo.

, ¥y = «(2,1,2) (viz ptipad a), = 5(-2,2,1) +
2,2,1) + (1, —2,0), po rozepsani do soufadnic
—1/3 takze © = —§(—2,2,1)(5) — 3(1,-2,0)5),
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Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

8.67.° ReSeni. ¢; = by, c; = by + ab; tak, aby ¢z L by, tedy ((2,1,0) + a(1,2,2)) - (1,2,2) =0, tj. 2+ a +
(1+20)-2+4a =0, takze a = —4/9 a ¢z = (2,1,0) — 5(1,2,2). Konecné ¢ je libovolny vektor kolmy

soucasné na by a by, takZe Fesi soustavu s matici (; f (2)), napiiklad e3 = (2, —4, 3). Ortonorlalizaci této

béaze provedu tak, ze vydélim ¢; jejich velikostmi, tedy ||c1| = 3, ||cz]] = v261/3, |les|| = v29.

8.68.%> ReSeni. Budu postupovat podle ditkazu véty 8.41, tj. bazi budu nejen ortogonalizovat, ale také norma-
lizovat. ¢1 = (1/|b1]))by = £(1,2,0,2),
L = by — (becr)er = (2,1,0, 0) ((2,1,0,0) - $(1,2,0,2))5(1,2,0,2) = (2,1,0,0) — 5(1,2,0,2) =
§(14,1,0,-8), ez = (1/[|by[|)b) = —3 (14, 1,0, -8),
5 = bz — ((bsc1)er + (bsea)ez) = (1,0,1,3) —
((1,0,1,3) - $(1,2,1,0))5(1,2,0,2) — ((1,0,1,3) - %(14,1,0 —8))\%(14 1,0,-8) =
(1,0,1,3) — 1(1,2,0,2) — 52(14,1,0,-8), c3 = (1/||bs])bs, konecné ¢4 lze pocitat podobné, nebo

261
vyuzit toho, Ze to je posledni bazovy vektor v R*, takze pozadavek na to, Ze je kolmy na vSechny ostatni,

1210 1 2 02
vede na soustavu s dimenzi feSeni 1, konkrétné soustava s matici (2 10 0) ~ (o -2 1 1) ma feSeni
1013 0 3 04

((2,—4,—-11,3)), takze cq = ﬁ(z —4,-11,3).
8.69.%> ReSeni. Znovu postupuji podle dﬁkazu véty 8.41. ||by|| = 1, takze ¢; = by = 1, ddle by = by —
(baer)er = x — (folx-ldx) -1 = x — %, velikost ma byt 1: fo (z— %)de = fol (22 -2+ 1)de =
1
{L; - % + %]0 = L, takze co = V12 (z — 1), dale by = by — Y (bsc;)c; = a? (fo 2 1dx> 1 -
1
(12 fol 2 (x — %)dx) (x—3)=a*— [%} —12 {% - “"—;]O (x —3) = 2* —z + §, konecné vydélim tento

||O

vektor jeho velikosti fol (a: —z+ 6) dz 180, takze c3 = /180 (x —z+ )

8.70.> ReSeni. Prvni vektor v zakladné ¢tyisténu zlstane na svém misté. Druhy vektor zistane v roviné
zakladny, ale je natoCen tak, aby sviral s prvnim vektorem pravy thel. Tteti vektor nato¢im nakonec
tak, aby byl kolmy na zakladnu.

8.71.* ReSeni. Necht hrany krychle sousedici s levym dolnim piednim vrcholem tvoii bazové vektory, vzhledem
ke kterym ma stranova uhlopficka soufadnice (1,1,0), a télesova thlopficka ma soufadnice (1,1,1).
Protoze je baze ortonormalni, mizeme poéitat skalarni souc¢in podle véty 8.33.

, 1,1,0)-(1,1,1
— (a) thel = arccos m = arccos f\/§’

— (b) volim jinou stranovou thlopficku se soufadnicemi (1, —1,0), protoze (1,—1,0) - (1,1,1) = 0, jsou
uvedené ﬁhlopfiéky na sebe kolmé.

v

stavy. Prl volbé souradnicového systému s ortonormalnl bazi tak, ze pocatek je v jednom vrcholu podstavy
a prvni bazovy vektor lezi v hrané podstavy, ma vrchol V soufadnice (1/2,1/3/6,2). Vektor podél pryni
hrany m4 soufadnice (1/2, v/3/6, 2) a vektor podél druhé hrany m4 soufadnice (—1/2, v/3/6, 2). Protoze
je baze ortonormalni, miazeme pocitat skaldrni soucin podle véty 8.33. Hledany thel je

(1/2,7/3/6,2)-(— 1/2 V3/6,2) _ —1/4+3/36+4 23/6 23

arccos 1/2, 6.2)]2 — arccos m — arccos 26/6 — arccos 56"
1(1/2,v3/6,2)|

8.73.> ReSeni. Hranol umistim do soufadné soustavy s ortonormalni bézi, kterd ma pocatek v jednom vrcholu
trojihelnika, strana trojihelnika délky 1/3 strany ¢tverce (tu prohldsim jako jednotkovou velikost) je
prvnim bazovym vektorem, druhy bazovy vektor lezi také v podstavé hranolu a je kolmy na prvni a tfeti
bazovy vektor sméruje kolmo k podstavé hranolu. Obrazek si nakresli laskavy ¢tenar sam. Vzhledem k
této bazi ma prvni tisek lomené ¢ary soutadnice (1,0,1) a druhy tsek méa soufadnice (—1/2,v/3/2,1).
Abych spoéital tthel lomené ¢ary, musim jeden vektor orientovat obracené, napt. (—1,0, —1). Uhel lomené

vy . (—=1,0,—1)(—-1/2,v3/2,1) 1/2 -1
Cary je arccos =10 Dl [(=1/2,v3/21] = arccos ff—arccos I

8.74.> ResSeni.
— (a) = lu—vl]?, ). [lul*+][v]|*+2uv = [Jul|*+]v]]* —2uv,
takze vecuv = 0. Jednotlivé upravy jsou ekvivalentni, tj. plati i obracené tvrzeni.
— (b) Nechtf (u + v)(u — v) = 0, z toho plyne |lu? — ||v||> = 0, tj. obé velikosti museji byt stejné. Upravy
jsou ekvivalentni, tvrzeni plati i obracené.

8.77.0 Reseni. http://flow.kmo.tul.cz/ www /czech/vyuka/multiedu/fcanal_apm_pdf.pdf
8.78. ReSeni. Doplnim pozdéji
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8.79.0 ReSeni. Doplnim pozdéji

8.80.° Reseni. Doplnim pozdéji

9.67.5 Reéeni.)@:ﬂ+l@ X$=XB- 4B, 2X$ = XA+ XB.
9685Resen1 +1AB+1(L(BC+4AC)), QT = QB+ 1BC+ L (L(CA+ BA)), QT = QC + LCA +

ﬁ—k@ JT cﬂ+@+@?

9.69.* Reseni. Doplnim pozdéji.
213 113
9.71.* Reseni. Lezi v roving? (5 2 6) ~ (0 1 3), ano. Je AB || CD? (2 13), ano. a = arccos ABAD _ _

639
0=2r—a—LF—n.

113 000

|AB||AD|

—12 48
arccos ———— arccos ———— = arccos —— ——
V144117 ﬁ V1419’ V194126

9.72.% Regeni.D=C+tﬂat2 |Ei||2— |AD|2. D (2,3,0) +1(1,1,-2) = (24 1,3+ 1, ~20), AD =

(t,24+t,—2t—1), t*-6 = t2 +4+4t+t2 +4t2 +4t+1,t = ; , zédporné t znamena, ze D je na
opacné polopfimce, nez jsme predpokladali. Lichobéznik by mel body upofadény ABDC, tj. iloha nemé
feSeni. Vskutku, D musi leZet na ose tse¢ky C'A a kdyz je tihel v trojuhelniku ABC u vrcholu A tupy,

dostéavame bod D na opacné polopiimce. A ten thel tupy je, protoze (—1,—1,2)-(0,2,—-1) = —4 < 0.

9.73.2 ResSeni.

%

—

B—A)(C—A 1,-1,0)-(2,2,—3 -

(a) a = arccos (B-A)(C—A) — 2( — = 2 = arccos H(§ 1 0)‘)| ﬁ(Q i)”)\l =7,
B = arccos U103 =3)  _ arecos = -p
TCL—TO) (3,3 7 = '

- b)T=A+2E1((B-A)+(C-4)) = (1,1,3)+ £((1,-1,0) + (2,2, -3)) = (2, 3,2).
() ve = ||@|| = /17, protoze trojihelnik je pravouhly, v, = || AB|| f\/i va : |AC| = |AC : |CB]|,
va = | AC|2/|TB|| = 17/V/T5.

9.74.* ReSeni.

_>

iliiii

NN N N N

9.75.4

9.76.

w L Ll L LT

4

—

— (c)
= (d)p=g,

_>

(a) Rtznobézky, prisecik (1,3, —1), thel 90°,

b) rtznobézky, prusecik (2,1 ), thel arccos /1/20,
mimobézky, vzdalenost
mimobézky, vzdalenost

~

o

S— \Q‘,\_/

9

CO\U‘
e
w

rovnobézky,
rovnobézky,
totozné.

CIR R
=

seni
Ruznobézné, prisecik (4,0, 1), thel arcsin W’

A/\(
zv?ﬁ

riznobézné, prusecik (—9,6, —10), thel arcsin \Zﬁ,

25
riznobézné, prisecik (4,4, 2),
pfimka lezi v roving,

uznobéiné, prisecik (3,3, 1).

—~
[eNN e
vm \_/\_/\_/

e
Sen

NaJdeme rovinu o prochézejici pfimkou, kterd je kolma na danou rovinu p. Prinik téchto dvou
rovin je hledand pfimka ¢. n, = (2,1,1) x (1,2,-1) = (-3,3,3) ~ (=1,1,1), tj. 0: (-1 11| —=3), n

(3,2, 1) x (—1,1,1) = (3,-2,5), tj. oz (3 —2 5| 17). soustava: ~ (*01 ! ;\;3), q: (4,0,1)+<(7,8,—1)>.
(b) 0: (=3 6 5| 13), misto proklddani roviny o udélam pro zménu jinak: kolmice & na ¢ z bodu D protne
rovinu v bodé K, prisecik primky a roviny P uz mame spocitan v predchozim piikladé. ¢: P+t P
k:(=3,2,-2) +1(—3,6,5), K = (322,432 =10) 4:(-9,6,—10) + ¢ (—363,114, —245).

q: (4,4, 2) + (1069, 930, 889).

A;U<

(e) q: (&,3,1) 4+t (427,84, —70).

9.77.* ReSeni.

— (a 5,—1,9),

Riznobézné, tihel arccos 5/4/132, priseénice (—2,0, —7) + t(5,
1,9),

)
— (b) rznobézné, tihel arccos 1/6, priseénice (—2,0,—7) + ¢(5, —
— (c) rovnobézné,
— (d)

totozné.
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9.78.4

Uvod do algebry, zejména linedrni Resent cvicent

Reseni.
1 -11

H(a)det(1 1 1>6,Vé61.

9.79.4

9.80.%

9.81.4
9.82.4

9.83.%

9.86.%

9.87.4

9.88.4

0 —-13

— (b) (1,-1,1) x (1,1,1) = (=2,0,2), [|(=2,0,2)| = V8 =2v2, P = 1 22 = /2,
— (c)u [(1,-1,1)-(0,—1,3)|

= (
= (e

— 4
thel = arceos i STho-La) = 2108 510
d) = objem / zdkladna = 1/v/2,
) 6

Reseni. Nechf mé ¢tyfstén hrany délky 1. Spojnice vrcholu s t&Zistém zékladny mé pak délku 1/+/3.
Hledny thel pak je dle véty kosinové arccos %

Reseni. Rovina trojthelnika RTU je rovnobézna se zakladnou ABC' a prochéazi stiedem vysky ¢tyfsténu.
Trojuhelnik PQR lezi v roviné zakladny a je s trojijelnimem RTU shodny a vzhledem k RT'U posunut
a otocen o 180°. Usecky PU, QT a RS jsou stejné dlouhé a zakonité se protinaji v piili, tedy ve ¢tvrtiné
vysky ctyfsténu. Masochisté si to spocitaji analyticky. Mohou k tomu pouzit t¥eba Ctyistén s vrcholy
(0,0,0),(1,0,0), (3, %,0), (3, %, 22).

Reseni. Osmistén sestava ze Ctyt ctyisténi se zdkladnou o plose % a vyskou % Objem =4-%-

ReSeni. Rez danou rovinou se na stranidch ABD a ACD projevi jako vyska trojuhelnika, ktera je
kolm4 na zakladnu AD. Tyto vysky tvofi smérové vektory roviny, tudiz je rovina kolmé na AD. Pro

masochisty, ktefi to cht&ji délat analyticky: Ctyistén ABCD: (0,0,0),(1,0,0), (% V3 0), (% V3 @),

2072 27 67 4/3
Q=0 B35 ne = -1 8.35) x (3,38, 3) = (2, 52,4 = 424D,
Reseni.
(a) X = (10 )Y:(l 1,5 2) 212

. 5:1),Z =(0,1,3), np = (0 %1%) (— 1,1,0) (=%, —3,4) ~ (1,1, -1), tj.
(11_1|2) (000)+t(17070) p1No=P (53 ) (0,0,0)+t(0,1,0),p2ﬂQ=P2:
((), 5,0), p3 = (0, 1, 1)+t(1,0,0), p1No= P = (2, , ) tluhelnik XY P3ZP, P, je pravidleny, protoze
kazda strana ma stejnou velikost g
(b) Sestitihelnik sestava ze étyt trojihelnikfi o obsahu % a s obdélniku 1 - g, takze plocha je %
() n, = AC = (1,1, -1).

Reseni. Prolozime bodem @ rovinu ¢ kolmou na danou p¥imku. Najdeme priisecik P.

a) n,=B-A=(1,0,-2),0:(10-2]0), P=(0,1,0), Q' = P+Cﬁ: (0,2,0).
_(_1 1

0 (23118, Q' (8. b 18

d) o

—

147 14 7 14

:(231]39),P=Q=qQ.

( A/-\A

Reseni. Bodem () vedeme piimku p kolmou na danou rovinu p. Najdeme prusecik P.

(a) np = (1,0,2) x (=2,1,1) = (2,3,1), 0: (23 1| 7), p: (0,0,0) + £(2,3,1), P = (1,3,1) pro t = 1,
takze Q' = (2,3,1) pro 2t = 1.

(b) 0: (=24 -110), Q" = (31, 57, 31)-

217217 21
(c) 0: (15-212), Q = Q"
Reseni.
(a) /%, (0) /%, (c) /3%, (@) 0.
Reseni.
(a) /I, () /3, () 0.
Reseni.
1 2 —-1|6 1 2 —-1|6
(@) o: (=215]10), 7: (=57 —4|2), oNoNr7: <—2 15 10) ~ (0 5 3 22), P = (22 29 2l
-5 7 —4| 2 0 17 —-9]32

12 —-1(6 1 2 —-1|6 —
oNao: ~ (0 5 3 ‘22)7]91: (27674)+<(_1613»5)>7 oNT: ~ (() 17 _9‘ ) Pp2: (%701%)—’_«_1797 17)>>

oNT: ~ <_02 é _23‘_126),1)3:P+<(1371173)>.

Uhl car V5 ;ar 13 T: ar 3 __.
Uhly o,0 CCOS 5%, 0, T & AICCOS 7oz, 0, Arccos == 7es
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9.94.%

9.95.%

9.96.4

9.97.4

9.98.4

10.63.4

10.64.%

_>

10.65.%

10.66.4

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

[SJ[eY

’%) + <(_17170)>7 onNT: ~

2
. 11 -2]2
54>7 tJ~ Q”‘L Qm T (0 0 4 ‘3)7 p1: (2,

é (1] _42 ‘ _94) 1 (—4,2,2)+((—1,1,0)), vzdélenost o, f’ tihel o, T: arccos 3.
¢) prusecnice jsou rovnobézné,

d) maji spole¢nou pusecnici,

0 a o jsou totozné.

Reseni. (u —2v) x 2u+3v)=0+3uxv—4vxu+o="Tuxwv, H7u><v||:7§.

ReSeni. =a-(ot+taxb+bxa+o+cxa+ecxb)=a-(cxb).
Reseni. (2u —3v) x (u+2v) =o+4uxv—-3vxuto=Tuxv, |[Tuxv|=7-5=35
Reseni. Normalovy vektor roviny n = (b—a) x (c—a)=bxc+axb+cxa=u.

Reseni. Smifeny sou¢ina- (bxc) = (2u—v)- (u+v-—w)x 2v—w)) = 2Qu—v) - Quxv—uxw—
vXw+2vxw)=4u-(uxv)—2u-(uxw)+2u-(vXw)—2v-(uxv)+v-(uxw)—v-(vXw)=
2u - (v X w)+v- (uxw) =2||ullvx w| cos0° + ||v]| ||lu x w|| cos60° = 2||u| [|v] ||w]| sin30° +
o] [lu]| [[w] sin90° cos60° =2-1-2-3-1+2.1.3-1 =09

—a b 0
Reseni. |det ( —a 0 c) ‘ = |zbc + a (bz + cy + be)|.
T—a y z
Reseni.
12 -3[-3 12 -3]| -3
(a)<221 2>N(02 7 8)704:—5,
4 6 « «@ 0 0 at+b|at4d
(b) a = -3.
Reseni. Kolmé priméty jednotlivych bodi: A’ = (% % %) B = (%, %—1,%) C'=(3 ,—4 %) Obsah
ABC: 1|(1,1,-2) x (0,2, —-1)|| = [|(3,1,2)|| = 1+/14. Uhel « roviny ¢ a roviny ABC' arccos % Plocha
pramétu = plocha ABC -cosa = 1 sV 14 ‘ﬁ = 2\\7
Reseni. (uov3 — u3ve)? + (ugvz — uzvy)? + (ulvg —ugv1)? = wdvd + udv? + uvi + uivd +udvd +u3vd +

(u3v? 4+ udv3 + udv?) — (u2v? + U303 + udv?) — 2(urugvy V2 + UTUzV1V3 + Uguzvevs) = (uF +ud +ud) (v +
v3 +v2) — (urv1 + u2vs + uzvz)?.

Reseni. Obé jsou zdporné orientované, determinant matice jejich pfechodu je kladny.

. i 10110 10
ResSeni. ~(oo0o101)~ (01
01111 00

0

takze vSechna Feseni jsou (1,1,

011

01 0) , podle véty 5.34 je baze prostoru feseni (1,1,0,1,0), (1,0,1,0,1),
101

,1,0),(1,0,1,0,1),(0,1,1,1,1),(0,0,0,0,0).

Reseni.

(a) S vyuzitim vysledku z pfedchoziho cviceni a s védomim, ze napf. (1,0,0,0,0) je partikuldrni feSeni,
mohu mnozinu vSech feseni napsat ve tvaru (1,0,0,0,0)+((1,1,0,1,0),(1,0,1,0,1)), takze vSechna FeSeni
jsou (0,1,0,1,0),(0,0,1,0,1),(1,1,1,1,1), (1,0,0,0,0).

10 1 1 011 100 1 1
(b)N001 0 —-1/0) ~ (010 -1 0
0 01 0 —

(-1,0

01 -1 -1 1 0 1
homogenni soustavy (—1,1,0,1,0),(—1,0,1,0

(1,0,0,0,0) +((-1,1,0,1,0),(~1,0,1,0,1)).

), podle véty 5.34 je baze prostoru feseni pridruzené

>f\/
10

10011
<0 1010]1 1),pod1e véty 5.34 je béze feSeni pfidruzené homogenni soustavy (1,1,1,1,0),(1,0,0,0,1),
0011001

takze prvni sloupec matice X obsahuje vektory (1,1,0,0,0)+((1,1,1,1,0),(1,0,0,0,1)) a druhy sloupec
matice X obsahuje vektory (0,1,1,0,0)+((1,1,1,1,0),(1,0,0,0,1)). Celkem v prvnim i druhém sloupci
mohou byt ¢tyfi rizné vektory, takze lze zapsat 16 riznych matic X, které vyhovuji maticové rovnici.

1
0
0
, 1), takZze mnozina vSech FeSeni je

)
o= o
= o o
oo
=

1
0
1

=)

Reseni. Resim dvé soustavy nehomogennich rovnic se spole¢nou matici soustavy ~ <

Reseni.

— (a) je LN, (b) je LN, (c) je LZ

10.67.4

Reseni.
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10.68.4

10.69.4

10.70.4

10.71.4
10.72.4

10.73.4

10.74.4

10.75.4
10.76.4
10.77.4

10.78.4
_>
_>
*>

10.79.4

10.80.4
10.81.4

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

(a) a =1, (b) pro za4dné a, (c) pro vSechna «a, (d) a = 1.
Reseni.
(a), (b) bazi mohou tvotit zadané vektory, (c) napf. {(1,0,1,0,1),(0,1,1,0,0),(0,0,1,1,0)}.

111 0 0
. 010 0 1 _ _
i-‘{esem.N(OO1 0 1), a=1,b=0.
000 atl b
11100 11 1 00 11 1 00
“am: [1 0101 01 0 01 01 0 01 ‘e o g _ .
Reseni. |} 0.7 1|~ o1 1a11) ™~ |01 14011 , nejvice prvktt ma (M) pro a = 1, tehdy je
01111 01 1 11 00 a 00
dim(M) = 4, takze pocet prvki je 2¢ = 16.
Reseni. Ano: (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), (0,0,1,...,0), ...,(0,0,0,...,1).
Reseni.
0ioo0o0 10000 11011
01110 11101 10101 ) . )
(a)f11100f,(b)|11010],(c) |0 100 0], trik: ndsobeni matic mohu provést na jednoduchém
11101 01011 10010
10100 .M o000 1 1.100,0 o . o
software pro tento ucel v R, pfitom suda ¢isla vysledku zapisu jako nuly a licha ¢isla jako jednicky,
1001110000 1001110000 1000010100 10100
01010[(01000 01010(01000 01000(00011 00011
(d)Jooo11jo0o100|~]0o0110[11010]~]00100(10001|], A"'=(10001
11111/00010 00011(00100 00010(010T11 01011
1011100001 00010[01011 0000101111 01111

Poznamka: i v pfipadé vypoctu inverzni matice lze pouzit vyse zminény trik. Matice ma sudy determinant
(pocitdno v R) pravé tehdy, kdyz je singularni v Zs. Tedy pro lichy determinant existuje inverzni matice
i v Zy. PTi vypoctu inverzni matice mizeme pracovat v R a pouzit vzorec z dikazu véty 4.37, ovsem
neni potfeba délit ¢islem det A a ve vysledné matici staci licha ¢isla psat jako jednicky a suda jako nuly.

Reseni.
01000 10100(1 0011 10100(12 0011
11100 0100101010 0100101010
(@) X=A"'"B=|o1111|,(b) 1110000011~ f00111[11111][,podleFrobeni-
10101 0011111111 0000121010
01001 1101110111 0000001011

ovy véty matice X neexistuje.
Reseni.

(a) hod A =5, hod B =4,
(b) hod A =5, hod B =5,

Reseni. Pocet vektorti je 24im P = 213 — 8192,

A je regularni, B je singularni,
A je regularni, B je regularni, det A =1, det B =

o
oF

Reseni. Dimenze = n — hod A = n — k, pocet vektortt = 2" %

Reseni. http://en.wikipedia.org/wiki/UTF-8,

nebo http://www.unicode.org/versions/Unicode4.0.0,

specidlné http://www.unicode.org/versions/Unicode4.0.0/ch03.pdf, sekce 3.9 (UTFS).

Jednotlivé kédy znaki Unicode jsou v UTF-8 kédovany do jednoho az ¢tyT byte, tedy jedna se o neblokovy
kéd. Podle prvnich péti bit prvniho byte dekodér jednoznacné poznd, zda ma dekddovat znak zapsany

dvou nésledujich byte, 11110777 — znak je kédovan v tomto a tfech nasledujich byte, 11111777 — toto
neni kédové slovo. Navic vSechny pokracovaci byte maji vzdy v prvnich dvou bitech psano 01. Pokud to
neni splnéno, dekodér ohldsi chybu (pf{jem nekédového slova).

Reseni. Jednotliva kédovéa slova oznadim a, b a c. Je
(a) |la]] = ||00110010|| = 3, ||b|| = ||10101010]|| = 4, ||c|]| = ||]11110000| = 4,

(b) lla — b|| = [[10011000[| = 3, [[a — || = 3, |[b — || = 4. (c) 3,

(d) neni linedrni, chybi mezi kédovymi slovy napf. nulovy vektor.

Reseni. Nejvétsi velikost mé slovo plné jednicek, |[111...1| = k, nejvétsi vzdalenost je mezi timto
slovem a nulovym slovem, nejmensi vzdéalenost mezi rtiznymi slovy je 1, napf. ||100...0—000...0|| = 1.
Reseni. .4(00110010) = 1100, .A(10101010) = 0000, .A(11110000) = 0101.

Reseni.
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Uvod do algebry, zejména linedrni

Resent cvicend

0
0
1
0

110 1
s (biaaite) -
001 1
znovu prohodim tfeti se ¢tvrty
— (b) def A =4, (c) hod A = 4.

10.82.4 Reseni.

0
1
1
0
t

=

1
0
1
0
O

BOOOH

1
1
0
1
m

> , prohodim t¥eti se ¢tvrtym sloupcem, pouziji vétu 5.34 a

, dostavam Ker A = (10110000, 11001100, 10101010, 10100001),

— (a) Je-li kéd je linearni, musi mit tifprvkovou bazi, protoze 2% = 8, takze hodnost matice sestavené z

011011

[«
oo
o

1 1 110000
kédovych slov v fadcich musi byt 3, | 1 0] ~ (0 1100 0),
......... 000011
101000
— (b) nejmensi vzdalenost je 2 (stac¢i pouzit vétu 10.26).
10.83.* Reseni.

—>(a)H~(1

1 111100
0 0 |, takze dle véty 5.34 je G = <0 1001 o),
0 101001
1
0

1
00
o),
01

— (b) H~

o

o OO ~O
—oor~OO
[
oo mRORFO

1 011
1),takze G={10 1
110

1
0
0
—(c) H ~ (1 11 1), po prohozeni druhého sloupce se ¢tvrtym lze uzit vétu 5.34 a nakonec znovu

00011

10100
prohodit, takze G=(1 100 0.
00011

10.84.* ReSeni. Prvni étyfi bity mohou byt libovolné, poéet jedni¢ek mezi zbylymi ¢tyFmi bity musi byt sudy.

Dimenze tohoto linearniho kédu je 7, takze pocet slov je 27 = 128.

10.85.* ResSeni. Generujici i kontrolni matice maji podle definice lin. nezavislé fadky. Jde tedy jen o to, zda
mohou byt ¢tvercové. Generujici matice kédu, ktery obsahuje vSechna slova délky k, je ¢tvercova, tedy
regularni. Pokud by méla byt ¢tvercova kontrolni matice, pak pfislusny kéd obsahuje jen nulové slovo,
tj. nejednd so o prilis uziteény kéd. Pro prakticky pouzitelné kédy tedy nemtuze byt kontrolni matice

regularni.
10.86.* Reseni.

— (a) G ~ ,takze H=(0 1 0 1 1),

00

01

00

11
e

— (b) stejné jako ve cviceni 10.83 piipad b), jen zaménim G + H.

10.87.* ReSeni. Dimenze tohoto lin. kédu je ny — n1, takze pocet slov je 2721,

10.88.4 Reseni.

011 101 y _ _
H(a)Hf(lo1)~(011),takzer(111),Kf{?0(§),01111i,00000
101010000
1101001000
00000001 1111111 }(1)(1)8888?(1)8
_{ooo0o111100001111 _
M H=|01 1 601100110011) &= ?}ggggg}gé
101010101010101
0001000100
1001000100
0101000100
1101000100

10.89.* Reseni.
— (a) 28 — 1 = 255, 255 — 8 = 247, takovy kéd je mozné vytvorit,

[eNeoNeoNeol HeleNoNeNeoNe]
OO OOOOOOO
[eNeol  eolololoBoloNo Nl

[« NeleleNeNeNeNoNoNe)
HOOOOOOOOOOo

— (b) 22 — 1 =511, 511 — 9 = 502 # 501, toto nejsou rozméry Hammingova kédu.

10.90.* Reseni. Ne, neobsahuje napt. nulovy vektor.

10.91.* ResSeni. Ano, je to linearni kéd. Béze kédu (fadky generujici matice) miize vypadat napi. takto:
(100...001), (010...010), (001...100), ... Pro suda k je generujici matice tohoto kédu shodnd s matici

kontrolni.
01111000 10000111 01111
4 Tz (11100100 01001110 _[11100
10.92. Resem'H_11010010N001011017G_11010
10110001 00011011 10110
11.78.° ReSeni. (a) 2° + 3z* — 23 + 22 + 3z — 4, (b) 32°® — 222 + 4, (c) 32° + 32

— (d) 2% — 925 + 82° — 122% — 923 + 2322 — 262 + 20.
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Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

11.79.3 ReSeni.

—>()( 5,4,0, 231)+(, 1,1,1,0,0) = (—4,3,1,-1,3,1),
— (b) (4,0,0,—2,2) + (—4,4,~2,2, ~2) = (0,4,-2,3,0),

- (c (,—3,1,1) (6,9 3,3)

—>(d) Co—aobo—( ) ( )—20 Cl—alb0+aob1—4 ( 4)—|—(—5)-2=—26702=a260—|—a161—|—a062=
0-(—4)+4-2+ (=5)-(—3) = 23, c3 = asby + asby + arbs + agbs = (—2) - (—4) +0-2+4- (—3) + (=5)-1 =
—9764:a4b0+agbl+agbg+a1b3+a0b4:3~(—4)+(—2)-2+0-(—3)+4-1+(—5)~0:—12,05:
asby + agby + agby + agbs + a1by +aobs =1-(—4)+3-2+(=2) - (=3)+0-14+4-0+(=5)-0=8,¢6 =
agbo + asb1 + asbe + agbs + asby +arbs +agbg =0-(—4)+1-2+3-(=3)+(—2)-140-0+4-04+(-5)-0 =
—9,07:a7b0+a6b1+a5b2+a4b3+a3b4—|—a265—|—a1b6—|—a0b7:0-(—4)—|—0~2+1-(—3)—|—3-1+
(72)-0+0-0+4~O+(75)~O:O,08:a8b0+a7bl+a6b2+a5b3+a4b4+a3b5+a2b6+alb7+aob8:
0-(—4)+0-240-(-3)+1-14+3-0+(-2)-04+0-0+4-0+(=5)-0=1.

11.80.% Reseni. Nechf p je polynom s koeficienty ag, a1, ..., ax a q je polynom s koeficienty by, b1, .. ., by,. Plati
p = q pravé tehdy, kdyZz maji stejny stupenl (oznaéim jen n) a v pfipadé, ze n < 0 je a; = b; pro vSechna
i€{0,1,...,n}.

11.81.° ResSeni. Ozna¢me 7 ¢asteény podil, z zbytek.
—>(a)7“(x)—x +21 -3, 2(z) =42% —x — 2,

— (b) ()*x +1, z():fx3+x274:r+3,

— (c) r(x) = 23 — 222 +4x—2 z(z) =0,

— (d) ()—;’$2—|— Q?—|—27, (33):%.%—{-%,

— (e) r(z) =0, z()—x +a22—z+1.

11.82.* Reseni. Algoritmus postupné déli konstantou ¢ jednotlivé koeficienty polynomu p a v ménicim z postupné
g p P q) Yy poly p p p
odecita vzdy scitanec s nejvyssi mocninou. Zbytek po déleni je nula.

11.83.° Reseni.
— (a) trojnasobny, (b) neni kofen, tj. 0-nasobny kofen, (c) dvojnisobny.

11.84.% ReSeni.
— (a) p(=2) = —128, p(3) = 342,
— (b) p(5) = 269, p(2 + 3i) = 14 — 141i.

11.85.% ReSeni. Viz napiiklad cvideni 11.86.

11.86.° Reseni.
H( ) (96*2) (z = V3+1)(z+V3+1),
= (b) 2(x = 3)(z + 2)(z = VT + 2)(z + VT +2),
— (c) (x = 1)(z+1)%(x — 5+ 3i)(z — 5 — 3i),
= (d) (z = 3)(z +6)(z —1)*(z + i)?,
— (e) 8(x — 3)(z+ 1)(z — 1 — 2i)(x — 1 + 20).

11.87.% Reseni. Je p(x) = (z — @) ¢(z) pro viechna x € C. Pro z = a dostavame p(a) = (a — a) g(a) = 0.

11.88.%4 Reseni.

— (a) Kofeny a = v/—1=1- e — (FHF) = cos (% + %")—H’sin (% + %”), k €{0,1,2,3}, po dosazeni

mrae {4 — @42 2 F
Takze p(x) = (x—@—i@)( +72—z@) x+—2+z‘§) (x—@ﬂ'@).

2
— (b) Kofeny a = ¢/—8 = {/8-¢ = 9. (513) =2cos (% + 27) +2isin (£ + 2£7), k € {0,1,2}, po
dosazeni k: o € {1+1iv/3,-2,1— Z\[} takie p( )= (z—1—iV3)(z+ 2)( -1+ \f)

— (c) Kofeny a = ¥/8 = /2 - P \fcos + z\[sm € {0,1,2,3,4,5}, po dosa-
zemkae{\f\f(f—kz )\[( 2—1—22) \f\f(% ),\[(%—%)} takze p(z) =
(a;—ﬂ)(az—i f)( + L2 6)(x+\/)( +f+i§)(x—§+z‘76).

11.89.° ReSeni. Protoze 1 + i je kofenem realného polynomu, musi byt 1 — i také kofenem. Kofenové &initele:

(r —1—1i)(z—1+1) = 22 — 22 + 2. Podélenim zkoumaného polynomu polynomem z? — 2z + 2 dostavidm

polynom 23 — 322 + z + 5. Cislo —1 je kofen tohoto polynomu (pokus o uhodnuti celoéiselného kotene z
mnoziny moznosti {1, —1,5, —5}). Dostavam tedy rozklad: (z + 1)(z? — 2z + 2)%(2? — 42 + 5).
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11.90.°

11.91.4
11.92.4

11.93.4
11.94.4

11.95.1

11.96.2

11.97.3

11.98.3
11.99.3

Uvod do algebry, zejména linedrni Reseni cvicend

Reseni. Nejprve 11.86: (a) , (b) beze zmény, (c) (v —1)(z+1)?(2? —102+34), (d) (z—3)(z+6) (22 +1)?,
(e) 8(x — 2)(z+ 1)(2? — 22+ 5), ddle 11.88: (a) (2% — V22 + 1)(2? + V22 + 1), (b) (z +2)(z? — 22 + 4),
(0) (@ + V22 +2) (2 — V22 +2)(z — V2)(z + V2).

Reseni. Ne, protoze pak téz 1 + 8i je sedminasobny kofen a polynom stupné 13 nemtize mit 14 kofentl.

eSeni. Vynasobenim kofenovych ¢initelt s kofeny vzajemné komplexné sdruzenymi dostavame realny
R v », V / b ’ k v /. h v .t lo k ~ ;. « k 1 v d v /. . d t s s /1 /.
polynom. Soucin realnych polynomu a konstanty a, = 1 je redlny polynom.

Reseni. D4 se nahradit podminkou a,, € R.

Reseni. Algebraicky: komplexni kofeny jsou po dvou, pfi lichém stupni musi zfistat misto aspoi na
jeden realny koren.

Analyticky: Pfi a,, > 0 je limp(z) = 400 pro & — 400 a limp(z) = —oo pro & — —oo. Spojitad
funkce musi protnout osu z. Pfi a,, < 0 se pouze prohodi 400 s —oc.

Reseni. Rozklad polynomu tietiho stupné musi obsahovat polynom stupné prvniho, coz je (a7 na kon-
stantu u prvni mocniny, kterd se da vytknout) kofenovy ¢initel. OvSem polynom neméd koten v T, takze
kotfenovy Cinitel nemuze v T' existovat. Polynom tedy neni rozlozitelny na ¢initele v T'.

Reseni. Necht (c;) je nenulova posloupnost s koneénym nosi¢em, k je nejvétsi index, pro ktery je ¢, # 0.
Pak obraz izomorfizmu v posloupnosti (¢;) definuji jako polynom ¢y + ¢z + c22? + - - + cpa®. Obraz
nulové posloupnosti definuji jako nulovy polynom. Toto zobrazeni je prosté (véta 11.11), je ,na* (ke ko-
eficientim polynomu ptriddme nekoneéné nul a dostavame odpovidajici posloupnost s koneénym nosicem)
a je linedrni (véta 11.21). Jedn4 se tedy o izomorfismus.

D 04 ’, n n n
Reseni. } /" a; = —an-1, Zi,j:l,z’<j QiQj = A2, Zi,j,k;l,i<j<k QiQjQp = —0n-3, ... )
..., kone¢né posledni vztah: ayag - - - «,, = (—1)"ag. P¥itom kazdy kofen je zde zapsan tolikrat, kolik

je jeho nasobnost.

Reseni. ayas -+~ = (—1)"ap.

Reseni. Necht p ma asponn dvojnasobny kofen. Tj. p(z) = (z — a)?q(z) a p'(z) = 2(z — a)q(z) +
(r — a)?q¢'(v), takze p'(a) = 2-0- q(a) + 0 - ¢'(a) = 0. Obracené, necht p(a) = 0 a p'(a) = 0. Pak
p(z) = (x—a)qi(x) (véta 11.42), p/(z) = 1¢1(x)+(z—a)¢)(x). Dosadim = = a: p’(a) = ¢1(a)+0q} () = 0,
tedy ¢1(a) = 0, jinak fefeno « je kofenem polynomu ¢;. Podle véty 11.42 pak musi ¢; (z) = (x — «)ga (),

tedy p(z) = (z — @)q1(2) = (x — a®)gz(2).
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