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Linearni
zobrazeni

e Zachovava operace + a - linearniho postoru.

e Prenasi vztahy mezi vektory jednoho prostoru do druhého.

a) zobrazeni, 5, b) P. Olsak, FEL CVUT, c) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) /*£. Viz p. d. 4/2010
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Zobrazeni (zatim ne nutné linearni)
e prirazuje kazdému prvku x jedné mnoziny (L;) jednoznaéné
prvek y mnoziny druhé (Ls). Znaéime A : L; — Lo.

e prvku x zobrazeni A priradi prvek y, ktery nazyvame hodnota
zobrazeni v bodé x nebo obraz prvku x a znacime jej A(x). Mlu-
vime-li o obrazu prvku x, pak prvek x nazyvame vzor.

e mnoziné M c L; zobrazeni A prirfadi mnozinu hodnot A(M).

e zobrazeni je prosté (injektivni), pokud kazdym dvéma riznym
vzorum priradi rizné obrazy.

e zobrazeni je na Lo (surjektivni), pokud kazdy prvek v Lo ma sviij
VZOT.

e zobrazeni je bijektivni, je-li prosté a na.
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Definice linearniho zobrazeni

Zobrazeni A : L1 — Lo je linearni (homomorfismus), pokud jsou L4
a Lo linearni prostory a pokud zobrazeni ,zachovava operace®, t;.
Vx,y € L1, Va € Rje:

A(X +7)=A(X) +A(Y), Ala- %) =a-A(X).

Operace +, - vlevo obou rovnosti jsou operacemi v L1 a operace +, -
vpravo jsou operacemi v Lo.

Priklady: Funkce f : R —» R, f(x) = ax, dale zobrazeni, které pii-
radi diferencovatelné funkci derivaci, integrovatelné funkci urcity
integral, funkci posloupnost f(1),f(2),..., posloupnosti po ¢astech
konstantni funkci, orientované usecce jeji pramét do roviny, vek-
toru souradnice, ...

Zajimavy priklad: f : R* — R (operace na R* jsou x @y = xy,
o ®x =x%, operace na R jsou ,obvyklé®), f(x) = In(x).
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Princip superpozice

Linearni zobrazeni A : L1 — Lo prevadi linearni kombinace vzort
v L; na linearni kombinace obrazu v Lo se stejnymi koeficienty,
tedy:

AU X 1+ 00X o+ -+ 0y X ) = QAKX 1) + WA(X 9) + - - - + 0, A(X )
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Zachovani obalu

Dusledek principu superpozice je: AKM)) = (A(M)), neboli:
e Je-li P linearni podprostor v L1, je A(P) linearni podprostor v L.

e A(Lq) je linearni podprostor v L.
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Jadro linearniho zobrazeni

Definice: Jddro linearniho zobrazeni A : L; — Lo je podmnoZzina
Ker A c L definovana vztahem

KerA={x e L, A(X)="0},
tj. je to mnozina vzort, které maji nulovy obraz.

Véta: Jadro linearniho zobrazeni A : L1 — Ly je linearni podpro-
stor v L.

Dtikaz: nechtA(x') = 0, A(y) = 0. Pak A(X + ) = A(X)+A(Y) =
0+ 0 =0.DileA(aX)=aA(X)=00 =0.

Cvicéeni: Najdéte jadra diive zminénych priklada lin. zobrazeni.
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Defekt a hodnost linearniho zobrazeni
Definice: Defekt linearniho zobrazeni A : L1 — Lo je dim KerA.
Hodnost linearniho zobrazeni A : L1 — Lo je dim A(L+).

Lapidarné: Defekt urcuje, kolik dimenzi se ,,ztrati“ pri prechodu od
vzoru k obraztim. Hodnost je dimenze podprostoru vsech obraz.

Cvicéeni: Najdéte defekty a hodnosti diive zminénych priklada
lin. zobrazeni.
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Piiklad A : R* > R3

Zobrazeni A je v bodé (x1,x9,x3,x4) € R* definovano hodnotou:
Alx1,%2,x3,%4) =
= (x1 + 2x2 + 2.9(,‘3 + 4x4, 2.’)61 + X9 + 3.’X,'3 + X4, 33(,'1 + 3x2 + 5.’)63 + 5.’X,‘4)

Toto zobrazeni je zjevné linearni. Najdeme jeho jadro, defekt a
hodnost.
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Defekt plus hodnost

Véta: Defekt plus hodnost linearniho zobrazeni A : L1 — Lo je
rovno dimezni L.

Diikaz (jen nactr, podrobné viz linal2.pdf)



BI-LIN, zobrazeni, 5, P. Olssk  [10]

Prosté linearni zobrazeni

Véta: Linearni zobrazeni je prosté pravé kdyz ma nulovy defekt.

Dikaz: Nema-li nulovy defek, zjevné neni prosté. Ma-li nulovy
defekt a neni prosté, odvodime spor. A(x) = A(¥), tj. A(X')-A(Y) =
A(x -¥) =0, takZe vjadrulezi ¥ -y # 0, takZe A nema nulovy
defekt.

Véta: Linearni zobrazeni je prosté pravé kdyz linearné nezavislé
vzory prevede na linearné nezavislé obrazy.

Dikaz: Neni-li prosté, pak ma nenulovy defekt a netrivialni jadro.

Existuje tedy nenulovy vektor (lin. nezavisly), ktery se zobrazi na
nulovy vektor (lin zavisly).

Je-li prosté a obrazy nezavislych vzora jsou lin. zavislé, pak do-
staneme spor s principem superpozice (ukazat podrobné;ji...).
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Zobrazeni linearné zavislych vzoru

vytvori vzdy lin. zavisly obraz. Stac¢i pouzit princip superpozice.
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Izomorfismus

Zobrazeni A : L1 — Lo, které je linearni, prosté a na Ly se nazyva
izomorfismus.

Pozorovani: Izomorfismus prevadi:

e LN mnoziny na LN mnoziny (protoze je prosty a linearni),

lin. kombinace na lin. kombinace obrazu (protoze je linearni),
¢ LLZ mnoziny na LZ (protoZe je linearni),

¢ podprostory na podprostory (protoze je linearni),

¢ linearni obaly na linearni obaly (protoze je linearni),

¢ baze na baze (protoze prevadi LN mnoziny na LN mnozZiny),

Izomorfismus zachovava dimenze pirevedenych podprostora a za-
ruci, ze dim L = dim Ly (protoZe je linearni prosty a na).
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Vlastnosti izomorfismu

¢ Slozeni izomorfisu je izomorfismus

¢ Inverze k izomorfismu existuje a je to izomorfismus
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Zobrazeni souradnic je izomorfismus

Je treba ovérit
¢ linearitu,
¢ zda je toto zobrazeni prosté

¢ zda je ,na“ R".
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Izomorfni lin. prostory konec¢né dimenze

Definice: Dva linearni prostory L a Lo jsou izomorfni, existuje-li
1zomorfismus A : Ly — Lo.

Pozorovani: Kazdy linearni prostor L kone¢né dimenze n je izo-
morfni s R"”. Tim izomorfismem jsou souradnice vzhledem k bazi.

Véta: Kazdé dva linearni prostory stejné koneé¢né dimenze jsou
vzajemné izomorfni. (Dtikaz plyne z vlastnosti izomorfismu.)

Dulezité: Z pohledu linearni algebry (vlastnosti vzeslych z axi-
omu linearity) neni mezi dvéma izomorfnimi linearnimi prostory
zadny rozdil. MiZeme si vybrat, ve kterém z téchto dvou linearnich
prostort budeme algebraicky problém resit. Obvykle se problém
resi v R”, kde mizeme vyuzit algoritmy souvisejici s maticemi.



