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Zmeéena baze

¢ matice pfechodu od baze k bazi
« jak se zméni souradnice vektoru pti zméné baze?
« jak se zméni matice linearniho zobrazeni p¥i zméné baze?

¢ jak se zméni matice transformace pii zméné baze?

a) zmenabase, 12, b) P. Olsdk, FEL CVUT, ¢) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, zmenabase, 12, P, Olsdk  [3]

Vlastnosti matice prechodu

* P3¢ ma vi-tém sloupci soufadnice vektoru ¢’;
vzhledem k bazi (B).

< (T1 T2 ... T)=(B1 by ... B Py,

¢ Pp_ ¢ je matice identity vzhledem k bazim (C) a (B)

* Pro kazdy vektor w O L je

souradnice soutradnice
vektoru vektoru
PB .C | 7 = ﬁ)
vzhledem vzhledem
k (C) k (B)

Pozor, je to opaéné, nez by odpovidalo ndzvu matice piechodu!

BI-LIN, zmenabase, 12, P. Olsak  [2]

Matice prechodu

Definice: Necht (B) = (51, b,..., bn) a (C) = (C1, Tay..., Tn)
jsou dvé baze stejného linearniho prostoru L. Pak existuje jedina
linearni transformace A : L — L, pro kterou je

A )=7; 0i0{L,2...,n}

Matice této linearni transformace vzhledem k bazi (B) se nazyva
matice piechodu od bdze (B) k bdzi (C).

e Znaceni: Pg_ ¢ je matice prechodu od (B) k (C).

BI-LIN,

Matice prechodu je regularni

Plati:

* Pp_¢jeregularni.
*Pp.cPc.p=Pp.p
* (Pg.c)'=Pc_p

Dukaz: Protoze ma matice Pg_ ¢ lin. nezavislé sloupce, je regu-
larni. Sou¢in matic prechodu vyplyva z véty o matici slozeného
zobrazeni. Je potteba v tomto piipadé skladat identické zobrazeni
a jeho matice vzhledem k raznym bazim. Koneéné tieti puntik je
dtsledkem druhého.



BI-LIN, zmenabase, 12, P. Olsik  [5]
Priklad

Jsou dany (S) = (1,x,x2) a (C) = (2 +x, x — 1, x + 2), dvé baze
linearniho prostoru vSech polynomu nejvyse druhého stupné. Na-
jdeme matici pfechodu Pg . ¢. Ta obsahuje ve sloupcich soutadnice
bazovych prvkii ¢; vzhledem k bazi (S), tedy

0o -1 2
Ps.c=[1 1 1
1 0 O

Jsou-li (a, 3, y) souradnice polynomu p vzhledem k (C), pak

0 -1 2 a B +2y
(1 1 1) D(B>=(a+ﬁ+y>
1 0 O y a

jsou soutadnice téhoz polynomu vzhledem k bazi (S), neboli

px) = ax® +(a + B +y)x—p +2y.

BI-LIN, zmenabase, 12, P, Olsk  [7]
Priklad

Jsou dany baze (B) = (x2+ 1,22+ 2,2 +3)a (C) = (x® +x, x—1, x +2)
linearniho prostoru polynomu nejvyse druhého stupné. Najdeme
matici pfechodu Pg_ ¢.

Zvolme béazi, vzhledem ke které se souradnice dobie hledaji, napti-
klad (S) = (1,x,x2). Podle algoritmu z pfedchozi stranky sestavime
(Ps_p|Ps_c) a eliminujeme na tvar (E | Pg_¢).

1 23/0-12 100|5 4 1
00 1[1 1 1|00 10[-4 -4 -1
1 10/1 0 0 0011 1 1

V pravém bloku po eliminaci mame matici Pg_¢. Zname-li sou-
fadnice polynomu vzhledem k (C), pak nasobenim matici Pg_ ¢
ziskame souiadnice polynomu vzhledem k (B). Kdybychom potie-
bovali ze souiradnice vzhledem k (B) spocitat souradnice vzhledem
k (C), pouzijeme inverzni matici (Pz_¢)! = Pg_c.

BI-LIN, zmenabase, 12, P. Olsak  [6]

Algoritmus pro sestaveni matice prechodu

e Matici ptechodu Pg_ g od standardni baze (S) k bazi (§) sesta-
vime snadno: do sloupcid zapiSeme souiadnice vektort b ; vzhle-
dem k bazi (S).

* Plati: Pg ¢ =Pg s Ps.c = Ps.p) " Ps_c.

 Protoze (A |B) O (E|AB), sta¢i napsat nasledujici dvoubloko-
vou matici a eliminovat:

(Ps_3|Ps.c) IE|PG 53 Pg ) = E|Ps ).

V pravém bloku po eliminaci najdeme hledanou matici Py _ ¢

BLLIN, zmenabase, 12, P, Olsak  [8]
Zména matice zobrazeni pri zméné baze
Necht A je matice zobrazeni A : L; — Lg vzhledem k bazim (B) a
(C). Necht A’ je matice téhoz zobrazeni, ovsem vzhledem k bazim

(B") a (C"). Pak
PC’&C m H’BaB’ = A/

Naért dukazu:

souradnice souradnice
u u
Po.cAP.p0 vzhledem |~ PoctAD vzhledem
k (B) k (B)
souzgdnice souiadnice
_ Au) _ Au)
=Pccl vzhledem | = | vzhledem
k (C) k (C)



BI-LIN, zmenabase, 12, P. Olsék  [9]
Dusledky véty o zméné matice
Necht A je matice zobrazeni A : L1 - Ly vzhledem k bazim (B)
a (C). Pak
* Pco ¢ (A je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C').
¢ A [P3_p je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B’) a (C).
Necht A je matice transformace A : L — L vzhledem k bazi (B).
Pak

e Pp _p A [Pp_p je matice transformace A vzhledem k bazi (B'),
neboli:

« (Pg_p) ! (A [Pp_p je matice transformace A vzhledem k (B’).

BL-LIN, zmenabase, 12, P. Olsak ~ [11]

Algoritmus: sestaveni matice zobrazeni
vzhledem k libovolnym bazim

Je dano linearni zobrazeni A : L; - Ly. Najdeme matici tohoto
zobrazeni vzhledem k bazim (B) a (C).

Necht (S) je baze Ly, vzhledem ke které se souiadnice dobfe hle-
daji. Sestavime matici (Ps_ ¢ | Ap,s), ve které Ap g znaci matici zob-
razeni A vzhledem k bazim (B), (S). Eliminujeme na tvar (E | X).
Pak X je hledana matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C).

Proé? Je (PSHC | AB,S) D(E | PCHS DAB,S).
Pritom P¢_ g (Ap s je matici zobrazeni A vzhledem k (B) a (C).

Poznamka: matice Ps_¢ a Ap s 1ze sestavit snadno.

BI-LIN, zmenabase, 12, P. Olsik  [10]

Priklad

Necht A(x1,x2,x3) = (x1 + x2,X9 + X3,%3 + x1). Najdeme matici této
transformace ke standardni bazi (S). Dale najdeme matici této
transformace vzhledem k bazi (B) = ((2,2,2),(3, 3,0), (4,0, 0)).

110 2 3 4
As=|0 1 1|, Psp=|2 3 0].
1 01 2 00

Matice Ap transformace A vzhledem k béazi (B) spoéitame takto:

2 3 2
Ap = P sAs (Ps_p = (Ps_p) ' (A [Ps_p = (0 0 -%)
02 1

BLLIN, zmenabase, 12, P. Olsék  [12]
Priklad
Je ddno zobrazeni A : P3 — Ps, které derivuje polynomy nejvyse
tiretitho stupné. Najdeme matici tohoto zobrazeni vzhledem k:
(B) = (P +x+2,x%+2x+3,x2+2,x-1), (C) = (x®-x+1,x%-x~-1,x+4)

Zvolim (S) = (x2,x, 1). To je baze, vzhledem ke které se soutadnice
polynomt z P dobie hledaji. Je:

AP +x+2) = 3x2+1, A®+2x+3) = 2x+2, A(x?+2) = 2x, A(x-1) =1

)

Sestavim matici (Ps_ ¢ |Ag,s) a eliminuji:

1 1 0[3 000 |4 -3 —4
-1 -1 1/02 20|00 E |7 38 4
1 -1 4|12 01 |3 2 2

Hledana matice je v pravém bloku po eliminaci.

|
O ol



BI-LIN, zmenabase, 12, P. Olsak  [13]
Priklad

Je ddana matice A’ zobrazeni vzhledem k bazim (B) a (S3). Hledame
matici A zobrazeni vzhledem k bazim (S7) a (Ss).

Jinymi slovy: zname zobrazeni A na béazi (B) a hleddme vzorec,
ktery udava hodnotu tohoto zobrazeni v libovolném bodé. Napii-
klad je znamo

A(1,1,2)=(1,0,1,0), A(1,2,2)=(2,0,2,0), A(2,1,5)=(1,2,2,1).
Reseni. Podle strany [9] je A = A’ Pp_s, = A’ {Pg,_p)" . Matici

prechodu Pg, _p sestavime snadno. Jde tedy o to ji invertovat a
nésobit zprava s danou matici A’

1 21 a1 0 10
11 2
0 0 2 -4 0 2
A'1225(;§;>'—211
0 0 1 -2 0 1
Priklad

Necht A : L - L je linearni transformace, ktera zobrazi bazi (B)
na bazi (C). Vime, Ze matice ptechodu Pg_ ¢ je rovna matici této
transformace A vzhledem k bazi (B). Jak vypada matice stejné
transformace vzhledem k bazi (C)?

Regeni: Oznaéme matici zobrazeni A vzhledem k (B) symbolem Ag
a hledanou matici oznaéme A¢. Je Ag = Py _ . Podle dusledku ze
strany [9] je

Ac=Pp ) ' MAgPs..=Pp_c) ' Pp..Pg..=Ps_.

Ejhle, matice transformace A vzhledem k bazi (C) je stejnd, jako

matice této transformace vzhledem k bazi (B) a je to matice pre-
chodu od (B) k (C).

BL-LIN, zmenabase, 12, P. Olsak  [14]
v,
Priklad
Necht osa o prochédzi poéatkem a svira s osou x dhel a. Najdeme
matici osové somérnosti podle osy o.

Zvolime béazi (B) tak, aby vektor ?1 leZel v ose 0 a ?2 byl na ni
kolmy. Vzhledem k této bazi je matice osové soumérnosti rovna

1 0
0 -1
Nyni provedeme piechod od baze (B) k bazi (S). Matice osové sou-

meérnosti vzhledem k (S) je

1 0
Ps_p D(O _1) P5_s,

Ps 5= (cosa —sina) Py p-= (cos(—a) —Sin(—a)) ,

sin a cos a sin(—a) cos(—a)

Srovnejte tento priklad se stranou 17 kapitoly ,,matice zobrazeni“.



