Zmena baze

e matice prechodu od baze k bazi
¢ jak se zméni souradnice vektoru pii zméné baze?
¢ jak se zméni matice linearniho zobrazeni pii zméné baze?

¢ jak se zméni matice transformace pri zméné baze?

a) zmenabase, 12, b) P. Olsak, FEL CVUT, c) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) /&
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Matice prechodu

. , - = — SN _
Definice: Necht (B) = (b1, bg,..., b,)a (C) =(c1,Co,..., Chp)
jsou dvé baze stejného linearniho prostoru L. Pak existuje jedina
linearni transformace A : L — L, pro kterou je

Ab)=7; Vie{l2, ...n}

Matice této linearni transformace vzhledem k bazi (B) se nazyva
matice prechodu od bdze (B) k bdzi (C).

e Znaceni: Pg_,¢ je matice prechodu od (B) k (C).
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Vlastnosti matice prechodu

e Pp_ .0 ma v i-tém sloupci soufadnice vektoru ¢’;
vzhledem k bazi (B).

¢ (C1C2... C)=(b1 D3 ... Z}n)'PBeC,
e Pz - je matice identity vzhledem k bazim (C) a (B)
e Pro kazdy vektor @ € L je

( soui"adnice\ ( souf“adnice\

vektoru vektoru
P ) — _ —
B—C u = u
vzhledem vzhledem

ko ) \ k® /

Pozor, je to opaéné, nez by odpovidalo nazvu matice pirechodu!
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Matice prechodu je regularni

Plati:

e Pp_,c je regularni.

* Pz ,c - Pc.p=Pp_p
e (Pp_o)1=Pc_p

Dikaz: Protoze ma matice Pg_,¢ lin. nezavislé sloupce, je regu-
larni. Soucin matic prechodu vyplyva z véty o matici sloZzeného
zobrazeni. Je potieba v tomto pripadé skladat identické zobrazeni

a jeho matice vzhledem k rdznym bazim. Koneéné treti puntik je
disledkem druhého.
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Priklad

Jsou dany (S) = (1,x,x2%) a (C) = x? +x, x — 1, x + 2), dvé baze
linearniho prostoru vsech polynomt nejvyse druhého stupné. Na-
jdeme matici prechodu Pg_,¢. Ta obsahuje ve sloupcich souiadnice
bazovych prvki ¢’; vzhledem k bazi (S), tedy

0 -1 2
Ps.c=|1 1 1
1 0 0

Jsou-li (&, B, y) souradnice polynomu p vzhledem k (C), pak

0 -1 2 o —B + 2y
(1 1 1)-(ﬁ>=(a+ﬁ+y>
1 0 O Y (04

jsou souradnice téhoz polynomu vzhledem k bazi (S), neboli

px)=ox’+(a+B+7Px—P +2y.
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Algoritmus pro sestaveni matice prechodu

e Matici prechodu Pg_,g od standardni baze (S) k bazi (§) sesta-

vime snadno: do sloupcud zapiSeme souradnice vektort b ; vzhle-
dem k bazi (S).

* Plati: Pg_,c = Pp_s-Ps_c = (Ps_p) - Ps_c.

e Protoze (A|B) ~ (E|A!'B), sta¢i napsat nasledujici dvoubloko-
vou matici a eliminovat:

(Pg_z5|Ps.c) ~ (E|P - Py o) = (E|Pp_0).

V pravém bloku po eliminaci najdeme hledanou matici Pg_;¢
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Priklad

Jsou dany baze (B) = (x*+ 1,22+ 2,x+3)a(C) = (x® +x, x—1, x+2)
linearniho prostoru polynomu nejvyse druhého stupné. Najdeme
matici prechodu Pg_,¢.

Zvolme bazi, vzhledem ke které se souradnice dobie hledaji, napii-
klad (S) = (1,x,x2). Podle algoritmu z piedchozi stranky sestavime
(Ps_p|Ps_) a eliminujeme na tvar (E | Pg_).

1 230 -1 2 100/ 5 4 1
00 1/1 1 1]~(0 1 0|4 -4 -1
1101 0 0 00 1/1 1 1

V pravém bloku po eliminaci mame matici Pg_,c. Zname-li sou-
radnice polynomu vzhledem k (C), pak nasobenim matici Pg_;¢
ziskame souradnice polynomu vzhledem k (B). Kdybychom potre-
bovali ze souradnice vzhledem k (B) spocitat souradnice vzhledem
k (C), pouzijeme inverzni matici (Pz_ ) ! = Pg_.
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Zména matice zobrazeni pri zmeéneé baze

Necht A je matice zobrazeni A : L1 — Lo vzhledem k bazim (B) a
(C). Necht A’ je matice téhoz zobrazeni, ovSem vzhledem k bazim
(B') a (C'). Pak

Poc-A-Pp,p=A

Nacrt dukazu:

souradnice souradnice
174 u
P / ¢ A M P ! ° —_— P ’ . A . e
¢=C BB vzhledem ¢=C vzhledem
k (B k (B)
souzgdnice souzgdnice
P . A (u) _ A(uw)
¢=C vzhledem vzhledem

k (C) k (C)
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Dusledky véty o zméné matice

Necht A je matice zobrazeni A : L; — Lo vzhledem k bazim (B)
a (C). Pak

e Po_c - A je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C).

e A - Pp_p je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B’) a (C).

Necht A je matice transformace A : L — L vzhledem k bazi (B).
Pak

e Pp_,5- A Pp_p je matice transformace A vzhledem k bazi (B’'),
neboli:

e (Pg_p) ' A Pp_p je matice transformace A vzhledem k (B’).
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Priklad

Necht A(x1,x2,x3) = (X1 + x9,%9 + x3,X3 + x1). Najdeme matici této
transformace ke standardni bazi (S). Dale najdeme matici této
transformace vzhledem k bazi (B) = ((2, 2, 2), (3, 3, 0), (4, 0, 0)).

1 1 0 2 3 4
As=|(0 1 1|, Psg=|2 38 0].
1 0 1 2 0 0

Matice Ap transformace A vzhledem k bazi (B) spoc¢itame takto:

2 3 2
Ap = Pp,s-As-Ps g = (PS%B)_l As-Ps_p = (O 0 _él)
0 5 1
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Algoritmus: sestaveni matice zobrazeni
vzhledem k libovolnym bazim

Je dano linearni zobrazeni A : L1 — Ls. Najdeme matici tohoto
zobrazeni vzhledem k bazim (B) a (C).

Necht (S) je baze Lo, vzhledem ke které se souradnice dobie hle-
daji. Sestavime matici (Pg_,c | Aps), ve které Ap s znaci matici zob-
razeni A vzhledem k bazim (B), (S). Eliminujeme na tvar (E | X).
Pak X je hledana matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C).

Pro¢? Je (Ps.c | Aps) ~(E | Pcs - Apg).
Pritom P¢_,5 - Ap s je matici zobrazeni A vzhledem k (B) a (C).

Poznamka: matice Pgs_,c a Ap g l1ze sestavit snadno.
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Priklad

Je dano zobrazeni A : P3 — Py, které derivuje polynomy nejvyse
tretiho stupné. Najdeme matici tohoto zobrazeni vzhledem k:

(B) = (3 +x+2,x%+2x+3,x2+2,x—-1), (C) = (x®>-x+1,x>—x—1,x+4)

Zvolim (S) = (x2,x, 1). To je baze, vzhledem ke které se souiradnice
polynomi z Py dobte hledaji. Je:

A3 +x+2) = 3x%+1, A(x®+2x+3) = 2x+2, A(x?+2) = 2x, A(x—1) =1

Sestavim matici (Ps_,¢|Apgs) a eliminuji:

1 1 0/3 000 4 -3 4 1
-1 -11/0220|~({ E |7 38 4 -4
1 -1 4|1 2 0 1 '3 2 2 0

Hledana matice je v pravém bloku po eliminaci.
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Priklad

Je dana matice A’ zobrazeni vzhledem k bazim (B) a (S»). Hledame
matici A zobrazeni vzhledem k bazim (S1) a (S»).

Jinymi slovy: zname zobrazeni A na bazi (B) a hledame vzorec,
ktery udava hodnotu tohoto zobrazeni v libovolném bodé. Napii-
klad je znamo

A(1,1,2)=(1,0,1,0), A(1,2,2) =(2,0,2,0), A(2,1,5) =(1,2,2,1).

Reseni. Podle strany [9] je A = A’ - Pp_g, = A’ - (Ps,_,g)"L. Matici
prechodu Pg,_,p sestavime snadno. Jde tedy o to ji invertovat a
nasobit zprava s danou matici A'.
-1
| 4
I
-2

121<

A=

N = =
DO DN =
Ul - DN
O H O -
S )

0 0 2
1 2 2
0 0 1
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Priklad

Necht osa o prochazi po¢atkem a svira s osou x uhel a. Najdeme
matici osové somérnosti podle osy o.

Zvolime bazi (B) tak, aby vektor ?1 lezel v ose 0 a ?2 byl na ni
kolmy. Vzhledem k této bazi je matice osové soumérnosti rovna

(3 9)

Nyni provedeme piechod od baze (B) k bazi (S). Matice osové sou-
meérnosti vzhledem k (S) je

1 O
0 -1

coOsS —sino cos(—a) —sin(—o)
PS%B = . ’ PS%B = . ’
sin o Ccos I sin(—o) cos(—o)

Ps_p- ( ) -Pp_,s,

Srovnejte tento priklad se stranou 17 kapitoly ,,matice zobrazeni®.
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Priklad

Necht A : L — L je linearni transformace, ktera zobrazi bazi (B)
na bazi (C). Vime, ze matice prechodu Pg_,c je rovna matici této
transformace A vzhledem k bazi (B). Jak vypada matice stejné
transformace vzhledem k bazi (C)?

Reseni: Oznaéme matici zobrazeni A vzhledem k (B) symbolem Ag
a hledanou matici oznaéme A.. Je Ag = Pg_,¢. Podle disledku ze
strany [9] je

Ac=Pp_ o) Ag-Pg,.=(Pp,c)" Pp,.-Pg,.=Pp,.

Ejhle, matice transformace A vzhledem k bazi (C) je stejnd, jako

matice této transformace vzhledem k bazi (B) a je to matice pre-
chodu od (B) k (C).



