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Linearni
(ne)zavislost

Skupiny, resp. mnoziny, vektord mohou byt linedrné zdvislé nebo
linedrné nezdvislé. ..

a) zavislost, 3, b) P. Olsdk, FEL CVUT, ) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) %%, Viz p. d. 4/2010
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Linearni kombinace

Vse, co s vektory muzeme délat je:

¢ néasobit je konstantou

 sCitat je mezi sebou, neboli:

* tvorit linearni kombinace.

Definice: Lindrni kombinace vektori X1, X g, ..., X » je vektor:
01D71+02D?2+“4+an[’?n

Realna ¢isla oy, as, ..., a, se nazyvaji koeficienty linedrni kombi-
nace.
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Odedéitani vektoru, asociativita

Misto, abychom psali zdlouhavé: X + (-1) Oy, piSeme struéngji
x-y.

Vektoru -y = (-1) 00y ¥ikdme opacny vektor k vektoru 7y .
Pozorovani: X — X = 0, protoze

X-X =1+ =1+-1) 0¥ =00x =0.

Dalsi zkréceni zapisu: Protoze (X +y)+Z2 = X +H(y +2), tj. nezalezi
na poradi provadéni operaci, budeme nadale zavorky vynechavat
apsatjen ¥ +y + 2.
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Trivialni linearni kombinace
Definice: Ma-li linearni kombinace vsechny koeficienty nulové,
rikame ji trividlni. Trividlni linearni kombinace vypada takto:

0X1+0X 2+ -+0%,
Ma-li linearni kombinace aspon jeden koeficient nenulovy, fikdme
ji netrividlnt.
Pozorovani: Trivialni linearni kombinace je rovna nulovému vek-

toru.

Plyne to z axiomu (7) a z tvrzeni, e ¥ + 0 = X
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Linearni zavislost, linearni nezavislost

Definice: Skupina vektorti X1, X', ..., X » je linedrné zdvisld, po-
kud existuje jejich netrivialni linearni kombinace rovna nulovému
vektoru.

Skupina vektorti X'y, X'g, . .., X » je linedrné nezdvisld, pokud nee-
xistuje jejich netrivialni linedrni kombinace rovna nulovému vek-
toru, tedy pokud jediné jejich trivialni linearni kombinace je rovna
nulovému vektoru, neboli pokud z rovnosti

a1D71+a2D72+~-+anD7n=7

nutné plynea; =ags =---=a, =0.

BI-LIN, zavislost, 3, P. Olsak  [7]

Jiny pohled na linearni zavislost

Tvrzeni: Vektory X', X', ..., X » jsou linedrné zavislé pravé kdyz
existuje aspon jeden z nich, ktery je linedarni kombinaci ostatnich.

Diikaz. 1. necht jsou lin. zavislé. Pak existuje jejich netrividlni
lin. kombinace rovna nulovému vektoru, tj. aspon jeden koeficient
je nenulovy, vydélenim timto koeficientem a pfenosem vektoru na
druhou stranu rovnosti zjistujeme, Ze vektor je linedarni kombinaci
ostatnich.

2. necht existuje jeden vektor, ktery je linearni kombinaci ostat-
nich. Pfeneseme jej na druhou stranu rovnosti (odeéteme jej) a
mame netrividlni linedrni kombinaci rovnou nulovému vektoru.
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Priklady

» v R? jsou vektory (1,2, 3),(5,7,8), (3, 3, 2) linearné zavislé
« v R? jsou vektory (1,2, 3), (4,7, 8), (3, 4, 2) linedrné nezavislé.

¢ v prostoru realnych funkeci jsou vektory sin(x), cos(x), e* linearné
nezavislé.

« v prostoru realnych funkei jsou vektory sin®x, cos®x, 3 linearné
zavislé.

« v prostoru polynomi jsou vektory x2 + x + 1,x + 2,x2 — 1 lienarné
zavislé.

Vsechny piiklady si ovéite podle definice.
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Procvicovani pochopeni definice

e Linearni (ne)zavislost neni podminéna poradim vektora ve sku-
piné.

« Skupina vektord, v niz se néktery vektor opakuje, je linearné
zavisla.

« Skupina vektora obsahujici nulovy vektor je linedarné zavisla.

» Skupina dvou vektoru je linearné zavisla pravé kdyz jeden je
nasobkem druhého.

* Pfidanim vektoru do linearné zavislé skupiny se jeji zavislost
nezméni.

¢ Odebranim vektoru z linearné nezavislé skupiny se jeji nezavis-
lost nezméni.
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Zavislost orientovanych usecéek
* Dvé orientované usecky jsou linedrné zavislé pravé kdyz lezi ve
spoleéné primce.

* T¥i orientované usecky jsou linearné zavislé pravé kdyz lezi ve
spoleéné roviné.

« Cty¥i orientované tsedky jsou zavislé vidy.
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Priklad nekoneéné lin. nezavislé mnoziny

Mnozina polynomii {1,x,x2,x3,x%, ...} je linedrné nezavisla.

BI-LIN, zavislost, 3, P. Olsék  [10]

Zavislost nekone¢nych mnozin vektora

Pravidlo: V algebie pracujeme jen s koneénymi linearnimi kom-

binacemi, tj. s¢itanct je vzdy koneéné mnoho.

* Nekoneéna mnozina M vektoru je linedrné zdvisld, pokud exis-
tuje jejich kone¢na linearné zavisla podmnozina, tj. existuji vek-
tory X1, Xg,..., X n z mnoziny M tak, Ze jsou linearné zavislé.

¢ Nekone¢nd mnozina M vektoru je linedrné nezdvisld, pokud
kazda jeji koneéna podmnozZina je linedrné nezavisld, jinymi
slovy neexistuje linearné zavisla koneéna podmnozina. Jesteé ji-
nak: neexistuje zadny vektor z M, ktery by se rovnal koneéné
linearni kombinaci ostatnich vektora.
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Linearni obal
Definice: Linearni obal vektord X1, X'g, ..., X , je mnoZina viech
jejich linearnich kombinaci, tedy
{01?1 + 02?2 +---+ Un?n; a1,09,...,0, 0O R}
Linearni obal vektortt *'1, X'o,..., X » znaéime k1, X9,..., X nJ

Linearni obal (koneéné nebo nekone¢né) mnoziny vektora M je
mnozina vSech kone¢nych linedarnich kombinaci vektord z mno-
ziny M. Linearni obal mnoZiny M znac¢ime [M[]

Pozorovani: M 00 (ML
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Geometricka predstava linearniho obalu
Predpokladejme vektory z mnoZiny orientovanych tusecek se spo-
le¢nym pocéatkem O.

¢ Linearni obal jednoho nenulového vektoru je mnozina vsech vek-
tord lezicich ve spole¢né primce.

Linearni obal dvou linearné nezavislych vektord je mnozina
vSech vektoru lezicich ve spole¢né roviné.

Linearni obal t¥i linearné nezavislych vektort je mnozina vSech
orientovanych usecek.

Linearni obal (libovolné mnoha) vektort lezicich ve spoleéné ro-
viné je mnozina vSech vektort lezicich v této roviné.
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Obal je podprostor

(1) Je-li P linearnim obalem néjaké mnoziny M, je P linearni pod-
prostor.

(2) P je linearni podprostor praveé tehdy, kdyz (PC= P.

(3) Linearni obal mnoziny M je nejmensi linedrni podprostor ob-
sahujici M.

Dukazy: (1) Soucet prvku z obalu ztstava v obalu a a-nasobek

také. Protoze linedrni kombinace lin. kombinaci je pfimo lin. kom-
binace.

(2) Je-li P linearni podprostor, pak vSechny linearni kombinace
prvka z P ztstavaji v P, takze [(PO= P. Obracené: viz (1), staci
zvolit M = P.

(3) Necht P = [MUa @ je podprostor obsahujici M, tedy M 0O Q. Je
P = MO0 [RTE= @, takze je P nejmensi.
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Obal obalu

Véta: M= (M) neboli:
linearni obal linearniho obalu uz neni vétsi nez ptvodni linearni
obal.

Dukaz: Linearni kombinace linearnich kombinaci vektord z M je
po vyuziti distributivniho zdkona rovna piimo linearni kombinaci
vektora z M (rozepiste si to).
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Rozsireni linearné nezavislé mnoziny
Véta: Je-li N linearné nezavisla mnozina vektora a z [J (N[ pak
N 0{7Z} je linearné nezavisla.

Dtikaz: Sporem. Necht N 0 {Z'} je linedrné zavisla. Pak existuje
koneéné mnoho X1, X 9,..., x, ON tak, Ze

01?1 + 02?2 +---+ Un?n + U,H.l? = ?,

a pritom aspon jedno q; je nenulové. Kdyby byla a,,; = 0, mame
netrividlni lin. kombinaci vektort nezavislé mnoziny N rovnu nu-
lovému vektoru a to neni mozné. Takze musi a,,; # 0. Po vydéleni
0,.+1 a pfevedeni Z' na druhou stranu rovnosti je Z* linedrni kom-
binaci vektort z N, coz je ve sporu s tim, ze z [ (NI
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Redukce lin. nezavislé mnoziny

Véta: Mnozina N je linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz kazda
jeji vlastni podmnozZina ma mensi obal.

Dikaz: Necht N je nezdvisld. Necht N’ 0 N. Vektor Z O N \ N’
neni lin. kombinaci prvka z N, protoZe jinak by N byla zavisla.
Nemitize tedy [INC= [N'[] protoze v takovém piipadéje z' O [N'[]
Necht N je zavisl4. Existuje jeden vektor Z°, ktery je lin. kombinaci
ostatnich. Jeho odebranim vznika N’, kterda ma stejny lin. obal.



