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Lineárnı́

(ne)závislost
Skupiny, resp. množiny, vektorů mohou být lineárně závislé nebo

lineárně nezávislé. . .
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Odečı́tánı́ vektorů, asociativita

Mı́sto, abychom psali zdlouhavě: −→x + (−1) ⋅ −→y , pı́šeme stručněji
−→x − −→y .

Vektoru −−→y = (−1) ⋅ −→y řı́káme opačný vektor k vektoru −→y .

Pozorovánı́: −→x − −→x = −→o , protože
−→x − −→x = 1 ⋅ −→x + (−1)−→x = (1 + (−1)) ⋅ −→x = 0 ⋅ −→x = −→o .

Dalšı́ zkrácenı́ zápisu: Protože (−→x +−→y )+−→z = −→x +(−→y +−→z ), tj. nezáležı́

na pořadı́ prováděnı́ operacı́, budeme nadále závorky vynechávat

a psát jen −→x + −→y + −→z .
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Lineárnı́ kombinace

Vše, co s vektory můžeme dělat je:

• násobit je konstantou

• sčı́tat je mezi sebou, neboli:

• tvořit lineárnı́ kombinace.

Definice: Linárnı́ kombinace vektorů −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n je vektor:

α1 ⋅ −→x 1 + α2 ⋅ −→x 2 + · · · + αn ⋅ −→x n

Reálná čı́sla α1, α2, . . . , αn se nazývajı́ koeficienty lineárnı́ kombi-

nace.
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Triviálnı́ lineárnı́ kombinace

Definice: Má-li lineárnı́ kombinace všechny koeficienty nulové,

řı́káme ji triviálnı́. Triviálnı́ lineárnı́ kombinace vypadá takto:

0−→x 1 + 0−→x 2 + · · · + 0−→x n

Má-li lineárnı́ kombinace aspoň jeden koeficient nenulový, řı́káme

ji netriviálnı́.

Pozorovánı́: Triviálnı́ lineárnı́ kombinace je rovna nulovému vek-

toru.

Plyne to z axiomu (7) a z tvrzenı́, že −→x + −→o = −→x .
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Lineárnı́ závislost, lineárnı́ nezávislost

Definice: Skupina vektorů −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n je lineárně závislá, po-

kud existuje jejich netriviálnı́ lineárnı́ kombinace rovna nulovému

vektoru.

Skupina vektorů −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n je lineárně nezávislá, pokud nee-

xistuje jejich netriviálnı́ lineárnı́ kombinace rovna nulovému vek-

toru, tedy pokud jedině jejich triviálnı́ lineárnı́ kombinace je rovna

nulovému vektoru, neboli pokud z rovnosti

α1 ⋅ −→x 1 + α2 ⋅ −→x 2 + · · · + αn ⋅ −→x n = −→o

nutně plyne α1 = α2 = · · · = αn = 0.
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Přı́klady

• v R3 jsou vektory (1, 2, 3), (5, 7, 8), (3, 3, 2) lineárně závislé

• v R3 jsou vektory (1, 2, 3), (4, 7, 8), (3, 4, 2) lineárně nezávislé.

• v prostoru reálných funkcı́ jsou vektory sin(x), cos(x), ex lineárně

nezávislé.

• v prostoru reálných funkcı́ jsou vektory sin2 x, cos2 x, 3 lineárně

závislé.

• v prostoru polynomů jsou vektory x2 + x + 1, x + 2, x2 − 1 lienárně

závislé.

Všechny přı́klady si ověřte podle definice.

BI-LIN, zavislost, 3, P. Olšák [7]

Jiný pohled na lineárnı́ závislost

Tvrzenı́: Vektory −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n jsou lineárně závislé právě když

existuje aspoň jeden z nich, který je lineárnı́ kombinacı́ ostatnı́ch.

Důkaz. 1. necht’ jsou lin. závislé. Pak existuje jejich netriviálnı́

lin. kombinace rovna nulovému vektoru, tj. aspoň jeden koeficient

je nenulový, vydělenı́m tı́mto koeficientem a přenosem vektoru na

druhou stranu rovnosti zjišt’ujeme, že vektor je lineárnı́ kombinacı́

ostatnı́ch.

2. necht’ existuje jeden vektor, který je lineárnı́ kombinacı́ ostat-

nı́ch. Přeneseme jej na druhou stranu rovnosti (odečteme jej) a

máme netriviálnı́ lineárnı́ kombinaci rovnou nulovému vektoru.
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Procvičovánı́ pochopenı́ definice

• Lineárnı́ (ne)závislost nenı́ podmı́něna pořadı́m vektorů ve sku-

pině.

• Skupina vektorů, v nı́ž se některý vektor opakuje, je lineárně

závislá.

• Skupina vektorů obsahujı́cı́ nulový vektor je lineárně závislá.

• Skupina dvou vektorů je lineárně závislá právě když jeden je

násobkem druhého.

• Přidánı́m vektoru do lineárně závislé skupiny se jejı́ závislost

nezměnı́.

• Odebránı́m vektoru z lineárně nezávislé skupiny se jejı́ nezávis-

lost nezměnı́.
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Závislost orientovaných úseček

• Dvě orientované úsečky jsou lineárně závislé právě když ležı́ ve

společné přı́mce.

• Tři orientované úsečky jsou lineárně závislé právě když ležı́ ve

společné rovině.

• Čtyři orientované úsečky jsou závislé vždy.
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Závislost nekonečných množin vektorů

Pravidlo: V algebře pracujeme jen s konečnými lineárnı́mi kom-

binacemi, tj. sčı́tanců je vždy konečně mnoho.

• Nekonečná množina M vektorů je lineárně závislá, pokud exis-

tuje jejich konečná lineárně závislá podmnožina, tj. existujı́ vek-

tory −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n z množiny M tak, že jsou lineárně závislé.

• Nekonečná množina M vektorů je lineárně nezávislá, pokud

každá jejı́ konečná podmnožina je lineárně nezávislá, jinými

slovy neexistuje lineárně závislá konečná podmnožina. Ještě ji-

nak: neexistuje žádný vektor z M, který by se rovnal konečné

lineárnı́ kombinaci ostatnı́ch vektorů.
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Přı́klad nekonečné lin. nezávislé množiny

Množina polynomů {1, x, x2, x3, x4, . . .} je lineárně nezávislá.
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Lineárnı́ obal

Definice: Lineárnı́ obal vektorů −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n je množina všech

jejich lineárnı́ch kombinacı́, tedy

{α1
−→x 1 + α2

−→x 2 + · · · + αn
−→x n; α1, α2, . . . , αn ∈ R}

Lineárnı́ obal vektorů −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n značı́me 〈−→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n〉.

Lineárnı́ obal (konečné nebo nekonečné) množiny vektorů M je

množina všech konečných lineárnı́ch kombinacı́ vektorů z mno-

žiny M. Lineárnı́ obal množiny M značı́me 〈M〉.

Pozorovánı́: M ⊆ 〈M〉.
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Geometrická představa lineárnı́ho obalu

Předpokládejme vektory z množiny orientovaných úseček se spo-

lečným počátkem O.

• Lineárnı́ obal jednoho nenulového vektoru je množina všech vek-

torů ležı́cı́ch ve společné přı́mce.

• Lineárnı́ obal dvou lineárně nezávislých vektorů je množina

všech vektorů ležı́cı́ch ve společné rovině.

• Lineárnı́ obal třı́ lineárně nezávislých vektorů je množina všech

orientovaných úseček.

• Lineárnı́ obal (libovolně mnoha) vektorů ležı́cich ve společné ro-

vině je množina všech vektorů ležı́cı́ch v této rovině.
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Obal obalu

Věta: 〈〈M〉〉 = 〈M〉, neboli:

lineárnı́ obal lineárnı́ho obalu už nenı́ většı́ než původnı́ lineárnı́

obal.

Důkaz: Lineárnı́ kombinace lineárnı́ch kombinacı́ vektorů z M je

po využitı́ distributivnı́ho zákona rovna přı́mo lineárnı́ kombinaci

vektorů z M (rozepište si to).
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Obal je podprostor

(1) Je-li P lineárnı́m obalem nějaké množiny M, je P lineárnı́ pod-

prostor.

(2) P je lineárnı́ podprostor právě tehdy, když 〈P〉 = P.

(3) Lineárnı́ obal množiny M je nejmenšı́ lineárnı́ podprostor ob-

sahujı́cı́ M.

Důkazy: (1) Součet prvků z obalu zůstává v obalu a α-násobek

také. Protože lineárnı́ kombinace lin. kombinacı́ je přı́mo lin. kom-

binace.

(2) Je-li P lineárnı́ podprostor, pak všechny lineárnı́ kombinace

prvků z P zůstávajı́ v P, takže 〈P〉 = P. Obráceně: viz (1), stačı́

zvolit M = P.

(3) Necht’ P = 〈M〉 a Q je podprostor obsahujı́cı́ M, tedy M ⊆ Q. Je

P = 〈M〉 ⊆ 〈Q〉 = Q, takže je P nejmenšı́.
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Rozšı́řenı́ lineárně nezávislé množiny

Věta: Je-li N lineárně nezávislá množina vektorů a z 6∈ 〈N〉, pak

N ∪ {−→z } je lineárně nezávislá.

Důkaz: Sporem. Necht’ N ∪ {−→z } je lineárně závislá. Pak existuje

konečně mnoho −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n ∈ N tak, že

α1
−→x 1 + α2

−→x 2 + · · · + αn
−→x n + αn+1

−→z = −→o ,

a přitom aspoň jedno αi je nenulové. Kdyby byla αn+1 = 0, máme

netriviálnı́ lin. kombinaci vektorů nezávislé množiny N rovnu nu-

lovému vektoru a to nenı́ možné. Takže musı́ αn+1 6= 0. Po vydělenı́

αn+1 a převedenı́ −→z na druhou stranu rovnosti je −→z lineárnı́ kom-

binacı́ vektorů z N, což je ve sporu s tı́m, že z 6∈ 〈N〉.
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Redukce lin. nezávislé množiny

Věta: Množina N je lineárně nezávislá právě tehdy, když každá

jejı́ vlastnı́ podmnožina má menšı́ obal.

Důkaz: Necht’ N je nezávislá. Necht’ N′ ⊂ N. Vektor −→z ∈ N \ N′

nenı́ lin. kombinacı́ prvků z N′, protože jinak by N byla závislá.

Nemůže tedy 〈N〉 = 〈N′〉, protože v takovém přı́padě je −→z ∈ 〈N′〉.

Necht’ N je závislá. Existuje jeden vektor−→z , který je lin. kombinacı́

ostatnı́ch. Jeho odebránı́m vzniká N′, která má stejný lin. obal.


