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Vlastni
¢islo, vektor

¢ motivace: smér ptimky, kterou lin. transformace nezméni

¢ invariantni podprostory

¢ charakteristicky polynom

* baze, vzhledem ke které je matice transformace nejjednodussi

¢ podobnost s diagonalni matici
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Vlastni ¢isla jsou i komplexni

Kvadraticka rovnice det(A — AE) = 0 (viz predchozi motivaéni p¥i-
klad) mize ale nemusi mit realné kotreny. Pokud ma dva rtzné
realné koteny, pak existuji dva sméry, které transformace A ne-
méni. Tj. existuji dvé piimky, pro které je A(p) = p. Napiiklad
zkoseni, které (1, 0) necha beze zmény a (0, 1) zobrazi na (1, 1/2).

Pokud jsou kofeny rovnice det(A —AE) = 0 komplexni, pak neexis-
tuji piimky, pro které je A(p) = p (napiiklad rotace). Pokud bychom
chtéli najit vlastni vektory ptislusejici komplexnim vlastnim éis-
Itim, budou mit komplexni souiadnice. Je tedy potfeba pracovat
s linearnim prostorem nad komplexnimi ¢isly.

Budeme pottebovat zaruku existence vlastnich ¢isel. Budeme tedy
muset piipustit komplexni vlastni éisla a pracovat s linearni pro-
storem L nad C.
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Motivace

Je dé4na transformace A : R? - R2. Najdeme takovou piimku p
prochéazejici pocatkem, aby A(p) = p.

p={tw;t OR}, Ap) ={A¢tW); t OR} = {tA(W); t O R}

Musi tedy existovat A O R tak, aby A(%W) = A%w. P¥itom % musi

byt nenulovy vektor.

Zvolme v R? né&jakou bazi (nap#. standardni). Necht x jsou sou-
—

fadnice w vzhledem k této bazi a A je matice transforamce A
vzhledem k této bazi. Pak musi

Ax=Ax, x#o0, tj. (A-AE)x=0, xFo0
Takze matice A — AE musi byt singularni, neboli det(A - AE) = 0.

Cislu A budeme Fikat viastni ¢islo a vektoru @ ¥kéme viastni
vektor transformace A piislusejici vlastnimu ¢islu A.
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Invariantni podprostor

Necht A : L - L je linearni transformace. Podprostor P [0 L, pro
ktery plati A(P) = P nazyvame invariantni podprostor vzhledem
k A.

Predbézna tvaha:

Je-li L linearni prostor nad C, pak zarucené existuji vlastni ¢isla
A OC, pro kterd je A(x) =A%, ¥ # 0. Spoleéné s nulovym vek-
torem tvoii vSechny vlastni vektory prislusejici pevné vybranému
vlastnimu ¢éislu A invariantni podprostor.

Je-li Llinedrni prostor nad R, pak kromé {0’} a L dalsi invariantni
podprostory vzhledem k A nemuseji existovat: vlastni éisla mohou
byt jen komplexni. Napiiklad A je rotace.
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Vlastni ¢islo, vlastni vektor matice

Definice: Necht A je étvercovd matice typu (n,n) redlnych nebo
komplexnich &sel. Cislo A O C se nazyva vlastnim éislem matice
A, pokud existuje vektor x 0 C™!, x # o, takovy, ze A [k = A x.
Vektor x, ktery spliiuje uvedenou rovnost, se nazyva vlastni vektor
matice A prislusny vlastnimu éislu A.

Pozorovani: Z rovnosti A [x = A x plyne (A - AE)x = o. Protoze
z definice musi x # o, je tieba, aby soustava méla nenulové reseni,
tedy musi det(A -AE) = 0.

Definice: Polynom v proménné A tvaru det(A — AE) se nazyva
charakteristicky polynom matice A.

Pozorovani: Charakteristicky polynom je stupné n a jeho kotreny
jsou vlastni ¢isla matice A. Matice A ma tedy (véetné nasobnosti)
n vlastnich ¢isel.
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Priklad
Je dédna matice
5 -2 2
A=(-1 4 1
-4 4 -1

Najdeme jeji vlastni ¢isla a k nim prislusejici vlastni vektory.
5-A -2 2
det[ -1 4-12 -1 |=-2%-8A%2+21A-18=-(A-3)2(A-2)
-4 4 -1-A
Toto je charakteristicky polynom matice A. M4 dvojnasobny koten

A = 3 a jednonasobny koien A = 2. Tyto koteny jsou vlastni ¢isla
matice A.

Najdeme jesté vlastni vektory piislusejici vlastnim éislim 3 a 2...

BILIN, vicisla, 14, P. Olsak  [6]

Vlastni ¢islo, vlastni vektor transformace

Definice: Necht L je linedrni prostor koneéné dimenze nad C a
nechtA : L — L je linearni transformace. Cislo A O C se nazyva
vlastnim éislem transformace A, pokud existuje vektor ¥ O L,
X # 0 takovy, ze A(X') = A x. Vektor X, ktery spliiuje uvede-
nou rovnost, se nazyva vlastni vektor transformace A prislusny
vlastnimu &islu A.

Pozorovani: Vlastni ¢islo transformace A je stejné jako vlastni
¢islo jeji matice A vzhledem k jakékoli bazi (B). Vlastni vektor
matice A pak obsahuje soutadnice vlastniho vektoru transformace
A vzhledem k bazi (B).

Dusledek: Vsechny matice stejné linedrni transformace (vzhle-
dem k riznym bazim) maji shodna vlastni ¢isla (maji shodné spek-
trum).
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Priklad, pokracovani

5-3 -2 2
A=3: -1 4-3 -1 o -1 1),
-4 4 -1-3
takze k A = 3 prislusi vlastni vektory z [{(1, 1, 0), (-1, 0, 1)0J
5-2 -2 2
A=2: 1 4-2 -1 D<_01 y j)
-4 4 -1-2
takze k A = 2 prislusi vlastni vektory z (-2, 1,4)0]

s %z

Pro vlastni ¢isla a vlastni vektory plati napt. nasledujici vztahy:
5 -2 2 1 1 5 -2 2 -2 -2
-1 4 -1 1)=3[1],]-1 4 -1 1 ]=2]1
-4 4 -1 0 0 -4 4 -1 4 4
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Jiny piiklad

2 4 -3
Je ddna matice B=| -1 10 -6 |.

-1 8 4
Jeji charakteristicky polynom je

detB-AE)=-A3-8A2+21A -18 = -(A -3)%(A - 2).

Hledédme vlastni vektory prislusejici vlastnim éislum 3 a 2:

2-3 4 -3 1 4 -3 vlastni

A=3: -1 10-3 -6 IZI< 0 1 _1> vektor:
-1 8 -4 -3 (1,1,1)

2-2 4 -3 1 8 -6 vlastni

A=2: -1 10-2 -6 O ( 0 4 _3) vektor:
-1 8 —4-2 0,3,4)

B ma stejna vlastni ¢isla jako A, ale jiné invariantni prostory.
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Podobné matice maji stejny char. polynom

Tvrzeni: Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.
Diikaz: Necht B = P"'AP je matice podobna s A. Je
det(P'AP - A E) = det (P"'AP - A P"'EP) =
=det(P'AP-P A EP) =
=det(PT(A-AE)P) =
=detP ™ det(A-AE) detP = det(A - A E).

Upozornéni: Obracené tvrzeni ,maji-li dvé matice stejny charak-
teristicky polynom, pak jsou podobné“ neplati. Za chvili ukazeme,
Ze matice A a B z predchozich ptikladi nejsou podobné.
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Podobné matice

Idea: Jak se ,podobaji“ matice A a A’ stejné linearni transfor-
mace A, jen vzhledem k rznym bazim (B) a (B')? Plati:

A/ = (PBQB/)_I m EPB*B/
To nés ispiruje k nasledujici

Definici: Rikdme, Ze dvé &tvercové matice A, B 0 R™" jsou po-
dobné, pokud existuje regularni matice P (0 R™" takova, Ze

B=P!A[P.

Pozorovanil: podobnost je relace ekvivalence.

Pozorovani2: podobné matice maji stejna vlastni éisla.
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Podobnost s diagonalni matici

Uloha: Budeme se ptat, za jakych podminek je étvercova matice A
podobna s diagonalni matici tvaru:

A 0 0 ... 0
0 X 0 ... 0
D=[0 0 A ... 0
0 0 0 An

Jiny pohled na dlohu: je dana transformace A svou matici A vzhle-
dem k néjaké bazi. Ptame se, zda existuje jina baze, vzhledem ke
které je matice transformace A diagondlni. Ptame se tedy, zda lze
vhodnou volbou béze co nejvice zjednodusit matici transformace
az na diagonalni tvar.

Pokud se to povede, pak z pohledu takové baze je transformace A
jen zménou méritka ve smérech vektort baze (resp. projekce).
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Rovnost AP = P[D

Véta: Necht A, P a D jsou ¢tvercové matice typu (n,n), necht P
obsahuje nenulové sloupce a necht D je diagondlni. Pak plati

AP =P

pravé tehdy, kdyz D obsahuje vlastni ¢isla matice A a i-ty sloupec
matice P obsahuje vlastni vektor prisluSejici i-tému vlastnimu
¢islu v D.

Dukaz: Necht D obsahuje na diagondle ¢isla A;. Roznasobenim
rovnosti A [P = P D po sloupcich matice P = (p1,p2,...,Px)
dostavame rovnosti A [p; = A; p;. Tyto rovnosti plati pravé kdyz A;
je vlastni ¢islo matice A a p; je k nému ptislusejici vlastni vektor.

Pozorovani: Kdyby byla P regularni, pak P'AP = D, takze A
bude podobna s diagonalni matici.
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Priklad
Matice A z piredchoziho pirikladu je podobna s diagondlni. Ma tii
linearné nezavislé vlastni vektory, napit.
(1,1,0), (-1,0,1), (-2,1,4).

Tudiz plati
-1

1 -1 -2 5 -2 2 1 -1 -2 3 00
1 0 1 -1 4 -1|001 o 1]=(0 30
0 1 4 -4 4 -1 0 1 4 0 0 2

Matice B z ptredchoziho ptikladu neni podobna s diagonélni, pro-
toZze nema tii linearné nezavislé vlastni vektory.

Takze: matice A a B nejsou vzdjemné podobné, ackoli maji stejny
charakteristicky polynom a stejna vlastni éisla.
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Podminka podobnosti s diagonalni matici

Tvrzeni: Matice A typu (n, n) je podobna s diagonalni matici pravé
kdyZ ma n linearné nezavislych vlastnich vektora.

Skutecné, staci tyto vektory napsat do sloupci matice P, dile
sestavit diagonalni matici D z odpovidajicich vlastnich ¢isel a plati
rovnost z predchozi strany.

Véta: Ruzna vlastni ¢isla maji linearné nezavislé vlastni vektory.
Dikaz: technicky, viz skriptum.

Dusledek: Ma-li matice A pouze jednondsobna vlastni éisla (téch
je n ajsou vzajemné ruznd), pak je podobna s diagonalni matici.
Upozornéni: Obracené tvrzeni ,A je podobnd s diagondalni, pak
ma vzajemné ruznd vlastni ¢isla“ neplati. Napt. E ma n-ndsobné
vlastni ¢islo 1 a je pfimo rovna diagonalni matici.
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Priklad: zména baze

Matice A z predchoziho piikladu odpovida transformaci:

x'= bx-2y+22
y= -x+4y -z
Z=—4dx+4y -z
Vzhledem k bazi (C) = ((1, 1,0), (-1,0, 1), (-2, 1, 4)) ma tataz trans-
formace diagonalni matici

3 00
D=(0 3 0
00 2

takze v této bazi se souradnice obrazu pocitaji takto:

x'=38x, y =38y, 2 =2
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Nutna podminka podobnosti
s diagonalni matici

D4 se ukazat, Ze dimenze nulového prostoru matice A-AE je vzdy
mensi nebo rovna nasobnosti vlastniho ¢isla A.

Matice A typu (n,n) je podobna s diagondlni pravé kdyz ma n li-
nearné nezavislych vlastnich vektord. To znamena, Ze ma-li £ na-
sobné vlastni €¢islo A, musi mu p¥isluSet £ linedrné nezavislych
vektort, neboli dimenze nulového prostoru matice A — AE musi
byt piresné rovna k.

Pokud tedy pro kazdé vicenasobné vlastni ¢islo A je dimenze nu-
lového prostoru matice A — AE presné rovna nasobnosti tohoto
vlastniho ¢isla, je matice A podobna s diagondlni matici.
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Cviceni
* Vysvétlete, pro¢ det A je roven soucinu vlastnich ¢isel matice A.

¢ Vysvétlete, pro¢ det A je roven absolutnimu €élenu charakteris-
tického polynomu matice A.

« Predpokladejte A matici podobnou s diagondlni. Kdyz do cha-
rakteristického polynomu matice A misto A zapiSete matici A,
dostavate nulovou matici. Pro¢?

¢ Predchozi tvrzeni pati i pro matice, které nejsou podobné s dia-
gonalni matici.
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Jordanuv kanonicky tvar

Da se ukéazat, ze kazda matice A je podobnéa aspon se ,skoro dia-
gonalni “ matici tvaru:

Jd O ... O A 100 0
o J o A1 0
J= 2 e , kde J;=
0 0 0 ... 1
00 .. dn 0 0 0 ... A

Cisla A; jsou vlastni ¢isla matice A. Matici J se ¥ika Jordaniv
kanonicky tvar matice A.

Na diagondle matice J se objevi kazdé vlastni éislo tolikrat, kolik
je jeho nasobnost.

Dimenze nulového prostoru matice A-AE odpovid4 poétu Jordano-
vych bloku J; se stejnym vlastnim éislem A. Takze tyto Jordanovy
bloky se mohou pro stejné (vicenasobné) vlastni ¢islo opakovat.



