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Vlastnı́
čı́slo, vektor
• motivace: směr přı́mky, kterou lin. transformace nezměnı́

• invariantnı́ podprostory

• charakteristický polynom

• báze, vzhledem ke které je matice transformace nejjednoduššı́

• podobnost s diagonálnı́ maticı́
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Motivace

Je dána transformace A : R2 → R2. Najdeme takovou přı́mku p
procházejı́cı́ počátkem, aby A(p) = p.

p = {t−→u ; t ∈ R}, A(p) = {A(t−→u ); t ∈ R} = {t A(−→u ); t ∈ R}

Musı́ tedy existovat λ ∈ R tak, aby A(−→u ) = λ
−→u . Přitom −→u musı́

být nenulový vektor.

Zvolme v R2 nějakou bázi (např. standardnı́). Necht’ x jsou sou-
řadnice −→u vzhledem k této bázi a A je matice transforamce A
vzhledem k této bázi. Pak musı́

Ax = λx, x 6= o, tj. (A − λE) x = o, x 6= o

Takže matice A − λE musı́ být singulárnı́, neboli det(A − λE) = 0.

Čı́slu λ budeme řı́kat vlastnı́ čı́slo a vektoru −→u řı́káme vlastnı́
vektor transformace A přı́slušejı́cı́ vlastnı́mu čı́slu λ .
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Vlastnı́ čı́sla jsou i komplexnı́

Kvadratická rovnice det(A − λE) = 0 (viz předchozı́ motivačnı́ přı́-
klad) může ale nemusı́ mı́t reálné kořeny. Pokud má dva různé
reálné kořeny, pak existujı́ dva směry, které transformace A ne-
měnı́. Tj. existujı́ dvě přı́mky, pro které je A(p) = p. Napřı́klad
zkosenı́, které (1, 0) nechá beze změny a (0, 1) zobrazı́ na (1, 1/2).

Pokud jsou kořeny rovnice det(A − λE) = 0 komplexnı́, pak neexis-
tujı́ přı́mky, pro které je A(p) = p (napřı́klad rotace). Pokud bychom
chtěli najı́t vlastnı́ vektory přı́slušejı́cı́ komplexnı́m vlastnı́m čı́s-
lům, budou mı́t komplexnı́ souřadnice. Je tedy potřeba pracovat
s lineárnı́m prostorem nad komplexnı́mi čı́sly.

Budeme potřebovat záruku existence vlastnı́ch čı́sel. Budeme tedy
muset připustit komplexnı́ vlastnı́ čı́sla a pracovat s lineárnı́ pro-
storem L nad C.
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Invariantnı́ podprostor

Necht’ A : L → L je lineárnı́ transformace. Podprostor P ⊂ L, pro
který platı́ A(P) = P nazýváme invariantnı́ podprostor vzhledem
k A.

Předběžná úvaha:

Je-li L lineárnı́ prostor nad C, pak zaručeně existujı́ vlastnı́ čı́sla
λ ∈ C, pro která je A(−→x ) = λ

−→x , −→x 6= −→o . Společně s nulovým vek-
torem tvořı́ všechny vlastnı́ vektory přı́slušejı́cı́ pevně vybranému
vlastnı́mu čı́slu λ invariantnı́ podprostor.

Je-li L lineárnı́ prostor nad R, pak kromě {
−→o } a L dalšı́ invariantnı́

podprostory vzhledem k A nemusejı́ existovat: vlastnı́ čı́sla mohou
být jen komplexnı́. Napřı́klad A je rotace.
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Vlastnı́ čı́slo, vlastnı́ vektor matice

Definice: Necht’ A je čtvercová matice typu (n, n) reálných nebo
komplexnı́ch čı́sel. Čı́slo λ ∈ C se nazývá vlastnı́m čı́slem matice
A, pokud existuje vektor x ∈ Cn,1, x 6= o, takový, že A ⋅ x = λ x.
Vektor x, který splňuje uvedenou rovnost, se nazývá vlastnı́ vektor
matice A přı́slušný vlastnı́mu čı́slu λ .

Pozorovánı́: Z rovnosti A ⋅ x = λ x plyne (A − λE) x = o. Protože
z definice musı́ x 6= o, je třeba, aby soustava měla nenulové řešenı́,
tedy musı́ det(A − λE) = 0.

Definice: Polynom v proměnné λ tvaru det(A − λE) se nazývá
charakteristický polynom matice A.

Pozorovánı́: Charakteristický polynom je stupně n a jeho kořeny
jsou vlastnı́ čı́sla matice A. Matice A má tedy (včetně násobnostı́)
n vlastnı́ch čı́sel.
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Vlastnı́ čı́slo, vlastnı́ vektor transformace

Definice: Necht’ L je lineárnı́ prostor konečné dimenze nad C a
necht’ A : L → L je lineárnı́ transformace. Čı́slo λ ∈ C se nazývá
vlastnı́m čı́slem transformace A, pokud existuje vektor −→x ∈ L,
−→x 6= −→o takový, že A(−→x ) = λ

−→x . Vektor −→x , který splňuje uvede-
nou rovnost, se nazývá vlastnı́ vektor transformace A přı́slušný
vlastnı́mu čı́slu λ .

Pozorovánı́: Vlastnı́ čı́slo transformace A je stejné jako vlastnı́
čı́slo jejı́ matice A vzhledem k jakékoli bázi (B). Vlastnı́ vektor
matice A pak obsahuje souřadnice vlastnı́ho vektoru transformace
A vzhledem k bázi (B).

Důsledek: Všechny matice stejné lineárnı́ transformace (vzhle-
dem k různým bázı́m) majı́ shodná vlastnı́ čı́sla (majı́ shodné spek-
trum).
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Přı́klad

Je dána matice

A =

 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

 .

Najdeme jejı́ vlastnı́ čı́sla a k nim přı́slušejı́cı́ vlastnı́ vektory.

det

5 − λ −2 2
−1 4 − λ −1
−4 4 −1 − λ

 = −λ
3 +8λ

2
−21λ +18 = −(λ −3)2 (λ −2)

Toto je charakteristický polynom matice A. Má dvojnásobný kořen
λ = 3 a jednonásobný kořen λ = 2. Tyto kořeny jsou vlastnı́ čı́sla
matice A.

Najdeme ještě vlastnı́ vektory přı́slušejı́cı́ vlastnı́m čı́slům 3 a 2. . .
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Přı́klad, pokračovánı́

λ = 3 :

5 − 3 −2 2
−1 4 − 3 −1
−4 4 −1 − 3

 ∼ ( 1 −1 1 ) ,

takže k λ = 3 přı́slušı́ vlastnı́ vektory z 〈(1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉.

λ = 2 :

5 − 2 −2 2
−1 4 − 2 −1
−4 4 −1 − 2

 ∼

(
−1 2 −1
0 4 −1

)
.

takže k λ = 2 přı́slušı́ vlastnı́ vektory z 〈(−2, 1, 4)〉.

Pro vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ vektory platı́ např. následujı́cı́ vztahy: 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

1
1
0

 = 3

1
1
0

 ,

 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

−2
1
4

 = 2

−2
1
4
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Jiný přı́klad

Je dána matice B =

 2 4 −3
−1 10 −6
−1 8 −4

 .

Jejı́ charakteristický polynom je

det(B − λE) = −λ
3 + 8λ

2
− 21λ + 18 = − (λ − 3)2 (λ − 2).

Hledáme vlastnı́ vektory přı́slušejı́cı́ vlastnı́m čı́slům 3 a 2:

λ = 3 :

2 − 3 4 −3
−1 10 − 3 −6
−1 8 −4 − 3

 ∼

(
−1 4 −3
0 1 −1

) vlastnı́
vektor:
(1, 1, 1)

λ = 2 :

2 − 2 4 −3
−1 10 − 2 −6
−1 8 −4 − 2

 ∼

(
−1 8 −6
0 4 −3

) vlastnı́
vektor:
(0, 3, 4)

B má stejná vlastnı́ čı́sla jako A, ale jiné invariantnı́ prostory.
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Podobné matice

Idea: Jak se „podobajı́ “ matice A a A′ stejné lineárnı́ transfor-
mace A, jen vzhledem k různým bázı́m (B) a (B′)? Platı́:

A′ = (PB→B′)−1
⋅ A ⋅ PB→B′

To nás ispiruje k následujı́cı́

Definici: Řı́káme, že dvě čtvercové matice A, B ∈ Rn,n jsou po-
dobné, pokud existuje regulárnı́ matice P ∈ Rn,n taková, že

B = P−1
⋅ A ⋅ P.

Pozorovánı́1: podobnost je relace ekvivalence.

Pozorovánı́2: podobné matice majı́ stejná vlastnı́ čı́sla.
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Podobné matice majı́ stejný char. polynom

Tvrzenı́: Podobné matice majı́ stejný charakteristický polynom.

Důkaz: Necht’ B = P−1AP je matice podobná s A. Je

det (P−1AP − λ E) = det (P−1AP − λ P−1EP) =
= det (P−1AP − P−1

λ EP) =
= det (P−1 (A − λ E) P) =
= det P−1 det (A − λ E) det P = det (A − λ E).

Upozorněnı́: Obrácené tvrzenı́ „majı́-li dvě matice stejný charak-
teristický polynom, pak jsou podobné“ neplatı́. Za chvı́li ukážeme,
že matice A a B z předchozı́ch přı́kladů nejsou podobné.
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Podobnost s diagonálnı́ maticı́

Úloha: Budeme se ptát, za jakých podmı́nek je čtvercová matice A
podobná s diagonálnı́ maticı́ tvaru:

D =


λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
0 0 λ3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . λn

 .

Jiný pohled na úlohu: je dána transformace A svou maticı́ A vzhle-
dem k nějaké bázi. Ptáme se, zda existuje jiná báze, vzhledem ke
které je matice transformace A diagonálnı́. Ptáme se tedy, zda lze
vhodnou volbou báze co nejvı́ce zjednodušit matici transformace
až na diagonálnı́ tvar.

Pokud se to povede, pak z pohledu takové báze je transformace A
jen změnou měřı́tka ve směrech vektorů báze (resp. projekce).
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Rovnost A ⋅ P = P ⋅ D

Věta: Necht’ A, P a D jsou čtvercové matice typu (n, n), necht’ P
obsahuje nenulové sloupce a necht’ D je diagonálnı́. Pak platı́

A ⋅ P = P ⋅ D

právě tehdy, když D obsahuje vlastnı́ čı́sla matice A a i-tý sloupec
matice P obsahuje vlastnı́ vektor přı́slušejı́cı́ i-tému vlastnı́mu
čı́slu v D.

Důkaz: Necht’ D obsahuje na diagonále čı́sla λi. Roznásobenı́m
rovnosti A ⋅ P = P ⋅ D po sloupcı́ch matice P = (p1, p2, . . . , pn)
dostáváme rovnosti A ⋅ pi = λi pi. Tyto rovnosti platı́ právě když λi

je vlastnı́ čı́slo matice A a pi je k němu přı́slušejı́cı́ vlastnı́ vektor.

Pozorovánı́: Kdyby byla P regulárnı́, pak P−1AP = D, takže A
bude podobná s diagonálnı́ maticı́.
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Podmı́nka podobnosti s diagonálnı́ maticı́

Tvrzenı́: Matice A typu (n, n) je podobná s diagonálnı́ maticı́ právě
když má n lineárně nezávislých vlastnı́ch vektorů.

Skutečně, stačı́ tyto vektory napsat do sloupců matice P, dále
sestavit diagonálnı́ matici D z odpovı́dajı́cı́ch vlastnı́ch čı́sel a platı́
rovnost z předchozı́ strany.

Věta: Různá vlastnı́ čı́sla majı́ lineárně nezávislé vlastnı́ vektory.

Důkaz: technický, viz skriptum.

Důsledek: Má-li matice A pouze jednonásobná vlastnı́ čı́sla (těch
je n a jsou vzájemně různá), pak je podobná s diagonálnı́ maticı́.

Upozorněnı́: Obrácené tvrzenı́ „A je podobná s diagonálnı́, pak
má vzájemně různá vlastnı́ čı́sla“ neplatı́. Např. E má n-násobné
vlastnı́ čı́slo 1 a je přı́mo rovna diagonálnı́ matici.
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Přı́klad

Matice A z předchozı́ho přı́kladu je podobná s diagonálnı́. Má tři
lineárně nezávislé vlastnı́ vektory, např.

(1, 1, 0), (−1, 0, 1), (−2, 1, 4).

Tudı́ž platı́1 −1 −2
1 0 1
0 1 4

−1

⋅

 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

 ⋅

1 −1 −2
1 0 1
0 1 4

 =

3 0 0
0 3 0
0 0 2


Matice B z předchozı́ho přı́kladu nenı́ podobná s diagonálnı́, pro-
tože nemá tři lineárně nezávislé vlastnı́ vektory.

Takže: matice A a B nejsou vzájemně podobné, ačkoli majı́ stejný
charakteristický polynom a stejná vlastnı́ čı́sla.
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Přı́klad: změna báze

Matice A z předchozı́ho přı́kladu odpovı́dá transformaci:

x′ = 5x − 2y + 2z
y′ = − x + 4y − z
z′ = − 4x + 4y − z

Vzhledem k bázi (C) = ((1, 1, 0), (−1, 0, 1), (−2, 1, 4)) má tatáž trans-
formace diagonálnı́ matici

D =

3 0 0
0 3 0
0 0 2


takže v této bázi se souřadnice obrazu počı́tajı́ takto:

x′ = 3x, y′ = 3y, z′ = 2z.
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Nutná podmı́nka podobnosti
s diagonálnı́ maticı́

Dá se ukázat, že dimenze nulového prostoru matice A − λE je vždy
menšı́ nebo rovna násobnosti vlastnı́ho čı́sla λ .

Matice A typu (n, n) je podobná s diagonálnı́ právě když má n li-
neárně nezávislých vlastnı́ch vektorů. To znamená, že má-li k ná-
sobné vlastnı́ čı́slo λ , musı́ mu přı́slušet k lineárně nezávislých
vektorů, neboli dimenze nulového prostoru matice A − λE musı́
být přesně rovna k.

Pokud tedy pro každé vı́cenásobné vlastnı́ čı́slo λ je dimenze nu-
lového prostoru matice A − λE přesně rovna násobnosti tohoto
vlastnı́ho čı́sla, je matice A podobná s diagonálnı́ maticı́.
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Jordanův kanonický tvar

Dá se ukázat, že každá matice A je podobná aspoň se „skoro dia-
gonálnı́ “ maticı́ tvaru:

J =


J1 O . . . O
O J2 . . . O

. . .
O O . . . Jm

 , kde Ji =


λi 1 0 . . . 0
0 λi 1 . . . 0

. . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . λi


Čı́sla λi jsou vlastnı́ čı́sla matice A. Matici J se řı́ká Jordanův
kanonický tvar matice A.

Na diagonále matice J se objevı́ každé vlastnı́ čı́slo tolikrát, kolik
je jeho násobnost.

Dimenze nulového prostoru matice A−λE odpovı́dá počtu Jordano-
vých bloků Ji se stejným vlastnı́m čı́slem λ . Takže tyto Jordanovy
bloky se mohou pro stejné (vı́cenásobné) vlastnı́ čı́slo opakovat.
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Cvičenı́

• Vysvětlete, proč det A je roven součinu vlastnı́ch čı́sel matice A.

• Vysvětlete, proč det A je roven absolutnı́mu členu charakteris-
tického polynomu matice A.

• Předpokládejte A matici podobnou s diagonálnı́. Když do cha-
rakteristického polynomu matice A mı́sto λ zapı́šete matici A,
dostáváte nulovou matici. Proč?

• Předchozı́ tvrzenı́ patı́ i pro matice, které nejsou podobné s dia-
gonálnı́ maticı́.


