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Definice skalarniho souc¢inu

Necht L je linearni prostor nad R. Operaci - : L XL — R nazyvame
skaldrni soudin, pokud pro vSechna X', y’, Z’ spliiuje:

2 X+y) Z=%x-Z+y- -7,

B) (- %) y=a(x- %),

4 % -x=20, x-x =0jentehdy kdyz x = 0.

Poznamka: Je-li L linearni prostor nad C, pak se skalarnim sou-
¢inem oznacuje operace - : LxXL — C se stejnymi vlastnostmi, jako
vySe, az na prvni. Misto ni je:

¥ =7 %

v

Cisla jsou si vzajemné komplexné sdruzena.
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Priklady skalarnich soucinu

e V R" definujeme
(x1,%2,...%2) - (V1,¥2,.--,Yn) = X1Y1+X2y2+ - +XnYn.
Toto je skalarni souéin, skuteéné splnuje axiomy (1) az (4).
¢ V prostoru orientovanych tseéek definujeme skalarni soucin
WU =W cos a,
kde ||.. .|| znaci velikost vektoru a o je tihel mezi vektory.

¢ V linearnim prostoru spojitych funkeci na intervalu (0, 1) definu-
jeme skalarni souéin

1
f-g=[f@gk)dx
0
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Dalsi skalarni souciny v R"
Na R? je operace

1 2
(x1,x2)0(y1,y2) = (x1,%x2) (2 6) (§1> = X1y1+6x2y2+2x1y2+2x9Y1.
2

také skalarni sou¢in. Na druhé strané treba

1 2
(x1,x9) 0 (y1,y2) = (x1,%2) (2 2) (il) = x1y1+ 2x9Yy2 + 2x1y2 + 2x2Y1
2

neni skalarni soucin (neplati axiom 4).

Obecné, je-li A symetricka a pozitivné definitni matice (vSechny
hlavni subdeterminanty jsou kladné), pak

- Ayl
— —T
Xy

je skalarni soucin. Z tohoto pohledu nazyvame standardnim

skalarnim soué¢inem na R”.
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Skalarni sou¢in — velikost

V linearnim prostoru L se skalarnim souc¢inem definujeme velikost
vektoru x’, neboli normu vektoru X vzorcem

IX|=vVx  x.

Axiom (4) zarucuje, zZe velikost je definovana pro libovolny vektor
a ze nulovou velikost ma pouze nulovy vektor.

Tvrzeni: |aX || = |a| - ||X||, protoze

loX|=Vax  ax = Vo(x - x)=VaZVx - x = || | X
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Skalarni sou¢in — thel mezi vektory

V linearnim prostoru L se skalarnim souéinem definujeme zhel
mezi dvéma nenulovymi vektory X a7y jako takové ¢ € (0, 7), pro
které je

%y
COS¢=ﬁ
IEA IR

Ze cos ¢ v uvedeném vzorci existuje pro libovolné dva nenulové
vektory zarucuje

Schwartzova nerovnost: Pro libovolné dva vektory plati
- Y- 11

Dikaz: 0< (X +ay) (X +ay)=x - +0-20% - ¥)+02- (¥ -¥).
Pro uvedeny kvadraticky polynom Ao + B + C musi platit:
B*-4AC<0, tj. B*<4AC, tj. (2(x - ¥)*<4IxXIPIY I,
ti. V& - Y2<VIZIRVIYIZ . 1% FI<IEN- 1Y
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Skalarni sou¢in — vzdalenost vektoru

V linearnim prostoru L se skalarnim souéinem definujeme vzda-
lenost mezi dvéma vektory x a 7y, neboli metriku vzorcem

p(x,y) =% -l
Pro metriku pati trojihelnikova nerovnost:

p(x, ) +p(y,Z) 2 p(x,72),

rle;boli Ix =¥+ Iy - Z]| =|x — 7, kterd oznaceni @ = x — ¥,
b =y — Z prechézi na tvar

_ — =
Il +116ll =2 lla” + bl

Dukaz: ||E>+3>||2=(E>+?)-(E>+?)=E>E>+2E>F+F?S
(Schwartzova nerovnost) < || a’||*+2]||a||-|| b6 ||+]| & |I¥ = (| a||+]| b |])*.
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Axiomy metriky a normy

Je-li na mnoziné L zavedena metrika p(x,y) s vlastnostmi

(1) plx,y)=0, plx,y)=0pravé kdyz x =y,
(2) plx,y) =p(y,x),
(3) plx,y)+ply,2) 2 plx,2),

rikame mnoziné L s metrikou p metricky prostor.

Je-li na linearnim prostoru L zavedena norma ||...|| s vlastnostmi
(1) |I*]|=0, |Ix||=0pravékdyz x =0,
— —
(2) lax|| = la|-|[x|l,

— = — —
B) I+l < =l + 1y,
rikame prostoru L linedrni prostor s normou.

My jsme odvodili normu a metriku ze skalarniho souéinu. Je ovSem
mozné je zavést jen podle uvedenych axiom, nebo zavést normu
axiomaticky a odvodit metriku jako p(x’, %) = ||x — ¥|.
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Piiklady

Pythagorova véta: Pravouhly trojuhelnik budou tvorit dva na
sebe kolmé vektory x a y’. Jejich rozdil tvoii pfeponu.

1 -FIP=(x-3)(F-7)=%-%-2%-F+5 -5 =X+

Ve vypoétu jsme vyuzili toho, Ze dva nenulové vektory x a ¥ jsou
na sebe kolmé pravé kdyz x -y = 0.

Rovnobéznikova rovnost: soucet druhych mocnin velikosti uh-
lopiiéek v rovnobézniku je roven dvojnasobku souc¢tu druhych moc-
nin velikosti sousednich stran.

1%+ FIP+ 1% =51 = 2 (IFIP+1717).
protoze

— . =2 — =2 —12 — — —12 —2 — — —12
2"+ Y17+ = yI" =X +2% -y + [ Y7+ X" =2% -y + 1 yI"
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Ortonormalni baze

Na linearnim prostoru se skalarnim souc¢inem muizeme mérit ve-
likosti vektora a tihly mezi nenulovymi vektory.

Zejména kolmost (ortogonalitu) dvou nenulovych vektori x a y
pozname podle podminky x - ¥ = 0.

Mezi riznymi bazemi se ukaze vyhodné vybirat takové baze, ve
kterych jsou si vSechny vektory navzajem kolmé a maji jednotko-
vou velikost. Tyto baze nazyvame ortonormdini.

Definice: Baze se nazyva ortogonalm pokud pro kazdé dva riazné
prvky baze b a b plati b b' 0.

Baze se nazyva ortonormadlni, je-1i ortogonalni a v§echny jeji prvky
maji jednotkovou velikost, neboli

— 7 _ |1 proi=j,
b bJ_{O proi #j.
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Skalarni soucin pocitany pomoci souradnic

Véta: Necht (B) je koneéna ortonormalni baze linearniho pro-

storu L. Necht (x1,x9, . ..,x,) jsou souradnice vektoru x" vzhledem
k bazi (B) a necht (y1,y9,...,Y,) jsou soufadnice vektoru 3" vzhle-
dem k bazi (B). Pak

—

H
X -y = X1Yy1+X2Ya+: - +XpYn.
Dukaz:

— — — — — —
(x1b1+x2b0+---+x,6,) - (W1b1+y200+---+y,b,) =
— = — — - — — -
= x1¥101-b61+x2y102- b1+ -+x1y2b1-bo+- - +x,¥, b, b, =
= x1y1-1+x2y1-0+---+x1y2-0+---+x,y,-1=

= X1Y1+X2Y2+ -+ X, Yn.
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Kolmost zarucuje linearni nezavislost

Véta: Necht x'1, X9, ..., X, jsou nenulové vektory, které jsou na
sebe navzajem kolmé. Pak jsou tyto vektory linearné nezavislé.

Dukaz: Ovérime
01 - X1+0g - X9+ -+, - xp,=0 = o=0 Vi

Vyndasobime-li obé strany rovnosti skaldrné vektorem «x’;, dosta-
vame na levé strané soucet nul s vyjimkou jediného séitance, pro-
toze vektor x’; je kolmy na vSechny vSechny ostatni vektory ;.
Mame tedy
Oéiyi-?i=6>-?i=0.

Protoze x’; - x'; je nenulové &islo, musi byt o; = 0. Tuto operaci
muzeme provést pro kazdy index i € {1,2,...,n}, takze vSechna
¢isla ¢isla o; jsou nutné nulova.
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Souradnice pocitané ze skalarniho soucéinu

Véta: Necht (B) = (?1, ?2, e ?n) je ortonormalni baze linear-
niho prostoru se skalarnim souc¢inem. Pak souradnice libovolného
vektoru x vzhledem k bazi (B) jsou

(b1, T Da..., T Dn
Ditkaz: Oznaéme 5 = (% - 01) b 1+(% - b3) o+ --+(X -jn) b,
Mame dokdazat, Ze ¥ = . Nasobme vektor " vektorem b ;:
Y obi=(T-b)b1+(T-b)bat+(T-b,) by b=
—(x-b)b; - b;=% by
protoZe baze je ortonormdlni. Je x - D, = y - b, Vi€ {1,2,...,n}.

Co, kdyby x # ¥'? Vektor -y je kolmy na Vsechny prvky b i
protoze (¥ — ') - b, =0. Pak jsou vektory D1, b2, bn% — Y
linearné nezavislé, ale to je ve sporu s tim, ze (B) je baze.



Basnicka: ¢tvrta dimenze

Jednou v hospodé u Karla ¢tvrtého,
uvidél jsem kus prostoru ¢tvrtého.

Cty¥i ptllitry u stropu nad sdlem,
letély k sobé kolmo navzajem,

coz neni mozné v dimenzi treti,
kde nejvyse tri pullitry k sobé leti.

Tak poznal jsem diky otci vlasti,
jaké jsou v pullitru skryty slasti.
Jak v§em cechtm rozsiiuje obzory
o n-dimenziondalni prostory.

in: Emil Calda: Rikanky mnosinové nelogické
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Geometricka predstava skalarniho souc¢inu

Piedpokladejme, Ze vektory X a 3 jsou orientované usecky, na-
vic necht ' ma jednotkovou velikost. Sestrojme z koncového bodu
vektoru x kolmy primét na piimku, prochézejici vektorem 7y .
Velikost tohoto kolmého primétu (je-li na poloprimce spolecné
s vektorem ') je skaldrni sou¢in x - y'. Je-li primét na opaéné po-
lopirimce, pak skalarni souéin je zaporny a jeho absolutni hodnota
je rovna velikosti primétu.

Tato geometricka interpretace vychazi ze vzorce:

— — —n 1=
x -y =[xyl cos¢.

Z tohoto pohledu rika véta ze stranky [13], Ze souradnice vektoru
jsou prumeéty vektoru na jednotlivé souradnicové osy.
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thly vektoru s osami

Véta: Necht (x1,x9,.. _;xn) jsou sglradmce vektoru X vzhledem
k ortonormalm bazi (b1, bo,..., b,). Pak thel ¢; mezi vektorem
x a vektorem b ma velikost ¢;, pro kterou je

X;
CoS ¢; = ——.
[
Dukaz:
CcoS ¢ _ X - 1 _ X - i _ .'X,'l
= — - — -_ — .
n=ine; =l il

V tpravach jsme vyuzili toho, ze || b il=1 (baze je ortonormalni) a
dale predchozi véty, podle které je x; = x - b

Dusledek: cos? ¢; + cos? ¢g + - - +cos’ ¢, = 1
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Schmidtuv ortogonalizacni proces

Zhruba: kazdou koneénou bazi lze ,opravit“ tak, aby byla ortonor-
malni. Oprava k-tého vektoru vzdy probiha v linearnim obalu prv-
nich £ vektoru. Tj. prvni vektor opravime na primce dané prvnim
vektorem, druhy vektor opravime v roviné dané prvnimi dvéma
vektory, atd.

— = —
Presné: Necht {61, bo,..., b,} je libovolna baze. Pak existuje
ortonormalni baze {¢ 1, Co,..., C,} takova, Ze

<?17?29'“9?k>=<?la?23°'°9?k>7 Vk e {1)29“'7”’}-

Dtikaz: oprava kazdého vektoru probiha ve dvou krocich. Vektor
se (uvnitt zminéného lin. obalu) ,,natoci“ a nasledné se ,normuje®:
k .
—/ — —
—\ = — k+1
bk+1=bk+1_2(bk+l'ci)cia Cr+l = —3 .
i=1 1D g4all
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Ortogonalni matice

Predpokladejme v R” standardni skalarni souc¢in. Matice A € R™",
ktera ve sloupcich obsahuje néjakou ortonormalni bazi prostoru
R", se nazyva ortogondlni.

Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

® A je ortogonalni,

e AT.A=E,

e A-AT=E,

e AT je ortogonalni,

¢ A obsahuje v radcich souradnice ortonormalni baze,

¢ A je matici prechodu mezi dvéma ortonormalnimi bazemi.
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Dalsi vlastnosti ortogonalni matice

e Je-li A ortogonalni, pak det A = 1 nebo det A = —1.

e Je-li A ortogonalni a je-li x sloupcovy vektor, pak sloupcovy vek-
tor A - x ma stejnou velikost jako vektor x.

¢ Soucéin ortogonalnich matic je ortogonalni.

Prvni puntik:
1 =detE = det(A - AT) = (det A) (det A7) = (det A)>.
Druhy puntik:
IAx|® = (Ax)" - (Ax) =x" - AT A - x=x" x = |x|*.
Treti puntik:
A-BY.-(A-B) =BT AT .A.-B=B” .E-B=E.
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QR rozklad

Je-li A regularni matice, pak existuje ortogonalni matice Q a horni
trojuhelnikova matice R tak, Ze

A=Q R.

Dikaz: Sloupce matice A tvori néjakou bazi (B). Na tuto bazi pro-
vedeme Schmidtiv ortogonalizaéni proces a tim dostaneme orto-
normalni bazi (C). Zapiseme ji do sloupcti matice Q. Matice R je
matici prechodu od _o)rtonormélni baze (C) k bazi (B). Obsahuje
souradnice vektord b, z baze (B) vzhledem k (C). Diky vlastnosti

<?1a?2a°-'a?k>=<?1a?27-°',?k>’ Vk e {1,2,...,7?,}.

jsou souradnice vektoru ?k vzhledem k (C) pro i > k£ nulové, takze
R je horni trojahelnikova.



