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Soustavy
linearnich rovnic

¢ vlastnosti mnozin reSeni
¢ metody hledani reseni

¢ nejednoznacnost zapisu reseni

a) soustavy, 10, b) P. Olddk, FEL CVUT, ¢) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010
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Terminologie

Definice: Necht A = (a;;) € R™" je matice, b € R™! je jedno-
sloupcova matice. Maticova rovnost

A-x=b

s neznamou jednosloupcovou matici x € R™! nazyvame soustavou
linedrnich rovnic (m rovnic, n neznamych). A je matice soustavy,
b je sloupec pravych stran, (A |b) je rozsirend matice soustavy.

Je-li 0 € R™! nulovy sloupcovy vektor, pak A - x = o je homogenni
soustava linedrnich rovnic.

Resenit soustavy je takovy vektor z R”, ktery, zapsany do sloupce
misto neznamé matice X, splinuje danou maticovou rovnost.

Uloha: Najit vSechna reSeni, tj. vymezit podmnozinu M < R”
vSech reseni soustavy.
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Dva pohledy na soustavu lin. rovnic

Pohled po radcich, tedy po jednotlivych rovnicich. Kazda rov-
nice sama vymezuje podmnozinu vsech svych reseni M; < R”,
1 € {1,2,...,m}. Geometricky je M; nadrovinou (podprostorem
dimenze n — 1 posunutym z pocatku do néjakého jiného bodu).
VsSechny rovnice maji byt splnény soucasné, hledame tedy spo-
leény prinik vsech téchto nadrovin M;.

Pohled po sloupcich. Rozepisme matici soustavy A do sloupcu:
A=(A{,Ay,...,A). Soustava A - x = b prechazi na:

X1
Ax = (ALAg..,A) | 72| = x1A1 +20A0 + - +x,A, = b
Xn

Hledame tedy koeficienty linearni kombinace sloupcti matice A,
které zaruci, ze se dana kombinace rovna pravé strané b.
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K ¢emu slouzi eliminac¢ni metoda

Ma-li soustava A - x = b mnozinu reSeni M a je
(Alb) ~(C|d)
pak soustava C - x = d m4a stejnou mnozinu reSeni M.

Kdyz eliminujeme na schodovitou matici C, pak ptijde u soustavy
C - x = d hledan4a mnozina reseni M 1épe najit.
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Frobeniova véta, reSitelnost soustavy

Véta: Soustava A - x = b ma aspon jedno reSeni pravé tehdy, kdyz
hod A = hod(A | b).

Dikaz: (sloupcovy pohled): soustava ma reseni pravé kdyz vek-
tor b lezi v linearnim obalu sloupcovych vektori Ai, As,... A,
coz je praveé tehdy, kdyz hod A = hod(A |b). Vyuzijeme také toho,
ze hodnost matice neni jen dimenze lin. obalu radk, ale je to také
dimenze linearniho obalu sloupcti matice, nebot hod A = hod A”.

Dikaz: (eliminaéni pohled): Po eliminaci na schodovitou matici
mame soustavu C - x = d ktera nema reSeni pravé tehdy, kdyz
existuje nulovy radek v matici C s nenulovym c¢islem na pravé
strané. Tj. pravé tehdy kdyz hod C # hod(C |d). Elimina¢ni metoda
ovSem neméni hodnost.
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Homogenni soustava Ax = o

e Homogenni soustava linearnich rovnic ma vzdy nulové reseni.

¢ Mnozinou reSeni My homogenni soustavy je vzdy podprostor :

ue My, ve My, tj. Au=o0, Av=o.
Au+v)=Au+Av=0+0=0, tj.u+ve M,.
ue My, xe R, tj. Au=o.
A(oou) = cA(w)=0o=0, tj. aue M,.
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Jak vyresit homogenni soustavu

¢ Nejprve prevedeme eliminaci na soustavu se stejnou mnozinou
reSeni, ale se schodovitou matici soustavy:

(Alo) ~(C|o)

e Kazda nenulova rovnice v soustavé Cx = o umozni spocitat
jednu neznamou (pri zpétné substituci zespoda nahoru). Témto
proménnym rikame vdzané proménné. Ostatni (takto nespoéi-
tané) proménné jsou volné proménné, neboli parametry. Necht

t1,to,...,t; jsou vSechny volné proménné. Mizeme volit tyto hod-
noty za (¢1,to,...,tz)
(1,0,...,0), (,1,...,0), ..., (0,0,...,1)

a pro kazdou tuto volbu volnych proménnych dopocitadme pro-
ménné vazané. Dostavame tak linearné nezavislou mnozinu re-
Seni, ktera je bazi podprostoru M, vSech reSeni.
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Priklad (homogenni soustava)

ReSme soustavu A - x = 0 s matici:

’ ’ X1, X2, X3, X4, X5
18 2 0 3 1 3 2 0 3
1 1 1 -1 5
A= o 8 5 3 7 |° 0 2 1 3 1
0 0 0 2 3

3 9 6 2 12
Vazané proménné: x1, x9, x4, volné proménné: x3, xs.

Pii volbé x3 = 1, x5 = 0 vychazi: x4 = 0, xo = -1/2, x1 = -1/2,
pri volbé x3 = 0, x5 = 1 vychazi: x4 = -3/2, xo = 7/4, x1 = -33/4.

Takze mam dvé linearné nezavisla reseni:
(-1/2,-1/2,1,0,0), (-33/4,7/4,0,-3/2, 1).
Vsechna reSeni tvori linearni obal téchto dvou reseni:

MO = <(_1, _la 23 07 0)7 (_337 7? O’ _63 4)>
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Dimenze prostoru reseni
e Dimenze prostoru reSeni homogenni soustavy je rovna pocétu
volnych proménnych,

¢ cozje rovno poctu vSsech proménnych minus poétu vazanych pro-
ménnych,

® coz je rovno poctu vSech proménnych minus poc¢tu nenulovych
rovnic soustavy Cx = o se schodovitou matici,

® coz je rovno poc¢tu vSech proménnych minus hodnost matice sou-
stavy.

Zavér: Necht M| je mnoZina reSeni soustavy AX = 0 s m rovnicemi
a n neznamymi. Pak

dim My = n —hod A.
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Dva podprostory v R* vymezené matici A

Necht je dana matice A € R™"
¢ Oznac¢me R linearni obal radkt matice A. Je to podprostor v R”.

¢ Oznaéme My mnozinu vSech reseni homogenni soustavy Ax = o.
Je to rovnéz podprostor v R". Nazyva se nulovym prostorem
matice A.

¢ Do radkt matice B napisme néjakou bazi prostoru M.
Plati:

e Kazdy vektor z M, fesi soustavu Ax = o.

e Kazdy vektor z R 1esi soustavu Bx = o.
eJeliweRaT e My,pak @ - 7' =0.

e dimR +dimMy,=n=dimR"
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Algoritmus hledani baze nulového prostoru

Algoritmus: Necht A ~ (E|C), kde E je jednotkova matice. Pak
Fadky matice (—CT | E’) obsahuji bazi FeSeni soustavy Ax = o.

Poznamka: E' je zde také jednotkova matice, ovSem obecné jiného
typu nez matice E.

Dikaz: Rédky matice (—CT|E’) jsou linearné nezavislé a jejich
pocet je roven n —hod A. TakzZe lin. obal téchto radki ma stejnou
dimenzi, jako prostor reSeni M. Stac¢i ukazat, ze kazdy radek
matice (-CT | E’) fe$i soustavu Ax = o:

(E|C)- (‘EC> -E-(-C)+C-E'=-C+C=0.

Poznamka: nelze-li provést A ~ (E|C), pak je mozné dostat (E|C)
po vhodné permutaci sloupci (zména poradi neznamych). Zpétnou
permutaci sloupct pak provedeme na matici (-C?|E’) a mame

hledanou bazi prostoru reseni.
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Priklad

Metodou ze slidu [11] vyreSime soustavu ze slidu [8]. Matici pre-

vedeme Gauss-Jordanovou eliminaci:
X1, X2, X3, X4, X5

1 ? ? _01 g 1 0 12 0 334

~lo 1 12 0 -74
2 8 5 5 7 0 0 0 1 372
3 9 6 2 12

Prohodime sloupce a piejdeme od matice (E|C) k matici (-CT |E’):

A =

X1, X2, X4, X3, X5
X2, X4, X3, X5

(1 0 0 1/2 33/4) (_1/2’ e T 0)

0O 1 0 12 -7/4
00 1 0 39 -33/4 7/4 -3/2 0 1

Po zpétném prohozeni sloupct dostavame v radcich bazi mnoziny

reseni M()Z X1, X2, X3, X4, X5
(—1/2 -1/2 1 0 O)

-33/4 74 0-3/2 1
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Nehomogenni soustava linearnich rovnic

Terminologie: Jakékoli reseni soustavy Ax = b nazyvame parti-
kuldrni reseni této soustavy.

Soustava Ax = 0 se nazyva pridruZend homogenni soustava k sou-
stavé Ax = b.

Véta: Mnozina M vSech FeSeni soustavy Ax = b je bud prazdna,
nebo je tvaru
M=v+ M()

kde v je partikularni reseni soustavy Ax = b a M, je mnozina
vSech reseni pridruzené homogenni soustavy Ax = o.

Dtkaz: Ozna¢me v partikularni feSeni a necht u € M. Staci ové-
rit, ze v+u € M. Dale musime ovérit, Ze pro kazdé w € M existuje
uec Mptak,zev+u=w.

Poznamka: Vyhodna je geometricka predstava, udélejte si nacrtek.
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Jak vyresit nehomogenni soustavu

e Najit jedno partikularni reseni v.

¢ Vyresit pridruzenou homogenni soustavu, najit M.

¢ Vsechna reseni napsat ve tvaru M = v + M.

Jediny problém: najit partikularni reseni v. Typicky postup:

e Eliminovat (A|b) ~ (C|d), na soustavu se schodovitou matici.

¢ Sloupce s volnymi proménnymi odstranit (tj. dosadit za volné
proménné nuly). Vznika soustava s regularni ¢tvercovou matici.

¢ Doresit tuto soustavu zpétnym chodem eliminace.

e K reSeni pripsat nuly na mista volnych proménnych.
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Priklad (nehomogenni soustava)

Soustava ze slidu [8] je doplnéna o pravou stranou. Gauss-Jorda-
novou eliminaci upravim rozsiienou matici soustavy:

1
1
2
3

3 2 0 3
1 1 -1 5
8 5 3 7
9 6 2 12

_32 1 0 12 0 334 -3
13|~ 0O 1 12 0 -7/4 2
11 O 0 0 1 32 |1

Odstranim sloupce odpovidajici volnym proménym:

X1, X2, X4

1 0 0] -3
0O 1 0| 2

0O 0 1| 1

Partikularni reseni je (-3, 2,0, 1,0) a mnozina vSech reseni je

M = (-3,2,0,1,0) + {((-1,-1,2,0,0), (-33,7,0,-6,4)).
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Problém nejednoznacnosti zapisu reseni

Stejna mnozina reSeni soustavy Ax = b se da vyjadrit riznymi
vektory baze reseni pridruzené homogenni soustavy a riznymi
partikularnimi resenimi. Jak poznat, Ze:

7+<71,72,...,7k> = w+<?1,?2,...,7k>?

Staci porovnat hodnosti nasledujicich matic:

()

— — —
Urp ui 21
hod Z'1 =hod | : =hod | :
: uh Z
H
\w
— =
w— v

Viz téz stranu [9] k tématu ,,matice®.
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Soustavy se ¢tvercovou matici A

¢ Je-li matice A regularni, pak soustava ma jediné reseni.

¢ Je-li matice A regularni, pak lze soustavu A x = b resit vyna-
sobenim této rovnosti inverzni matici A~ zleva:

AlAx=Alb, tj. x=A"lb.

e Je-li matice A regularni, je mozné také provést LU rozklad
této matice a resit jednu soustavu doprednou substituci a dalsi
zpétnou substituci. Viz stranu [3] k tématu ,LU rozklad®. Je to
nepatrné numericky vyhodnéjsi nez pocitat inverzni matici.

e Je-li matice A regularni a zajimaji nas jen nékteré slozky re-
Seni, je mozné pouzit Cramerovo pravidlo, viz nasledujici stranu.

e Je-li A singularni, pak po eliminaci (A|b) ~ (C|d) dostavame
soustavu s matici C, ktera neni ¢tvercova. Dale je nutné pouzit
postupy uvedené na predchozich stranach.
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Cramerovo pravidlo

Necht A je regularni ¢tvercova matice. Pak pro i-tou slozku reseni

soustavy Ax = b plati
det Bi

~ detA’
kde matice B; je shodna s matici A az na i-ty sloupec, ktery je
zaménén za sloupec pravych stran.

Xi

Dtkaz: VyuZijeme vztah x = A™! - b a zamé&Fime se v maticovém
souéinu na vypocet i-tého Ffadku v matici x. P¥itom matici A™!
zapiSeme pomoci doplikt. Viz stranu [19] k tématu ,determinant®.
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Priklad

VyreSime soustavu s parametrem p € R, ktera ma rozsirenou

matici:
2 -p -1| 3
(Alb) = 1 -7 -5 0

-1 3 p | -1
Je detA = (p —2)(p — 17). Takze pro p = 17 nebo p = 2 je matice
soustavy singularni:

2 -17 -1, 3 1 -7 5|0
p=17: 1 -7 -5, 0]~10 -1 3 1] .. M=y
-1 3 17| -1 O 0 O 1
2 -2 -1, 3 1 -7 5o
p=2: 1 -7 -5 0 | ~ 0 4 3 1)
-1 3 2 -1
... M = (5/3,0,1/3) + ((1,3,-4))
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Priklad (pokracovani)

Pro p # 17 a p # 2 je matice soustavy regularni a soustava ma
jediné reseni. Najdeme toto reseni pomoci Cramerova pravidla.

3 —-p -1 2 3 -1
det | 0 -7 -5 |=-26(p—2), det| 1 0 -5 |=-3(p—-2)

-1 3 »p -1 -1 p

2 -—p 3
det ( 1 -7 0 ) =—(p—2). Protoze detA = (p-2)(p —17), je:
-1 3 -1

—26(p — 2) 26 3 1
= = , X2 = , X3 = .
p-2@-17) 17-p 17-p 17-p

Pro pripad p # 17 a p # 2 obsahuje mnozina M jediné reSeni:

26 3 1
M = .
{<17—p’17—p’17—p)}
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Maticova rovnice AX =B

e Je-li A reguldarni matice, pak rovnice ma jediné feSeni X = A1 B.
¢ Jinak staéi matice X a B rozepsat do sloupcti:
X=X;X;...X;), B=(B:B; ... B,
takzZe maticova rovnice prechazi na k soustav linearnich rovnic
AX; =B;, AX;=B,, ...AX;=B,.

Tyto soustavy maji spoleénou matici soustavy, tj. spolecnou pii-
druzenou homogenni soustavu, tj. spoleécnou mnozinu M, vSech
reseni pridruzené homogenni soustavy. Pro kazdou soustavu
zvlast je treba spocitat partikularni reseni.

e Mnozina vSech reSeni je mnozina vSech matic X, které maji ve
sloupcich odpovidajici partikularni resSeni, ke kterym je v kaz-
dém sloupci (nezavisle) pri¢tena mnozina reseni M.



