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Polynomy

Polynom je mozno definovat dvéma zptsoby:

¢ jako realnou nebo komplexni funkci, jejichZ hodnoty jsou dany
jistym vzorcem,

¢ jako ten vzorec samotny.

a) polynomy, 1, b) P. Ol3dk, FEL CVUT, c) P. Ol3k 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) /&, Viz p. d. 4/2010
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Prvni zpusob zavedeni polynomu

Definice 1: Polynom je komplexni funkce p : C — C, pro kterou
existuji komplexni ¢isla ag,aq,...,a, takova, ze

p) = anx™ + a1 X" L+ .. +ax+a

pro vSechna x € C.
Cisla ag,aq,...,a, nazyvame koeficienty polynomu.
Dale zavadime pojmy:

Rovnost polynomii jako rovnost funkei:
p = q, kdyz p(x) = g(x) pro vSechna x € C.

Soucet polynomu, ndsobek polynomu jako souéet a nasobek funkei:
p +q je funkce, pro kterou (p +q)(x) = p(x) + g(x) pro vsechna x € C,

ap je funkcee, pro kterou (ap)(x) = a - p(x) pro vsechna x € C.
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Druhy zpusob zavedeni polynomu

Definice 2: Polynom je vzorec tvaru

A + ap 1" L+ -+ agx + ag,

kde ag,a,...,a, jsou komplexni ¢isla a x je formalni proménna.
Cisla ag,aq,...,a, nazyvame koeficienty polynomu.

Hodnota polynomu a,x" + @p_1x" 1 + ... +a1x +ao v bodé o € C je
komplexni ¢islo, které dostaneme dosazenim ¢isla o za proménou x
do uvedeného vzorce.
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Dale zavadime pojmy:
Rovnost polynomii: Dva polynomy se rovnaji, pokud soucasné plati
¢ koeficienty se stejnymi indexy se rovnaji,

¢ ma-li jeden polynom koeficient, ktery druhy polynom nema, pak
tento koeficient je nulovy.

Soucet polynomii, ndsobek polynomu:jako soucet prislusnych vzor-
cd a nasobek vzorce konstantou. Presnéji:

Ma-li polynom p koeficienty ag, a1, ...,a, a ma-li polynom g koefi-
cienty by, b1,...,b, aje m <n, pak polynom p + g ma koeficienty

Qo +bo,a1 +bl,...,am +bm,bm+1,...bn.
Dale polynom ap ma koeficienty aag, aaq, ..., oa,.

Vysledky operaci jsou tedy popsany pomoci svych koeficientl algo-
ritmicky. Na vstupu do algoritmu jsou koeficienty polynomu, které
s¢itame resp. nasobime. S proménnou x algoritmy nepracuji.
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Soucin polynomu

Soucin dvou polynomii p a q, které maji koeficienty ag,a1,...,an
abg,by,...,b,,je polynom, ktery ma koeficienty cg,c1, ..., Cnn ta-
kové, zZe

Cr = a()bk + albk_l +...+ akbo,
pricemz v tomto vzorci klademe a; =0 proi >m a b; =0 pro i > n.
Jak jsme na to prisli?
(@o+a1x +aox® + ... +apyx™) - (bo + b1x + box? + ... + byx") =
= (aobo) + (apb1 +a1bo) x +

+ (agbg + a1b1 + agbo)x2 + -+

+ (a()bm+n + albm+n_1 +---4+ ambn +---4+ am+nb0)xm+n.
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Vztah mezi funkeci a koeficienty

Jaky je vztah mezi prvnim a druhym zptisobem pojeti polynomu?

Tj. mezi polynomem jako funkci a polynomem jako vzorcem cha-
rakterizovanym svymi koeficienty?

Tvrzeni:

¢ Polynom dany koeficienty jednoznacné urcuje funkci podle defi-
nice 1.

¢ Polynom jako funkce ma své koeficienty uréeny jednoznacné
(az na ,prebyvajici“ nulové koeficienty).
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Prvni ¢ast tvrzeni je zfejma. Vzorec urcuje funkei.

Druha ¢ast tvrzeni neni zcela zirejma. K jejimu dikazu pouzijeme
pomocnou vétu:

Véta: nulova funkce je polynom, ktery musi mit vSechny koefici-
enty nulové.

Dukaz: Necht p(x) = a,x* +--- + a1x + ag = 0 pro vSechna x € C,
Koeficient ag musi byt nulovy (stac¢i dostadit x = 0). Takze plati
px) = x (@ x" 1+ - +a1) = xq(x) = 0. Polynom g je nulovy pro
vSechna x € C \ {0}. Protoze q je funkce spojita, je také q(0) = 0.
Dosazenim x = 0 dostavame a; = 0 a postup mizZeme opakovat.
Dostaneme as =0, ..., a, =0.
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Vratme se k tvrzeni: Polynom jako funkce ma své koeficienty ur-
ceny jednoznacné.

Dtkaz: At polynom p (jako funkce) ma koeficienty ag,a1,...,a, a
také at ma koeficienty bg, b4, ...,b, (koeficienty doplnime nulami,
kdyby ptivodné mél byt pocet koeficienti rizny). Funkce p — p je
nulova a ma zrejmé koeficienty ag — bg,a1 — b1,...,a, — b,. Podle
predchozi véty museji byt tyto koeficienty nulové, takze musi byt
a; = b; pro vSechna i. Nemuze se tedy stat, aby mél jeden polynom
(jako funkce) dvé sady raznych koeficienti.
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Stupen polynomu
Definice: polynom se vSemi koeficienty nulovymi se nazyva nu-
lovy polynom.

Stupern polynomu p s koeficienty ag,aq,...,a, je nejvétsi index i
takovy, ze a; # 0. Stupen nulového polynomu definujeme hodno-
tou —1.

Stupen polynomu p znacime Stp
Pozorovani: Pro nenulové polynomy p a g plati:

St(p + q) < max(Stp, Stq), St(p - q) = Stp + Stq
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Déleni polynomu polynomem se zbytkem
Véta: Pro polynomy p a q (polynom g nenulovy) existuji polynomy
r a z takové, ze

e p=r-q+2z,(nebolip/q =r+2z/q),

e Stz < Stq.

Polynomu r rikame ¢dstecny podil a polynomu z rikame zbytek pri
déleni polynomu p polynomem gq.

Platnost véty je zarucena existenci algoritmu, ktery pro kazdé p,
q vytvori r a z uvedenych vlastnosti.
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Algoritmus (priklad):

(225 —3x*+3x3— x2— 6x+ 8):(x2—-2x+4)=23 +x2-3x-11
—(2x° — 4x* + 8x3)
x*—b5x3 - x2— 6x+ 8
—(x* — 223 + 4x?)
—3x%—5x?— 6x+ 8
—(—3x3 + 6x% — 12x)
~11x%2+ 6x+ 8
—(-11x2 + 22x — 44)
—16x + 52
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Algoritmus (nacrt):

p g = Xttt +. L +co

et - g
k
p—cpxt-q
_Ck—lxk_l .

q
p—cpxt - g—cp1x¥1-q

p_(Ckxk+Ck_1xk_1+...+co)-q =p-rq==z
Algoritmus:
¢ vzdy skon¢i po koneéné mnoha krocich,

e vyprodukuje polynomy r a z, které maji vlastnosti podle véty.

(rozmyslete si, proc)
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Jednoznacnost castecného podilu a zbytku
Polynomy r a z s vlastnomstmi podle piredchozi véty jsou uréeny
vychozimi polynomy p a q jednoznacné.

Dutkaz: At kromé r a z jesté polynomy r; a z; maji uvedené vlast-
nosti, tj.

pP=r-q+z=ri-q+21, Stz <Stq, Stz;<Stq.

Po odecteni prvni rovnosti je (r —r1)q = z; —z. Stupen na pravé
strané je mens$i nez q, takze na levé strané musi byt ¢ nasobeno
nulou. Tj. r = r1. Z toho také plyne, ze z = z;.
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Hornerovo schéma =

= algoritmus na efektivni vyhodnoceni polynomu v daném bodé.
p(0) = @p0™ + @10+ @002+ +ag@® + @10 + @ =
=((---((apax+ap-1)ox+a, 2)x+---+a) d+ai)d+ag.
Mezivypocty (zavorky) mohou zlistavat v registru procesoru.

Odhadnéte pocet nasobeni a séitani pri vyhodnoceni polynomu
stupné n v bodé

a) primo pomoci vzorce z definice polynomu

b) podle Hornerova schématu
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Tri radky Hornerova schématu

Pri psani mezivypoéti na papir miZeme pouzit triradkové schéma:

a, an-1 anp—2 ... Q9 ai ao
a: ab,.1 ab,o ... abs abi by
bp1 bpo byz ... b1 by pl)

kde b,_.1 =an,bp_1=a,+ob,prok=n-1,n-2,...,3,2,1.

Vyplati se to, protoze plati nasledujici tvrzeni ...
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Tvrzeni: treti radek Hornerova schématu obsahuje koeficienty b;,
coz jsou koeficienty polynomu r, pro ktery plati:

p&) =rx) (- a)+pa)
tedy: r je ¢astecny podil polynomu p polynomem (x — ).
Dtikaz: je treba vyuzit rekurentnich vztaht
bn1=an, bp1=a;+aby
a propocitat vyraz r(x) (x — a) + p(a).

K ¢emu to je: nemusime pro vypocet casteéného podilu polynomu
polynomem stupné prvniho pouzivat algoritmus ze slidu [12].
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Koren polynomu

Definice: Koren polynomu p je takové ¢islo a € C, pro které je
pla) =0.

Jinymi slovy: koten je ¢islo, ve kterém ma polynom nulovou hod-
notu.

Definice: Korenouvy ¢initel polynomu p je polynom tvaru x—«, kde
o je koren polynomu p.

Pozorovani: Polynom je délitelny svym korenovym ¢initelem.
Dtikaz: Césteény podil polynomu p kofenovym &initelem (x — @)
musi mit stupen zbytku mensi nez 1, takze zbytek je konstanta z.

Takze
px)=rx) - (x—a)+z.

Po dosazeni x = o dostavame 0 = p(a) = r(a) - 0 + z, takze z = 0.
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Zakladni véta algebry

Véta: Kazdy polynom stupné aspon prvniho ma v C koren.

Poznamka: Polynom stupné nula je nenulova konstanta, tj. nema
koren.

Pozorovani: Trebaze ma polynom stupné aspon prvniho realné
koeficienty, nemusi mit zadny realny koren. Napriklad polynom
x? + 1. Zakladni véta algebry pravi, Ze polynom ma komplexni,
koren.

Dtkaz zakladni véty algebry: neuvadime.
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Rozklad polynomu na korenové Cinitele

Necht p je polynom stupné aspon prvniho. Pak ma koren o; a
je délitelny korenovym cinitelem x — o7, tedy p = (x — aq) - p1(x).
Polynom p; ma stupen o jeden mensi, nez stupen p.

Necht p; je polynom stupné aspon prvniho. Pak ma koren oy a je
délitelny éinitelem x—op, tedy p = (x—01)-p1(x) = (x—a1)(x—0t2)-pa(x).
Polynom ps ma stupen o dva mensi, nez stupen p.

Opakovanym postupem této iivahy dostavame
p=@—-0q) p1lx)=x—-0q) (x—ag) - (x—0,) - K,
kde K = p,, je polynom stupné nultého (nenulova konstanta).

Tomuto vzorci se 1ika rozklad polynomu p na korenové cinitele.
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Nasobnost korene

Pozorovani: Vsechna ¢isla ¢; v predchozim vzorci (v rozkladu na
korenové ¢initele) jsou koreny polynomu p.

Pozorovani: Poéet korenovych Ciniteld v predchozim vzorci je
roven stupni polynomu.

Definice: Ndsobnost korene o je pocet vyskytl ¢isla o v koreno-
vych ¢initelich v rozkladu na koienové cCinitele.

Pozorovani: Kazdy polynom ma tolik kotrent, kolik je jeho stu-
pen. Kazdy koren ovSsem zapocitame tolikrat, kolik ¢ini jeho na-
sobnost.

Pozorovani: Konstanta K v rozkladu na korenové cinitele je
rovna koeficientu a,,.



BI-LIN, polynomy, 1, P. Olsak [21]

Nalézt rozklad na korenové cCinitele

neni algebraicky pro obecny polynom p mozné.

Pri hledani rozkladu je totiz potreba najit vSechny koireny poly-
nomu p na zakladé znalosti jeho koeficientd. Vzorce existuji pro
polynomy stupné 1, 2, 3, 4 a dale pro nékteré specialni polynomy.

Priklad: Pro polynom stupné 2 vzorce pro koreny jisté znate:

—aq + \/a% —4asag —aq - \/a% —4asag
o1 = O =
2&2 ’

2a2

Pro polynomy stupné patého a vysSiho algebraické vzorce neexis-
tuji. Pomoci teorie grup Niels Abel a Evartiste Galois dokazali,
ze tyto vzorce skuteéné neexistuji (tj. je dokazano, Ze vzorce ani
v budoucnu nikdo objevi).

To neni ve sporu se zakladni vétou algebry, ktera rika, zZe koren
existuie (zdtivodnéte proc).
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Specialni pripad: koreny jsou cela cisla

Jsou-li koeficienty polynomu celociselné, pak je mozno vyzkouset,
zda nepujde nalézt koren mezi déliteli koeficientu ag. Téch je ko-
nec¢né mnoho. Pokud mezi nimi koren nenalezneme, nemame sice
rozklad, ale mame aspon jistotu, Ze polynom nema dalsi celoci-
selné koreny. Plati totiz:

Véta: Je-li a celoéiselny koren polynomu p s celoéiselnymi koefi-
cienty, pak o déli koeficient ay.

Dtikaz: V rovnosti 0 = @, + @107 1 + - - - + a10 + a¢ (ktera plyne
z toho, Ze a je koren) odeéteme z obou stran ay a ze zbytku vy-
tkneme «. Dostavame ag = —a - (@, 1 +a,_.1¢" 2+ - +aq) = o -c,
kde c je celé éislo. Takze o déli ay.
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Priklad

RozloZime p(x) = x5 — 12x* + 48x3 — 62x2 — 33x + 90. Ma-li byt kote-
nem celé ¢islo, muze to byt jediné délitel devadesatky, tedy ¢isla
1,2,3,5,6,...,90,-1,-2,-3,...,-90. Téchto konecné mnoho ¢isel
muzeme zkusit dosadit do polynomu. Vychazi napi. p(2) = 0, takze
2 je koren. Dalsi koreny staci hledat v polynomu p1(x) = p(x)/(x—2).
Koeficienty tohoto polynomu najdeme ve tretim radku Hornerova
schématu. Je pi(x) = x* — 10x2 + 28x2 — 6x — 45. Tento polynom ma
koten 3 a pa(x) = p(x)/((x — 2)(x — 3)) = 23 — 7x? + 7x + 15. Trojka je
znovu kofen polynomu ps a ps(x) = p(x)/((x —2)(x — 3)?) = x> —4x —5.
Tento kvadraticky polynom ma koieny 5 a —1. Rozklad daného
polynomu je: p(x) = (x — 2)(x — 3)%(x — 5)(x + 1).

Jiny ptiklad: rozklad polynomu x°—12x*+48x3—62x?—33x+91 nelze
algebraicky nalézt. Délitele 91 jsou 1,7,13,91,-1,-7,-13,-91.
Miuzeme zjistit, Ze zadné z téchto ¢isel neni koren, takze polynom
nema celoc¢iselné koreny.
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Komplexné sdruzené koreny
Polynomy s realnymi koeficienty ne vzdy maji jen realné koteny.
Komplexni koreny se ovSem v takovém pripadé vyskytuji v parech:

Tvrzeni: Je-li @ € C koren polynomu p s realnymi koeficienty, pak
o (komplexné sdruzené cislo k ¢islu ) je také koiren polynomu p,
dokonce stejné nasobnosti.

Proc je a koren? Plati

p(@) =ap+a10 +as02 + - +a,0" =
=Qo+ai ad+as Q2+ ---+a, a" =

=ag+0a10+0a902 +---+a,a” =p(a) =0 =0.

Pro¢ maji o a & stejnou nasobnost? Soucin (x—a)-(x—a) je polynom
s realnymi koeficienty (propocitejte si to).
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Realny rozklad

Dvojici kotrenovych €initelt (x — &) a (x — &) mlGzZeme roznasobit a
dostavame kvadraticky polynom s realnymi koeficienty

x—0) (x—0) = 2%+ Px+7.

Nahradime-li vSechny takové pary koirenovych ¢initel jejich sou-
¢iny, dostavame v pripadé polynomu s realnymi koeficienty:

¢ soutin korenovych ¢initelt s realnymi koreny nasobeny
e soutinem kvadratickych polynomi, které nemaji realné koreny.

Realny rozklad ma obecné tvar

px) =c-(x—a)x—ag) - (x—og)x® + Brx +11) - - - (&% + B + V)
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Realny rozklad s nasobnostmi

Zapiseme-li v realném rozkladu vicenasobné korenové ¢initele po-
moci mocnin a stejné tak opakované kvadratické polynomy pomoci
mocnin, dostavame rozklad:

p) =cle— o) - (c— o)™ - (% + PBrox + 1) - (@ + Bt + )"
Takovy rozklad se ¢asto pouziva,
¢ aby se vypocet obesel bez pouziti komplexnich ¢isel a
¢ aby explicitné pocital s moznosti vyskytu vicenasobnych korent

(napr. integral racionalni lomené funkce).
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Parcialni zlomky

Véta: Necht Stp < Stq a o je £ nasobnym korenem polynomu gq.
Oznaéme q = (x — o)* - ¢1. Pak existuje a € C a polynom p; takovy,
ze Stp1<Stg-1a

px)  a p1(x)
qx) (-a)f (x-a)llqi(x)

Vv x € C takové, ze q(x) #0

Dtikaz: Protoze o je k-nasobnym korenem ¢, plati gi(a) # 0. Do-
kazovana rovnost je ekvivalentni s p(x) = a - q1(x) + p1(x) - (x — &).
Po dosazeni x — x je p(a) = a - g1(@), tj. a = p(a)/q1(a). Polynom
p(x)—a-q1(x) ma stupen nejvyse roven max(St p, Stg1) a ma koren
o. Déleni jeho korenovym c¢initelem vychazi tedy beze zbytku a vy-
sledkem déleni je polynom p;. Jeho stupen je tedy aspon o jednicku
mensi nez max(Stp, Stq1) a je tedy mensi nez Stq — 1.
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Rozklad na parcialni zlomky

je disledek predchozi véty:

px) _ ay o W pa(x)

qx) -y (x— o)l (x — a) ql(x) -

1 2

_ a;p, a; r,
Z -0 )l Z — 0y )z Z OC,-)L

Realny rozklad na parcialni zlomky:

k ky,
p(x) zl“ a’l kl Z al kz o+ al,ku +
Q(x) al)l az)L i=1 (x - ar)l
+Z zm1x+clm1 Z zm2x+czm2 Z Lmvx+czm
12+ B+ ) o (% + Pox + Ry " (22 + Bsx + %)
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Polynom nad télesem

Ciselné obory Q, R a C jsou priklady takzvanych téles (o tom
promluvime podrobnéji pozdéji). Téleso zde znaéim pismenem 7.

Pokud polynom ma koeficienty jen z T a definiéni obor je také
z T (tj. za formalni proménnou x dosazujeme jen cisla z T'), pak
hovoiime o polynomu nad télesem T.

Definice: Polynom p nad télesem T je ireducibilni v T, pokud jej
neni mozné rozlozit na soucin polynomu r, s nad 7' stupné aspon
prvniho. TakZe nemitize platitp =r - s.

Pokud je mozné polynom vyse zminénym zpusobem rozlozit, ri-
kame mu reducibilni v T.
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Piiklad: Polynom x? + 1 je ireducibilni v R.

Piiklad: Polynom x2 + 1 je reducibilni v C, protoze
x?+1 = (x+1)- (x—1i).

Priklad: V C jsou ireducibilni pouze polynomy stupné nejvyse
prvniho. To zarucuje zakladni véta algebry.
Piiklad: Polynom x? — 2 je ireducibilni v Q, ale je reducibilni v R
i C, protoze x2—2 = (x — v/2) - (x + V2) a to jsou polynomy stupné
aspon prvniho nad R i nad C, ale ne nad Q.

Priklad: Rozklad na korenové Cinitele je rozklad na souéin iredu-
cibilnich polynom v C.

Priklad: Realny rozklad je rozklad na soucin ireducibilnich poly-
nomu v R.



