Teoretické otazky ke zkouSce z predmétu BI-LIN (linearni algebra)

V odpovédich na tyto otdzky je nutné presné definovat pouzité pojmy a na zakladé téchto definic odvodit
resp. dokézat, co se zada.

Polynomy

1.
. Pro¢ celodiselny kofen polynomu s celociselnymi koeficienty déli ag.

. Dokazte, ze ke kazdému kofenu polynomu s redlnymi koeficienty existuje kofen komplexné sdruzeny.
. Pro¢ ke kazdym dvéma polynomiim p, ¢ (¢ nenulovy) je uréen ¢asteény podil a zbytek jednoznacéné?
. Necht ma polynom a,, = 1 a mé jen reilné nebo po dvou komplexné sdruzené koreny. Pro¢ pak mé
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Proc¢ korenovy ¢initel déli polynom beze zbytku.

vSechny koeficienty realné?

. Pro¢ polynom lichého stupné s redlnymi koeficienty musi mit alespon jeden realny koren?

. Pro¢ nemtze mit polynom stupné n vice nez n vzajmené ruznych korent?

. Pro¢ je polynom stupné n urcen jednozna¢né svymi hodnotami v n + 1 rtiznych bodech?

. Jak vypada rozklad na ireducibilni polynomy polynomu z2? — 2 nad R, nad Q, nad C, nad Zs.

Linearni prostor

10

11.
12.
13.
14.
15.

Odvodte z axiomi linearity (v definici linedrniho prostoru) vlastnosti: a) € +0 = x, b) o = o pro «
libovolny prvek linearniho prostoru, o nulovy prvek a a € R.

Ovérte podrobné, ze R™ s obvyklym +, - tvori linedrni prostor.

Ukazte, ze mnozina nekonec¢nych posloupnosti s 4+ a - definovanym ,,po slozkach®“ tvori LP.

Pro¢ je mnozina vsech posloupnosti s limitou = 0 linedrnim podprostorem LP vSech posloupnosti?
Pro¢ mnozina M = {(a,b,c,d),|a| = |b],|¢| = |d|} neni podprostorem R*?

Zdtuvodnéte, pro¢ prunik linedrnich podprostorti je linedrni podprostor a sjednoceni lineadrnich pod-
prostori nemusi byt linearni podprostor.

Linearni zavislost, obal

16. Zdavodnéte podrobné z axiomt linearity, proc¢ trividlni linedrni kombinace je rovna nulovému vek-
toru.

17. Pro¢ pfitomnost nulového vektoru ve skupiné vektori zarucuje linearni zavislost této skupiny?

18. Podrobné zdtvodnéte, pro¢ v linearnim prostoru realnych funkci redlné proménné jsou funkce f, g,
h dané vzorci f(z) = sinx, g(x) = 2% a h(x) = 1 jsou linedrné nezavislé.

19. Dokazte vétu: vektory jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz existuje jeden, ktery je linedrni kom-
binaci ostatnich.

20. Predpokladejte koneénou neprazdnou linearné zavislou mnozinu vektortt M. Zdavodnéte, pro¢ pfi-
danim vektoru k mnoziné M vznikne linearné zavisld mnozina.

21. Predpokladejte kone¢nou aspori dvouprvkovou linearné nezavislou mnozinu vektort M. Zdiavodnéte,
pro¢ odebranim vektoru z mnoziny M vznikne linedrné nezavisld mnozina.

22. Vysvétlete z definice linedrni zavislosti, pro¢ linearni zévislost neni ovlivnéna poradim vektord.

23. Vysvétlete z definice linearni zavislosti, pro¢ skupina vektort, v niz se néjaky vektor opakuje, je
linearné zavisla.

24. Definujte linedrni obal i pro nekoneéné mnoziny. Zdivodnéte, pro¢ z € (M) pravé tehdy, kdyz
existuje koneé¢né mnoho vektort z M tak, Ze z je jejich linedrni kombinaci.

25. Dokazte ((M)) = (M).

26. Pro¢ je mnozina vektort M linedrnim podprostorem pravé tehdy, kdyz je (M) = M?

27. Proc¢ je linearni obal jakékoli mnoziny podprostor?

28. Zdivodnéte, proc je linearni obal mnoziny M nejmensim podprostorem, ktery obsahuje M.

29. Predpokladejte N linearné nezavislou mnozinu a z ¢ (M). Dokazte, ze pfiddanim vektoru z k N
zlistava tato mnozina linedrné nezévisla.

Baze

30. Popiste postup, jakym lze (v linedrnim prostoru s kone¢nou dimenzi) doplnit libovolnou linearné

31.

nezévislou mnozinu N na bézi.
Zdtuvodnéte, proc¢ lze z linedrné zavislé mnoziny M odebrat vektor tak, Ze linedrni obal zmensené
mnoziny je stejny jako linedrni obal puvodni mnoziny M.
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32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

Zformulujte (bez ditkazu) Steintzovu vétu o vymeéné a vysvétlete jeji vyuziti v diikaze tvrzeni, ze
kazdé dvé baze stejného linedrniho prostoru maji stejny pocet prvki.

Proc linedarné nezavisla mnozina vektorti nemiize mit vice prvkid, nez dimenze linearniho prostoru
téchto vektora?

V linearnim prostoru L uvaZzujte mnozinu M, kterd ma vice prvkt, nez dim L. Pro¢ musi byt M
linearné zavisla?

Dokazte, ze pokud ma mnozina M stejné prvkd, jako je dim L, pak je linedrné nezavisla praveé tehdy,
kdyz (M) = L.

Zdtivodnéte, pro¢ mnozina {1,z, 2% 23,...} tvoii bazi linedrniho prostoru vsech polynomii.
Podrobné zdiivodnéte, pro¢ mnozina polynomt {x?+1, x, z — 1} tvoii bézi linedrniho prostoru viech
polynomt nejvyse druhého stupné.

Definujte pojem soufadnice vzhledem k usporaddané bazi. Zduvodnéte existenci a jednoznacnost
soufadnic.

Pro¢ jsou soutfadnice polynomu vzhledem ke standardni bazi lin. prostoru polynomt nejvyse n-tého
stupné rovny koeficienttim tohoto polynomu?

Proc¢ jsou soutradnice vektoru z R™ vzhledem ke standardni bazi rovny slozkdm tohoto vektoru?

Matice

41.
42.
43.

44.

45.
46.
47.
48.

49.

50.
o1.
52.
53.
54.

55.

56.
o7.

Pro¢ matice typu (m,n) tvoii linedrni prostor? Jakou m4 tento prostor dimenzi?

Pro¢ GEM neméni linearni obal fadka?

Jak GEM slouzi k vypoc¢tu hodnosti matice? Popiste metodu a zdavodnéte, pro¢ tato metoda
skute¢né pocita hodnost matice.

Popiste metodu ovéreni linearni zavislosti vektori z R™ eliminaci matice, ve které jsou tyto vektory
zapsany po fadcich. Jak tato metoda souvisi s definici linearni zavislosti?

Definujte maticové nasobeni. Pro¢ étvercovd matice A komutuje s A2?

Dokazte asociativitu maticového nasobeni a maticového nasobku.

Zdtuvodnéte, pro¢ maticové nasobeni nemusi byt komutativni ani pro ¢tvercové matice.

Rozdélte matici A a B do &tyT blokil a uvedte vzorec na vypocet maticového soucinu pomoci soucintt
bloki.

Uvedte ideu Strassenova algoritmu (konkrétni vzorce neni nutné si pamatovat). Odvodte sloZitost
Strassenova algoritmu.

Pro¢ méa schodovita matice vSechny nenulové fadky linearné nezavislé?

Zdtvodnéte, pro¢ matice komutujici s pevné danou matici tvori linearni podprostor.

Proc¢ je soucin regularnich matic regularni?

Cim je zarucena jednozna¢nost inverzni matice?

Popiste metodu vypoctu inverzni matice eliminaci a zdivodnéte, pro¢ tato metoda skutecné dava
inverzni matici.

Vynéasobime-li matici A regularni matici, pak se matice A miiZe zménit, ale nezméni se jeji hodnost.
Proc?

Co vime o hodnosti souc¢inu matic, kdyz zndme hodnosti jednotlivych ¢initeld? Zdtuvodnéte.

Jak souvisi LU rozklad s Gaussovou elimina¢ni metodou?

Determinant

58.
59.
60.
61.
62.
63.

Definice determinantu.

Zdavodnéte z definice zakladni vlastnosti determinantu.

Proc¢ pricteni nasobku fadku k jinému nezméni hodnotu determiantu?

Formulujte (bez dikazu) vétu o rozvoji determinatu podle fadku/sloupce.

Z véty o determinantu souc¢inu (bez dikazu) odvodte vzorec pro determinant inverzni matice.
Zformulujte a dokazte vétu na vypocet inverzni matice pomoci dopliitki.

Soustavy linearnich rovnic

64.
65.
66.

Frobeniova véta, presna formulace, vyznam, dikaz.
Definice pojmu feseni soustavy linearnich rovnic.
Pro¢ mnozina feseni homogenni soustavy linearnich rovnic tvori linearni podprostor?
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67.

68.
69.

70.
71.

72.

73.

Necht v je jedno FeSeni soustavy linedrnich rovnic. Pro¢ v8echna ostatni feSeni této soustavy jsou ve
tvaru souctu v + u, kde u je néjaké feseni homogenni soustavy pridruzené k dané soustavée?
Zformulujte a dokazte Cramerovu vétu.

Necht M = v+ (uq,...,ux), M’ =o'+ (uf,..., u}). Navrhnéte a zdivodnéte postup, podle kterého
poznéte, e M = M’.

Jakou dimenzi mé prostor feseni homogenni soustavy linedrnich rovnic a proc¢?

Predpoklédejte standardni skalarni souc¢in v R”. Zdtvodnéte, proc¢ jsou vSechny nenulové vektory z
linedrniho obalu fadkt kolmé na vSechny vektory feseni homogenni sosutavy Ax = o.

Je dana baze mnoziny feSeni M, a partikularni feseni v. Navrhnéte postup, jak z téchto informaci
sestavit néjakou matici A a pravou stranu b, pro kterou je v + My mnoZina feSeni soustavy Az = b.
Popiste, jak feSit maticovou rovnici AX = B, kde A nemusi byt regularni a matice X, B mohou
obsahovat vice nez jeden sloupcec.

Linearni zobrazeni

74.
75.
76.

e
78.

79.

80.
81.

82.
83.
84.
85.

Charakterizujte linearni zobrazeni, vysvétlete princip superpozice.

Definujte jadro, defekt a hodnost linearniho zobrazeni.

Jak dodefinujeme linearni zobrazeni na celém prostoru, kdyz jsou znamy jeho hodnoty na bazi? Pro¢
je toto rozsifeni jednoznacné?

Nechf a : Ly — Lo je linedrni zobrazeni. Jak souvisi defekt a, hodnost a s dim Ly a dim Ly?
Izomorfismus linearnich prostori. Pro¢ jsou dva linearni prostory shodné kone¢né dimense vzajemné
izomorfni?

Necht L mé kone¢nou dimenzi. Pro¢ je zobrazeni, které prifadi vektoru z L jeho soufadnice vzhledem
k néjaké bazi izomorfismus?

Definice, existence a jednoznanost matice linedrniho zobrazeni.

Vysvétlete, pro¢ plati Az = y, kde A je matice linearniho zobrazeni a : L1 — L, x jsou souradnice
vektoru u € L a y jsou soufadnice vektoru a(u).

Zdtvodnéte, pro¢ hodnost linearniho zobrazeni je rovna hodnosti matice tohoto zobrazeni.

Jak se zméni soufadnice vektoru vzhledem k bazi, pokud tuto béazi zménime?

Jak se zméni matice zobrazeni vzhledem k bazim, pokud tyto baze zménime?

Uvedte matice vzhledem k homogennim soufadnicim: otoceni, zmény mé¥itka, posunuti.

Vlastni ¢isla, vlastni vektory

86.
87.
88.

89.
90.

Definujte vlastni ¢islo matice/zobrazeni a vlastni vektor matice/zobrazeni.

Pro¢ maji podobné matice stejnd vlastni ¢isla?

Definujte charakteristicky polynom matice a zduvodnéte, pro¢ jeho kofeny jsou vlastnimi ¢isly ma-
tice.

Vysvétlete, pro¢ matice, kterd méa pouze jednonasobna vlastni ¢isla, je podobna s diagonalni matici.
Proc¢ je matice singularni pravé tehdy, kdyz mé nulu jako vlastni ¢islo?

Linearni prostory se skalarnim soucinem

91.

92.

93.
94.

95.
96.

97.
98.

Vyjmenujte axiomy skalarniho soucinu a vysvétlete, pro¢ standardni skaldrni soucin na R™ tyto
axiomy spliuje.

Jak je mozné na zakladé skalarniho soucinu definovat velikost vektoru (normu vektoru) a tihel mezi
dvéma vektory?

Pro¢ plati Schwartzova a trojihelnikova nerovnost?

Popiste, jak se pocita skalarni souc¢in dvou vektorti, zname-li jejich souradnice vzhledem k ortonor-
malni bazi. Vzorec zduvodnéte.

Pro¢ nenulové vektory navzajem na sebe kolmé jsou linearné nezavislé?

Necht (B) = (by, ..., b,) je ortonormalni béze linedrniho prostoru L. Pro¢ je i-ta soufadnice vektoru
x € L vzhledem k této bazi rovna skaldrnimu soucinu x - b;?

Vysvétlete podstatu a smysl Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu.

Jak souvisi QR rozklad regularni matice s ortogonalizacnim procesem?

Eukleidovské prostory

99.

Proc¢ je mozné vSe, co rysujeme v roviné pravitkem a kruzitkem, spocitat analyticky?
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100. Uvedte mozné popisy pfimek a rovin.

101. Jak zjistime vzajemné vztahy pfimek, pfimky a roviny, rovin?

102. Pro¢ determinat po¢itd objem (neni nutny pfesny ditkaz). Co ndm Fekne znaménko determinantu
pfi vypoctu objemu?

103. Jak pocitame vzdélenost bodu od piimky a roviny, vzdalenost dvou mimobézek.

Grupy, télesa

104. Definujte grupu a uvedte piiklady grup (skldddni zobrazeni, séitani, ndsobeni ¢isel, plus modulo,
krat modulo, soucin matic).

105. Pro¢ v grupé umime fesit rovnice a o x = b a y o a = b? Je pologrupa s moznosti fesit tyto rovnice
grupou?

106. Definujte téleso a uvedte piiklady nekoneénych i kone¢nych téles.

107. Pro¢ pro kazdé téleso plati: soucin nenulovych prvki je nenulovy?

108. Definujte charakteristiku télesa a zdivodnéte, pro¢ je charakteristika rovna prvocislu.

109. Uvedte piiklad linedrniho prostoru nad télesem Zs. Jakou mé dimenzi?

110. Je mozné, aby exitovaly rizné polynomy nad Zs, které vymezuji stejné zobrazeni Zs — Zs5? Vy-
svétlete.

111. Uvedte zékladni vlastnosti télesa Zs.

Kdédovani

112. Vysvétlete pojmy kéd, kédové slovo, Hammingova velikost, linearni kéd.

113. Co je a k ¢emu slouzi generujici a kontrolni matice linearniho kédu?

114. Navrhnéte kontrolni a generujici matici Hamingova (7,4) kédu a popiste proces kédovani, dekédovani
a opravy chyby.

115. Vysvétlete principy cyklickych kédi. Jak probiha kédovani a dekédovani?

Pozadavky na praktické dovednosti

Piiklady budou voleny tak, aby bylo v lidskych siladch najit feseni. Tj. matice miizete o¢ekéavat typu (3,4)
nebo mensi, tlohy budou mit mala celé ¢isla v zadani a nekomplikované feseni. Polynomy budou stupné
max 5 s celoéiselnymi koeficienty i (skoro v8emi) kofeny.

. Rozlozit polynom na soucin ireducibilnich polynomt (pfedpokladaji se celoéiselné kofeny).

. Vyfesit soustavu linedrnich rovnic (i s parametrem / s parametry).

. Najit soufadnice vektoru vzhledem k dané bazi.

. Rozhodnout o skupiné vektorti, zda jsou zavislé ¢i nezavislé.

. Rozhodnout o linedrnich obalech (rtznjych skupin vektort), zda se rovnaji, je jeden podmnozinou
druhého atd.

. Najit pruniky a spojeni linearnich obalt.

. VyTesit maticové rovnosti s regularni matici.

. Najit bazi podprostoru matic komutujicich s danou matici.

. Najit bazi podprostoru vymezeného néjakou vlastnosti.

10. Sestavit matici daného linearniho zobrazeni vzhledem k danjym bazim.

11. Pocitat matice slozenych zobrazeni jako soucin jejich matic.

12. Rozhodnout o vlastnostech linedrniho zobrazeni (kernel, defekt, hodnost) podle jejich matice.

13. Najit vzorec pro linearni zobrazeni, jsou-li znamy jeho hodnoty na bézi.

14. Sestavit matici v homogennich soufadnicich zakladnich transformaci: otoceni, zmény méfitka, po-

sunuti (a jejich slozeni).

15. Najit vlastni ¢isla a vlastni vektory dané (malé) matice.

16. Vyresit jednoduché geometrické tlohy v euklidovském prostoru dimenze 3: vzajemné polohy pifimek,

rovin, primky a roviny, vzdalenost mimobézek, bodu od pfimky a od roviny, thly rtiznobézek, primky

a roviny, rovin, plochy trojihelnikd rovnobéznikti, objemy ¢tyfsténi, rovnobéznostént.
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