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Nasobeni matic

* je asociativni, neni komutativni

¢ k regularnim maticim existuji inverzni matice
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Priklady nasobeni
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Maticové nasobeni

Definice: Pro matice A 0 R™" a B [0 R"? existuje maticovy souéin
A B = C OR™ (v tomto poradi). Jednotlivé prvky soucinu c;,
jsou dany vzorcem:

n
Cip =0i1b1p +aigbop + -+ Ainbyy = Zai,jbj,k-
£

Piiklad: Je-li A 0 R3* a B 0 R*%, pak A [B je definovano, ale
B A neni definovano.

Pozorovani: Aby bylo definovano A [B, musi mit A stejny pocet
sloupct jako ma B ¥4dkua. Vyslednd matice m4 tolik ¥adku, jako
ma radkt matice A a tolik sloupct, jako mé sloupcti matice B.
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Poznatky z piredchozich prikladua:

e Maticové nasobeni neni komutativni ani pro ¢tvercové matice

* Neplati pravidlo: souéin nenulovych matic musi byt nenulova
matice

e Co tedy plati? ...
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Vlastnosti maticového nasobeni:

« (AB)[C=ANB)... asociativni zakon
* (A+B)[IC=AC+BIC... distributivni zdkon
e COA+B)=C[A+CI[B... distributivni zdkon
« a(AB)=(0A)[B =ATaB) ... konstanta

+ (AB)T =BT AT ... transponovana matice

BI-LIN, nasol

Blokové nasobeni

Necht A a B jsou matice sestavené po blocich takto:

A11 A12> (Bll B12>
A= ' <), B= ’ ’
(A2,1 Asp B:1 Bap
Nechtuvedené bloky jsou matice takového typu, Ze ndasobeni matic

A;; 0B;, je definovano pro vSechny pripady, které se vyskytuji
v nasledujicim vzorci. Pak

AB = <A1,1 B11+A12By; A [Bip+Ap [:32,2)
As 1 B11+AsBo; Ay Bio+Ags[Boo

. analogicky pro jinak vytvorené bloky. Napriklad:

A[(Bl B2 Bp)=(A|31 AEBQ AEBP)
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Priklad: soustavy lin. rovnic

Necht A O R™",

X1 b1
Adl*2 || b
X b

Toto je soustava linedrnich rovnic s m rovnicemi a n neznamymi.

Strucné zapisujeme: A X = b. Matice A se nazyva matice soustavy,
jednosloupcova matice b je vektor pravych stran. Ukolem je nalézt
v8echny jednosloupcové matice x, které vyhovuji maticové rovnici.
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Vypocetni slozitost maticového nasobeni

Predpokladejme dvé matice A,B 00 R™". K vypoétu A [B (podle
definice) potiebujeme n® operaci (ndsobeni dvou ¢éisel). Nedalo by
se usetFit?

¢ Rekurzivni algoritmus nasobeni matic: vychazi z blokového
néasobeni. Potiebuje F(n) operaci:

F(n) = 8F(n/2) = 8(8F(n/4)) = 8(8(8F(n/2%))) =
=...=8"F(n/2™)=8"F() =
= 8m = (23)m = 23m - (2m)3 - n3.

* Rekurzivni Strassenuv algoritmus: vychazi z blokového na-
sobeni, ale vystaci si se sedmi souciny. Potiebuje F(n) operaci:

F(n) = TF(n/2) = 1(TF(n/4)) = 1(1(TF(n/2%))) =

=...=T"F(n/2™)=T"F(1) =
=7 = (2log2 7)log2n = 2log27Dog2n - nlog27 = n2,807.
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Strassenuv algoritmus

X; =(A; +Ay) OB + By),
Xy = (As+Ay) By,
X3 =A; [(B; -By),
Xy = A, 0Bz -By),
X5 = (A1 +Ay) [By,
X5 = (A3 -A;) OB; + By),
X7 =(A2-Ay) OBz +By)
Da se ovérit, Ze plati:
<A1 AZ)[<B1 B2>_<X1+X4—X5+X7 X; + X )
A; Ay B; By X, + Xy X -Xo + X3+ X5
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Inverzni matice

Ctvercovou matici s jedni¢kami na diagonale a nulami jinde zna-
¢ime E a fikdme ji jednotkovd matice.

Pozorovani: ATE =E[A = A, analogie s ¢isly:a [l = 1[& = a.

Definice: Inverzi matice ke ¢tvercové matici A je takova matice
B, pro kterou je
AB=B[A=E.

(viz téZ analogie s ¢isly). Invezni matici znaéime A,

Pozorovani: Pokud k matici A inverzni matice existuje, pak je
urcena jednoznaé¢né. Duvod je zde:

B;=EB;=B:A)B; =B TAB;) =B [E =By

Otazka: Jak pozname existenci inverzni matice k matici A?
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Komutujici matice

Kdyz plati: A[B = B[A, iikame, Ze matice B komutuje s matici A.
Pozorovani: Komutovat mohou pouze étvercové matice stejného
typu.

Uloha: Je pevné déna &étvercova matice A, je tfeba najit k ni
mnozinu v§ech matic B, které komutuji s A.

Pozorovani: Uvedend mnozina matic B, které komutuji s danou
matici A, tvori linearni podprostor linearniho prostoru matic R*".

Regularni a singularni matice

Definice: Ctvercova matice je reguldrni, pokud ma inverzni ma-
tici. Ctvercova matice je singuldrni, pokud nema inverzni matici.
Pozorovani: Soudin reguldarnich matic je regularni matice. Ma-li

matice A inverzni matici A a dale ma-li matice B inverzni matici
B!, pak inverzni matice k A [B je B! CA™L. Plati totiz:

BTMAHHIAMB)=B'HA'A)(B=B'[EB=B'[B=E,
ABOB'MAH)=AOBBH)A'=AEA'=AA=E.
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Vypocet inverzni matice eliminaci

Algoritmus: Ma-li A linearné nezavislé adky, pak existuje A™! a
1ze ji vypocitat takto:

(A|E) O(E|A™Y)

Ke zdavodnéni této metody potfebujeme zavést t¥i typy étverco-
vych matic, které (pokud jimi ndsobime vybranou matici zleva)
yemuluji“ jednotlivé kroky elimina¢ni metody. Soucin téchto ele-
mentarnich matic emulujici v§echny provedené kroky je matice P,
pro kterou plati:

Véta: Je-li A OB, pak existuje regularni P takova, ze B = P [A.

aie,7 POtk [15]

Hodnost souéinu

Véta: Je-li P regularni a plati-li B =P [A, pak A UB.

Dukaz: P OE a stejné kroky eliminace pouzijeme na (P |B), tj.:
(P|B)=(P|PA) DE|X) =P LP|PMA) = (E|A),

takze A OB.

Véta: Nasobime-li matici A jakoukoli regularni matici, nezméni
se hodnost. Tedy: hod A = hod(P [A).

Véta: hod(A [B) < min(hod A, hod B)

Dukaz*: hod A =%, tj. A 0C, C m4a k nenulovych radkua. Existuje
tedy P regularni, Ze A = P [C. Déle plati:

hod(A B) = hod(P IC (B) = hod(C B) <.
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Podminky regularity matice
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni s regularitou matice A O
R™":
* A ma4 inverzni matici (viz definice).
e Maticova rovnice A [X = B ma feSeni pro kazdou B 0 R»™,
¢ Matice A ma linearné nezavislé radky.
¢ hodA =n.
* existuje eliminaéni proces, ktery provede A JE.

e det A # 0 (o determinantech pohovotrime pozdé;ji)



