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Matice
lineárnı́ch
zobrazenı́
• matice určuje zobrazenı́ A(x) = Ax

• zobrazenı́ A : Rn → Rm určuje matici

• zobrazenı́ lin. prostorů konečné dimenze majı́ matici vzhledem

k vybraným bázı́m

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [2]

Připomenutı́

Zobrazenı́ A : L1 → L2 je lineárnı́, když

• A(−→x +−→y ) = A(−→x ) + A(−→y ),

• A(α ⋅−→x ) = α ⋅ A(−→x ).

Což je ekvivalentnı́ s principem superpozice:

• A(α1
−→x 1 + · · · + αn

−→x n) = α1 A(−→x 1) + · · · + αn A(−→x n)

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [3]

Je dána matice A ∈ Rm,n,

pak máme zobrazenı́ A : Rn → Rm.

Skutečně, zobrazenı́ A : Rn → Rm dané předpisem

A(x) = A ⋅ x

je lineárnı́.

Poznámka: vektory z Rn, Rm nynı́ považujeme za

sloupcové vektory.

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [4]

Přı́klad

Zobrazenı́ A : R4 → R3 je určeno maticı́ A ∈ R3,4:

A(x1, x2, x3, x4) =





1 3 2 2

3 1 0 2

5 7 4 6



 ⋅









x1

x2

x3

x4









= A ⋅ x =

= (x1 + 3x2 + 2x3 + 2x4, 3x1 + x2 + 2x4, 5x1 + 7x2 + 4x3 + 6x4)T

• jádro tohoto zobrazenı́ je nulový prostor matice A.

• hodnost zobrazenı́ A je hodnost matice A

• věta defA + hod A = dim L1 přecházı́ na větu

dim M0 + hod A = počet proměnných.
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Hodnost zobrazenı́ je hodnost matice

Věta: Necht’A ∈ Rm,n. Hodnost lineárnı́ho zobrazenı́ A : Rn → Rm,

které je dáno předpisem A(x) = A ⋅ x, je rovna hodnosti matice A,

tedy:

hod A = hod A

Důkaz: hodnost zobrazenı́ je dimenze obalu obrazů bázových vek-

torů, což je dimenze obalu sloupců matice, což je hodnost matice.

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [6]

Lineárnı́ prostor lineárnı́ch zobrazenı́

• Všechna lineárnı́ zobrazenı́ A : L1 → L2 označı́m T.

• Symboly A a B na této stránce jsou prvky z T.

• Definujeme A + B : L1 → L2 předpisem (A + B)(x) = A(x) + B(x).

• Pozorovánı́: Součet prvků z T je prvek z T.

• Definujeme α ⋅ A : L1 → L2 předpisem (α ⋅ A)(x) = α ⋅ A(x).

• Pozorovánı́: α-násobek prvku z T je prvek z T.

• Uvedené operace splňujı́ axiomy lineárnı́ho prostoru (dı́ky tomu,

že L2 je lineárnı́ prostor), takže:

• T je lineárnı́ prostor lineárnı́ch zobrazenı́.

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [7]

Lin. zobrazenı́ určeno hodnotami na bázi

Věta: Jsou-li známy hodnoty lineárnı́ho zobrazenı́ A : L1 → L2 na

konečné bázi B lin. prostoru L1, je tı́m zobrazenı́ A jednoznačně

určeno na celém L1.

Důkaz: A(α1

−→
b 1 + · · · + αn

−→
b n) = α1 A(

−→
b 1) + · · · + αn A(

−→
b n)

Zobrazenı́ souřadnic je lineárnı́, takže takto dodefinované zobra-

zenı́ A je lineárnı́. Na bázových vektorech má předepsané hodnoty.

Jednoznačnost: Kdyby existovalo dalšı́ lineárnı́ zobrazenı́ B se stej-

nými hodnotami na bázi B, pak A − B je lineárnı́ zobrazenı́ s nu-

lovými hodnotami na bázi a podle principu superpozice musı́ být

A − B nulové zobrazenı́ všude. Takže A = B.

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [8]

Přı́klad

Je dáno

A(1, 1, 2) = (1, 0, 1, 0), A(1, 2, 2) = (2, 0, 2, 0), A(2, 1, 5) = (1, 2, 2, 1).

Protože trojice vektorů (1, 1, 2), (1, 2, 2), (2, 1, 5) tvořı́ bázi v R3,

existuje jediné lineárnı́ zobrazenı́ s uvedenou vlastnostı́. Najdeme

vzorec pro A(x1, x2, x3):

(x1, x2, x3) = α (1, 1, 2) + β (1, 2, 2) + γ (2, 1, 5)

(x1, x2, x3) = (8x1 − x2 − 3x3) ⋅ (1, 1, 2) + (−3x1 + x2 + x3) ⋅ (1, 2, 2) +

+ (x3 − 2x1) ⋅ (2, 1, 5),

A(x1, x2, x3) = A((8x1 − x2 − 3x3) (1, 1, 2) + (−3x1 + x2 + x3) (1, 2, 2) +

+ (x3 − 2x1) (2, 1, 5)) =

= (8x1−x2−3x3) (1, 0, 1, 0) + (−3x1+x2+x3) (2, 0, 2, 0) +

+ (x3 − 2x1) (1, 2, 2, 1) =

= (x2, −4x1 + 2x3, −2x1 + x2 + x3, −2x1 + x3).
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Každé lin. zobrazenı́ A : Rn → Rm

má svou matici A ∈ Rm,n

Věta: Pro každé lineárnı́ zobrazenı́ A : Rn → Rm existuje jediná

matice A ∈ Rm,n, pro kterou je

A(x) = A ⋅ x

Důkaz: Necht’ A = (A(e1) A(e2) . . . A(en)). Zřejmě platı́ A(x) = A ⋅ x

pro x ∈ {e1, e2, . . . , en}.

Zobrazenı́ A i zobrazenı́ A ⋅ x jsou lineárnı́ zobrazenı́, která se

shodujı́ na bázi {e1, e2, . . . , en}. Takže se shodujı́ všude.

Důsledek: Vzorec pro hodnoty jakéhokoli lineárnı́ho zobrazenı́

z Rn do Rm má vždy tvar A ⋅ x.

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [10]

Od zobrazenı́ k matici

A : L1 → L2 ←→ A′ : Rn → Rm ←→ A ∈ Rm,n

Každému lineárnı́mu zobrazenı́ A : L1 → L2 lineárnı́ch prostorů

konečné dimenze přiřadı́me matici takto:

• V L1 zvolı́me uspořádanou bázi (B).

• V L2 zvolı́me uspořádanou bázi (C).

• Zobrazenı́ souřadnic L1 → Rn vzhledem k (B) označı́me C1.

• Zobrazenı́ souřadnic L2 → Rm vzhledem k (C) označı́me C2.

• Necht’ A′ = C2 ◦ A ◦ C−1
1 .

• Zobrazenı́ A′ je lineárnı́ a má svou matici A.

Matice A se nazývá matice zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m (B) a (C).

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [11]

Vlastnosti matice zobrazenı́

A je matice zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m (B) a (C) právě tehdy

když:

• A ⋅













souřadnice

vektoru
−→u

vzhledem

k (B)













=













souřadnice

vektoru

A(−→u )

vzhledem

k (C)













• (A(
−→
b 1) A(

−→
b 2) . . . A(

−→
b n)) = (−→c 1

−→c 2 . . . −→c m) ⋅ A.

• A obsahuje v i-tém sloupci souřadnice vektoru A(
−→
b i) vzhledem

k bázi (C)

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [12]

Přı́klad

Necht’ P3 jsou polynomy nejvýše třetı́ho stupně. Je dáno lineárnı́

zobrazenı́ A : P3 → P3, které derivuje polynomy. Najdeme jeho

matici vzhledem k uspořádaným bázı́m (1, x, x2, x3) a (1, x, x2, x3).

Matice má ve sloupcı́ch souřadnice obrazů bázových vektorů, tj.

A(1) = 0, A(x) = 1, A(x2) = 2x, A(x3) = 3x2

Souřadnice těchto obrazů vzhledem k bázi {1, x, x2, x3} napı́šeme

do sloupců matice:

A =









0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0









Zkuste „derivovat“ polynomy pomocı́ maticového násobenı́. . .
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Skládánı́ zobrazenı́ ←→ součin matic

Věta: Necht’ lineárnı́ zobrazenı́ A má matici A a lineárnı́ zobrazenı́

B á matici B (vzhledem k odpovı́dajı́cı́m bázı́m). Pak složené line-

árnı́ zobrazenı́ B ◦ A má matici B ⋅ A (vzhledem k odpovı́dajı́cı́m

bázı́m).

Poznámka: Je-li A : L1 → L2 a B : L2 → L3, pak „odpovı́dajı́cı́

báze“ jsou uspořádané báze (U) v L1, (V) v L2 a (W) v L3. V uvedené

větě se pak pracuje s maticı́ A vzhledem k (U), (V), s maticı́ B

vzhledem k (V), (W) a s maticı́ B ⋅ A vzhledem k (U), (W).

Důkaz věty se opı́rá o rovnost

B ⋅ A ⋅













souřadnice

vektoru
−→u

vzhledem

k (U)













= B ⋅













souřadnice

vektoru

A(−→u )

vzhledem

k (V)













=













souřadnice

vektoru

B(A(−→u ))

vzhledem

k (W)













.
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Přı́klad

Matice

A =









0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0









je matice derivace vzhledem k uspořádaným bázı́m (1, x, x2, x3) a

(1, x, x2, x3). Podle věty o složeném zobrazenı́ je A2 matice druhé

derivace a A3 matice třetı́ derivace.

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [15]

Zobrazenı́ A : L → L

Definice: Zobrazenı́ do stejné množiny se nazývá transformace.

Lineárnı́ zobrazenı́ do stejného lineárnı́ho prostoru se nazývá li-

neárnı́ transformace.

Matice transformace A : L → L vzhledem k bázi (B) je matice

lineárnı́ho zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m (B) a (B).

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [16]

Přı́klady

• A =





0 0 0

0 1 0

0 0 1



 je matice projekce.

• A =

(

cos α − sin α
sin α cos α

)

je matice rotace.

• A =

(

a 0

0 b

)

je (pro a 6= 0, b 6= 0) matice změny měřı́tka.

• Dalšı́ transformace vznikajı́ skládánı́m těchto elementárnı́ch

transformacı́, jejich matice jsou pak součinem těchto elemen-

tárnı́ch matic.
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Přı́klad

Necht’ osa o procházı́ počátkem a svı́rá s osou x úhel α . Najdeme

matici osové souměrnosti podle osy o..

Osová souměrnost vzniká jako složenı́ následujı́cı́ch zobrazenı́:

• otočenı́ o úhel −α ,

• zrcadlenı́, tj. změna měřı́tka s parametry 1, −1,

• otočenı́ zpět o úhel α .

Matici tohoto složeného zobrazenı́ spočı́táme jako součin matic

uvedených zobrazenı́ zapsaných „zprava doleva“:
(

cos α − sin α
sin α cos α

)

⋅
(

1 0

0 −1

)

⋅
(

cos(−α) − sin(−α)

sin(−α) cos(−α)

)

=

=

(

cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

)

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [18]

Nestandardnı́ báze, přı́klad

Najdeme matici zobrazenı́ A : R3 → R4, které je dané předpisem

A(x1, x2, x3) = (x2, −4x1 + 2x3, −2x1 + x2 + x3, −2x1 + x3),

vzhledem k bázı́m (B) = ((1, 1, 2), (1, 2, 2), (2, 1, 5)) a (S4)

Protože A(1, 1, 2) = (1, 0, 1, 0), A(1, 2, 2) = (2, 0, 2, 0), A(2, 1, 5) =

(1, 2, 2, 1), a protože složky těchto obrazů jsou rovny souřadnicı́m

vzhledem ke standardnı́ bázi (S4), stačı́ složky těchto obrazů na-

psat do sloupců hledané matice:

A =









1 2 1

0 0 2

1 2 2

0 0 1









Pokud bychom měli hledat matici zobrazenı́ A : L1 → L2 vzhledem

k nestandardnı́ bázi v L2, budeme mı́t vı́ce problémů. . .

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [19]

Hodnost matice je hodnost zobrazenı́

• Tuto skutečnost jsme zatı́m dokázali pro speciálnı́ zobrazenı́

tvaru A ⋅ x.

• Pro obecné lineárnı́ zobrazenı́ A : L1 → L2 také platı́

hod A = hod A,

protože hod A = hod A′, kde A′ = C2 ◦ A ◦ C−1
1 . Platı́:

hod A = dim A(L1) = dim A(〈
−→
b 1,
−→
b 2, . . . ,

−→
b n〉) =

= dim〈A(
−→
b 1), A(

−→
b 2), . . . , A(

−→
b n)〉 =

= dim〈C−1
2 ◦ A′ ◦C1(

−→
b 1), . . . , C−1

2 ◦ A′ ◦C1(
−→
b n)〉 =

= dim C−1
2 (〈A′(−→e 1), A′(−→e 2), . . . , A′(−→e n)〉) =

= dim〈A′(−→e 1), A′(−→e 2), . . . , A′(−→e n)〉 =

= dim A′(〈−→e 1,−→e 2, . . . ,−→e n〉) = dim A′(Rn) = hod A′

Uvedené rovnosti platı́, protože C1 a C2 jsou izomorfismy.

BI-LIN, matzob, 11, P. Olšák [20]

Transformace je prostá právě když

má regulárnı́ matici

Necht’ L má konečnou dimenzi, dim L = n.

Věta: Lineárnı́ transformace A : L → L je prostá právě když:

• je na

• má regulárnı́ matici

Důkaz: A je prostá právě když def A = 0.

Protože def A + hod A = dim L, je def A = 0 právě když hod A = n.

To platı́ právě když A(L) = L, tj. A je na L.

Uvedené vlastnosti jsou splněny právě když hod A = n, kde A je

matice zobrazenı́ A, tj. právě když A je regulárnı́.
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Prostor lineárnı́ch zobrazenı́ je izomrofnı́

s lineárnı́m prostorem matic

• Každému zobrazenı́ A : L1 → L2 (kde dim L1 = n, dim L2 = m) je

jednoznačně přiřazena matice A ∈ Rm,n vzhledem k bázı́m (B)

a (C).

• Toto přiřazenı́ je zobrazenı́ prosté a na.

• Toto přiřazenı́ je dokonce lineárnı́ zobrazenı́. Stačı́ ověřit, že sou-

čet dvou zobrazenı́ A a B s maticemi A a B (vzhledem ke zvole-

ným bázı́m) má matici A + B. Dále je třeba ověřit, že α násobek

lineárnı́ho zobrazenı́ má matici, která je rovna α násobku pů-

vodnı́ matice.

• Mám na mysli zobrazenı́ a pı́šu jeho matici. Mám na mysli matici

a vnı́mám ji jako zobrazenı́. Je to jedno.


