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Matice
linearnich
zobrazeni

e matice urcuje zobrazeni A(x) = Ax
e zobrazeni A : R* — R™ urcuje matici
¢ zobrazeni lin. prostort koneéné dimenze maji matici vzhledem

k vybranym bazim

a) matzob, 11, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsék 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/20010, g) *Z%. Viz p. d. 4/2010
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Pripomenuti

Zobrazeni A : L1 — Lo je linedrni, kdyz

e A(W +7y) =A(X) +A(Y),

e Alex- X)) =a-A(X).

Coz je ekvivalentni s principem superpozice:

e Ay X 1+ 4+, xXp) = QQAX D+ -+ a4, A(X ,,)



Je dana matice A € R™",
pak mame zobrazeni A : R* —» R™.

Skuteéné, zobrazeni A : R” —» R™ dané predpisem
AX)=A -x
je linearni.

Poznamka: vektory z R”, R™ nyni povazujeme za
sloupcové vektory.
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Priklad
Zobrazeni A : R* — R? je uréeno matici A € R34
1 3 2 2 il
A(xl,xg,xg,x4)= 3 1 0 2 2 =A -x=
5 7 4 6/ |
X4

= (xl + 33(,‘2 + 2.’)(53 + 2x4, 3.%‘1 + X9 + 2.’)64, 5.%‘1 + 7.’XI2 + 4x3 + 6x4)T

¢ jadro tohoto zobrazeni je nulovy prostor matice A.
¢ hodnost zobrazeni A je hodnost matice A

e véta defA + hod A = dim L; prechazi na vétu
dim M, + hod A = pocet proménnych.
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Hodnost zobrazeni je hodnost matice

Véta: Necht A € R™", Hodnost linearniho zobrazeni A : R® — R™,
které je dano predpisem A(x) = A - x, je rovna hodnosti matice A,
tedy:

hodA = hod A

Dikaz: hodnost zobrazeni je dimenze obalu obrazt bazovych vek-
tor1, coz je dimenze obalu sloupct matice, coz je hodnost matice.
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Linearni prostor linearnich zobrazeni

e Vsechna linearni zobrazeni A : L7 — Lo oznac¢im T.

e Symboly A a B na této strance jsou prvky z T.

¢ Definujeme A + B : L1 — Lo predpisem (A + B)(x) = A(x) + B(x).
e Pozorovani: Soucet prvki z T je prvek z T'.

¢ Definujeme o - A : L1 — Lo predpisem (o - A)(x) = o - A(x).

e Pozorovani: a-nasobek prvku z T je prvek z T

e Uvedené operace spliuji axiomy linearniho prostoru (diky tomu,
ze Lo je linearni prostor), takze:

¢ T je linearni prostor linearnich zobrazeni.
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Lin. zobrazeni urceno hodnotami na bazi

Véta: Jsou-li znamy hodnoty linearniho zobrazeni A : L1 — Lo na
konecné bazi B lin. prostoru L1, je tim zobrazeni A jednoznacéné
urceno na celém L.

— — — —
Dukaz: A(Otlb1+---+06nbn) = OClA(bl)+---+OCnA(bn)
Zobrazeni souradnic je linearni, takze takto dodefinované zobra-
zeni A je linearni. Na bazovych vektorech ma predepsané hodnoty.

Jednoznacnost: Kdyby existovalo dalsilinearni zobrazeni B se stej-
nymi hodnotami na bazi B, pak A — B je linearni zobrazeni s nu-
lovymi hodnotami na bazi a podle principu superpozice musi byt
A — B nulové zobrazeni v§ude. Takze A = B.
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Priklad

Je dano
A1,1,2)=(1,0,1,0), A(1,2,2)=(2,0,2,0), A(2,1,5)=(1,2,2,1).

ProtoZe trojice vektoru (1,1,2), (1,2,2), (2,1,5) tvori bazi v R3,
existuje jediné linearni zobrazeni s uvedenou vlastnosti. Najdeme

vzorec pro A(xy,x9,x3):
(x1,x9,x3) = (1,1,2)+ B(1,2,2)+v(2,1,5)
(x1,%9,x3) = (8x1 —x9—3x3) - (1,1,2) + (—3x1 +x9 +x3) - (1,2,2) +
+ (x3—2x1) - (2, 1,5),
A(xl,.’)Cz,x;g) = A((le — X9 — 3x3) (1, 1, 2) + (—3x1 + X9 + .’)C3) (1, 2, 2) +
+ (x3—2x1)(2,1,5)) =
= (8x1—x9—3x3)(1,0,1,0) + (-3x1+x2+x3)(2,0,2,0) +
+(x3—2x1)(1,2,2,1) =
= (x9, —4x1 + 2x3, —2x1 + X9 + x3, —2x1 + x3).
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Kazdé lin. zobrazeni A : R* - R™
ma svou matici A € R™"

Véta: Pro kazdé linearni zobrazeni A : R* —» R™ existuje jedina
matice A € R™", pro kterou je

AX)=A-x

Duikaz: Necht A = (A(e1) A(es) ... A(e,)). Ziejmeé plati A(x) = A-x
prox € {eq,eq,...,€,}.

Zobrazeni A i zobrazeni A - x jsou linearni zobrazeni, ktera se
shoduji na bazi {e, eq,...,e,}. TakZe se shoduji vSude.

Dusledek: Vzorec pro hodnoty jakéhokoli linearniho zobrazeni
z R" do R™ ma vzdy tvar A - x.
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Od zobrazeni k matici

A:Li—>Ly «— A :RR-DR" «—— Aec R™
Kazdému linearnimu zobrazeni A : L; — Lo linearnich prostort
konec¢né dimenze priradime matici takto:

e V L zvolime usporadanou bazi (B).

e V Ly zvolime usporadanou bazi (C).

e 7Zobrazeni souradnic L; — R” vzhledem k (B) oznac¢ime C;.

e Zobrazeni souradnic L, — R™ vzhledem k (C) oznac¢ime Cs,.

e NechtA'=Cg0A 0 Cyl.

e Zobrazeni A’ je linearni a ma svou matici A.

Matice A se nazyva matice zobrazeni A vzhledem k bdazim (B) a (C).
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Vlastnosti matice zobrazeni

A je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C) pravé tehdy
kdyz:

/ souf“adnice\ / souradnice

vektoru vektoru
o A w = A(W)
vzhledem vzhledem

kB /) \ k© /
o UMDY ADy ... AB))=(C1 T ... Tn)-A.

¢ A obsahuje v i-tém sloupci souradnice vektoru A(?i) vzhledem
k bazi (C)
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Priklad

Necht P3 jsou polynomy nejvyse tretiho stupné. Je dano linearni
zobrazeni A : P3 — Pj3, které derivuje polynomy. Najdeme jeho
matici vzhledem k usporadanym bazim (1, x,x2,x3) a (1, x, x2, x3).

Matice ma ve sloupcich souradnice obrazi bazovych vektora, t;j.
A1) =0, Ax)=1, AR? =2x, A3 =3x?

Soutadnice téchto obrazt vzhledem k bazi {1,x,x2,x3} napiSeme
do sloupcti matice:

0 1 0O

0 0 2 O
A =

0O 0 0 3

0O 0 0O

Zkuste ,derivovat® polynomy pomoci maticového nasobeni. ..
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Skladani zobrazeni ««—— soucin matic

Véta: Necht linearni zobrazeni A ma matici A a linearni zobrazeni
B a matici B (vzhledem k odpovidajicim bazim). Pak slozené line-
arni zobrazeni B o A ma matici B - A (vzhledem k odpovidajicim
bazim).

Poznamka: Je-liA : Ly > Ly a B : Ly — Lg, pak ,odpovidajici
baze®jsou usporadané baze (U) vL1,(V)vLga(W)vLs. Vuvedené
vété se pak pracuje s matici A vzhledem k (U), (V), s matici B
vzhledem k (V), (W) a s matici B - A vzhledem k (U), (W).

Dtkaz véty se opira o rovnost

( souradnice \ ( souradnice \ souradnice \
vektoru vektoru vektoru
B A u = B A(W) = BA(W))
vzhledem vzhledem vzhledem

K k (U) ) K k (V) ) k (W) )
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Priklad
Matice
O 1 0 O
O 0 2 O
A =
0O 0 0 3
O 0 0O

je matice derivace vzhledem k uspoirdadanym bazim (1,x,x2,x3) a
(1,x,x2,x3). Podle véty o sloZzeném zobrazeni je A% matice druhé
derivace a A3 matice tieti derivace.
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Zobrazeni A :L — L

Definice: Zobrazeni do stejné mnoziny se nazyva transformace.
Linearni zobrazeni do stejného linearniho prostoru se nazyva [li-
nedrni transformace.

Matice transformace A : L — L vzhledem k bdzi (B) je matice
linearniho zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (B).
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Piiklady
0O 0O

e A=| 0 1 0 | jematice projekce.
0 0 1

cos —sina \ . .
e A= ", je matice rotace.
sin o cos

o A= (g 2) je (pro a # 0, b # 0) matice zmény méritka.

e Dalsi transformace vznikaji skladanim téchto elementarnich
transformaci, jejich matice jsou pak souéinem téchto elemen-
tarnich matic.
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Priklad

Necht osa o prochazi po¢atkem a svira s osou x uhel a. Najdeme
matici osové soumérnosti podle osy o..

Osova soumérnost vznika jako sloZzeni nasledujicich zobrazeni:

e otoCeni o uhel —q,

e zrcadleni, tj. zména méritka s parametry 1, —1,

e otoceni zpét o thel «.

Matici tohoto slozeného zobrazeni spoéitame jako souéin matic
uvedenych zobrazeni zapsanych ,zprava doleva“:

cosa —-sino) (1 0\ [cos(-a) -sin(-a)) _
sin o cos O 0 -1 sin(—o) cos(—at) )
_[(cos2a  sin2a
sin20 —cos2a
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Nestandardni baze, priklad

Najdeme matici zobrazeni A : R? — R*, které je dané predpisem
A(xl,xz,x3) = (xg, —4x1 + 2x3, —2x1 + X2 + X3, —2x1 +x3),
vzhledem k bazim (B) =((1,1,2),(1,2,2),(2,1,5)) a (Sy4)

Protoze A(1,1,2) = (1,0,1,0), A(1,2,2) = (2,0,2,0), A(2,1,5) =
(1,2,2,1), a protoze slozky téchto obrazl jsou rovny souradnicim
vzhledem ke standardni bazi (S4), staéi slozky téchto obrazua na-
psat do sloupcti hledané matice:

1 2 1
A=002
1 2 2
0 0 1

Pokud bychom meéli hledat matici zobrazeni A : L1 — Lo vzhledem
k nestandardni bazi v Ly, budeme mit vice probléman...
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Hodnost matice je hodnost zobrazeni

e Tuto skutecnost jsme zatim dokazali pro specialni zobrazeni
tvaru A - x.

¢ Pro obecné linearni zobrazeni A : L1 — Lo také plati
hodA =hod A,
protoZze hodA = hodA’, kde A’ = C2 0 A o C1. Plati:

hodA = dimA(L,) = dimA(D 1, bg,..., b)) =
= dim(A(D ),A(D y),...,A(D ) =
= dim(C5 0 A’ 0 C1(B 1), ..., C5t oA 0 C1(D ) =
= dim C;'((A'(€'1),A'(€9),...,A(€ L)) =
= dim(A'(e'1),A'(€y),...,A(e,)) =
= dimA'(€1, €g,..., €n) = dimA'(R") = hod A’

Uvedené rovnosti plati, protoze C; a Cy jsou izomorfismy.
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Transformace je prosta prave kdyz
ma regularni matici

Necht L ma kone¢nou dimenzi, dim L = n.

Véta: Linearni transformace A : L — L je prosta praveé kdyz:
® je na

e ma regularni matici

Dikaz: A je prosta pravé kdyz def A = 0.

Protoze def A + hodA = dim L, je def A = 0 pravé kdyz hod A = n.
To plati pravé kdyz A(L) =L, tj. A jena L.

Uvedené vlastnosti jsou splnény pravé kdyz hod A = n, kde A je
matice zobrazeni A, tj. pravé kdyz A je regularni.
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Prostor linearnich zobrazeni je izomrofni
s linearnim prostorem matic

e Kazdému zobrazeni A : L1 — Lo (kde dimL; = n, dimLs = m) je
jednoznaéné prirazena matice A € R™" vzhledem k bazim (B)
a (C).

e Toto prirazeni je zobrazeni prosté a na.

e Toto prifrazeni je dokonce linearni zobrazeni. Staéi ovérit, Ze sou-
¢et dvou zobrazeni A a B s maticemi A a B (vzhledem ke zvole-
nym bazim) ma matici A + B. Dale je treba ovérit, ze o nasobek
linearniho zobrazeni ma matici, ktera je rovna a nasobku pii-
vodni matice.

e Mam na mysli zobrazeni a piSu jeho matici. Mam na mysli matici
a vnimam ji jako zobrazeni. Je to jedno.



