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Matice

¢ mezi sebou sé¢itdme a nasobime konstantou (linearni prostor)
¢ ménime je na jiné matice eliminaéni metodou

* nasobime je mezi sebou

a) matice, 6, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsék 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010
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Séitani matic, nasobeni matic konstantou

Mezi sebou s¢itdme jen matice stejného typu. Soucet ma stejny typ.
Nasobek kontantou a ma také stejny typ jako ptvodni matice.

a1,1+b1,1, a1,2+b1,2, ey Q1p +b1,n
A+B= as1 + b2,1, agzg + bz,z, . , Qon+ bZ,n ,
Am,1 + bm,l, Am 2 + bm!2, . s Amon + bm,n
aar;, 0O0aiz, ..., Qai,
oA = aagzi, 0Oazg, . , Qagz,
ACmi, AQpm2, vy OQmp

Mnozina matic R™" s timto + a [Xvori linearni prostor.

Cviéeni: Najdéte bazi a dimenzi linearniho prostoru matic R32.
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Zakladni pojmy

Matice je tabulka ¢isel s kone¢nym poétem radku a sloupct.

Mnozina R™" je mnoZina matic s redlnymi ¢isly s m fadky a n

sloupci. Takovym maticim téz fikame matice typu (m,n).

Na jednotlivé fadky v matici typu (m,n) muZeme pohliZet jako
na vektory z R” a na jednotlivé sloupce muzeme pohliZet jako na
vektory z R™.

Cislo na i-tém Fadku a j-tém sloupci matice se nazyva (i, )-ty prvek
matice a pouzivaji se pro néj indexy: a;; (v tomto poradi).

Matice budeme znacit velkym tuénym pismenem (A, B, atd.).
Nulovd matice obsahuje samé nuly.

Ctvercovd matice je matice typu (n, n).
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Modifikace matic eliminaéni metodou

Vznikne-li matice B z matice A koneénym poétem radkovych tprav
eliminaéni metody, piSeme A [0B. Jsou to (obecné) riizné matice.

Pozorovani: Je-li A 0B pak také B [0 A. Jinymi slovy: kazda
zména eliminaéni metodou je vratna.

Staéi si uvédomit, jak pracuji ti¥i zakladni operace v GEM: pro-
hozeni ¥idkd, pronasobeni fadku nenulovou konstantou a pi¥iéteni
nasobku rddku k jinému.
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Eliminace zachovava obal radku

Véta: Gaussova eliminaéni emtoca zachovava linearni obal Fadku
matice.

Jinymi slovy: je-li A 0B, pak linearni obal fadkt matice A je roven
linedrnimu obalu Fadkd matice B.

Dukaz: Prehozeni Fadku: lin. obal se nezméni, to je ziejmé. Dalsi
dva typy opearci v GEM pridavaji k fadktim linearni kombinaci
(tim nezméni linedrni obal) a odeberou jeden vektor (lin. obal se
muze zmens§it). On se ale nezmensi, protoZe eliminace je vratna.

BL-LIN, matice, 6, P. Olsak  [7]

Poznamky k hodnosti

¢ Souvislost mezi hodnosti matice a hodnosti linearniho zobrazeni
ukazeme pozdéji.

¢ Metoda poéitani hodnosti je metodou pocitani dimenze linear-
niho obalu.

¢ Pozor: Hodnost nelze definovat pomoci uvedené metody protoze
eliminaéni metoda neni jednoznaény proces, tj. nemame zaruku
stejného poctu nenulovych Fadkt po provedeni eliminace.

¢ Pozor na alternativni definici: hodnost jako maximalni pocet
linearné nezavislych fadku. Je tfeba si uvédomit, co to znamena.

Hodnost je pfirozené ¢islo, které nemusi byt jednoznaéné stano-
veno pro ,nepiesné matice“ a ,nepiesné vypoéty“ (tzv. numericky
nestabilni matice).
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Hodnost matice

Definice: Hodnost matice A je dimenze linearniho obalu radka
matice A. Znaé¢ime hod A, anglicky ,,rank of matrix A

Pozorovani: Gaussova eliminaéni metoda neméni hodnost ma-
tice, tedy je-li A OB, pak hod A = hod B.

Metoda poéitani hodnosti: Mame-li spocitat hod A, eliminu-
jeme A na matici B schodového tvaru. Pocet nenulovych radka
této matice je hod B a tedy i hod A.

Proc¢? Neulové radky v matici B tvoii bazi svého linearniho obalu.
Jsou totiz linearné nezavislé.
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GEM zachovava linearni nezavislost radku

Véta: Je-li A 0B pak A obsahuje linearné nezavislé fadky pravé
tehdy kdyz B obsahuje lin. nezavislé radky.

Dukaz: Ma-li A lin. nezavislé Fadky, pak tvori bazi svého lin. obalu,
takze hod A je rovna poétu radkt matice A. Je také rovna hodnosti
matice B (kterda ma stejny pocet radku jako matice A), takze B
musi mit lin. nezavislé Fadky.

Metoda ovéreni zavislosti: ZapiSeme zkoumané vektory do ¥ad-
kt matice A a prevedeme na schodovity tvar B. Zkoumané vektory
jsou lin. zavislé pravé tehdy kdyz B obsahuje nulovy radek.
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Metody tykajici se linearnich obala

e VO, We,..., U,Opravé kdyz

dim@7 1, W, ..., W,0= dim@'y, Wo, ..., Wy, UL
Metoda: Vektor ¥ leZi v linearnim obalu vektort @i, Wo, ..., Wx,
kdy% hodnost matice obsahujici v ¥adcich vektory @y, Wo,..., Wn

je stejnd jako hodnost matice, ve které je navic pridan fadek v'.
* Eﬁl, 72, ey ?,ﬁ]: [5)1, 72, ey 7nDprévé kdyi
diml:ﬁl, 72, ey 7nD= dim[Fl, ?2, . 7nD=

b
. — - = —
=dim 1, @Wo,..., Un, V1, Vay..., Unl

Metoda: Ovétime rovnost hodnosti prislusnych matic.
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Hodnost transponované matice

Definice: Transponovand matice k matici A (zna¢ime AT) je ma-
tice, ve které jsou radky ptivodni matice A zapsany do sloupct.

Pozorovani: Plati (AT)T = A.

Véta: hod A = hod A7, jinymi slovy: dimenze linedrniho obalu
Fadku matice je rovna dimenzi linearniho obalu sloupcti matice.

Dukaz: Je-li hod A = &, pak A ma & linearné nezavislych radku.
Jejich nezavislost 1ze ovérit z definice nezavislosti, coz vede na
soustavu s matici AT (aZ na vynechani nékterych sloupct). Aby
soustava méla jen nulové FeSeni, musi mit linedrné nezavislé rov-
nice. TakZe (po doplnéni vynechanych sloupctt) musi A7 mit asponi
k linearné nezavislych #adkd, tedy hod A < hod AT. Rovnost pak
plyne z vyse uvedeného pozorovani.



