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Matice
• mezi sebou sčı́táme a násobı́me konstantou (lineárnı́ prostor)

• měnı́me je na jiné matice eliminačnı́ metodou

• násobı́me je mezi sebou

• . . .
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Základnı́ pojmy

Matice je tabulka čı́sel s konečným počtem řádků a sloupců.

Množina Rm,n je množina matic s reálnými čı́sly s m řádky a n
sloupci. Takovým maticı́m též řı́káme matice typu (m, n).

Na jednotlivé řádky v matici typu (m, n) můžeme pohlı́žet jako
na vektory z Rn a na jednotlivé sloupce můžeme pohlı́žet jako na
vektory z Rm.

Čı́slo na i-tém řádku a j-tém sloupci matice se nazývá (i, j)-tý prvek
matice a použı́vajı́ se pro něj indexy: ai,j (v tomto pořadı́).

Matice budeme značit velkým tučným pı́smenem (A, B, atd.).

Nulová matice obsahuje samé nuly.

Čtvercová matice je matice typu (n, n).
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Sčı́tánı́ matic, násobenı́ matic konstantou

Mezi sebou sčı́táme jen matice stejného typu. Součet má stejný typ.
Násobek kontantou α má také stejný typ jako původnı́ matice.

A + B =


a1,1 + b1,1, a1,2 + b1,2, . . . , a1,n + b1,n
a2,1 + b2,1, a2,2 + b2,2, . . . , a2,n + b2,n

...
am,1 + bm,1, am,2 + bm,2, . . . , am,n + bm,n

 ,

α ⋅ A =

 α a1,1, α a1,2, . . . , α a1,n
α a2,1, α a2,2, . . . , α a2,n

...
α am,1, α am,2, . . . , α am,n

 .

Množina matic Rm,n s tı́mto + a ⋅ tvořı́ lineárnı́ prostor.

Cvičenı́: Najděte bázi a dimenzi lineárnı́ho prostoru matic R3,2.
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Modifikace matic eliminačnı́ metodou

Vznikne-li matice B z matice A konečným počtem řádkových úprav
eliminačnı́ metody, pı́šeme A ∼ B. Jsou to (obecně) různé matice.

Pozorovánı́: Je-li A ∼ B pak také B ∼ A. Jinými slovy: každá
změna eliminačnı́ metodou je vratná.

Stačı́ si uvědomit, jak pracujı́ tři základnı́ operace v GEM: pro-
hozenı́ řı́dků, pronásobenı́ řádku nenulovou konstantou a přičtenı́
násobku řádku k jinému.
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Eliminace zachovává obal řádků

Věta: Gaussova eliminačnı́ metoda zachovává lineárnı́ obal řádků
matice.

Jinými slovy: je-li A ∼ B, pak lineárnı́ obal řádků matice A je roven
lineárnı́mu obalu řádků matice B.

Důkaz: Přehozenı́ řádků: lin. obal se nezměnı́, to je zřejmé. Dalšı́
dva typy opearci v GEM přidávajı́ k řádkům lineárnı́ kombinaci
(tı́m nezměnı́ lineárnı́ obal) a odeberou jeden vektor (lin. obal se
může zmenšit). On se ale nezmenšı́, protože eliminace je vratná.
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Hodnost matice

Definice: Hodnost matice A je dimenze lineárnı́ho obalu řádků
matice A. Značı́me hod A, anglicky „rank of matrix A“.

Pozorovánı́: Gaussova eliminačnı́ metoda neměnı́ hodnost ma-
tice, tedy je-li A ∼ B, pak hod A = hod B.

Metoda počı́tánı́ hodnosti: Máme-li spočı́tat hod A, eliminu-
jeme A na matici B schodového tvaru. Počet nenulových řádků
této matice je hod B a tedy i hod A.

Proč? Neulové řádky v matici B tvořı́ bázi svého lineárnı́ho obalu.
Jsou totiž lineárně nezávislé.
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Poznámky k hodnosti

• Souvislost mezi hodnostı́ matice a hodnosti lineárnı́ho zobrazenı́
ukážeme později.

• Metoda počı́tánı́ hodnosti je metodou počı́tánı́ dimenze lineár-
nı́ho obalu.

• Pozor: Hodnost nelze definovat pomocı́ uvedené metody protože
eliminačnı́ metoda nenı́ jednoznačný proces, tj. nemáme záruku
stejného počtu nenulových řádků po provedenı́ eliminace.

• Pozor na alternativnı́ definici: hodnost jako maximálnı́ počet
lineárně nezávislých řádků. Je třeba si uvědomit, co to znamená.

• Hodnost je přirozené čı́slo, které nemusı́ být jednoznačně stano-
veno pro „nepřesné matice“ a „nepřesné výpočty“ (tzv. numericky
nestabilnı́ matice).
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GEM zachovává lineárnı́ nezávislost řádků

Věta: Je-li A ∼ B pak A obsahuje lineárně nezávislé řádky právě
tehdy když B obsahuje lin. nezávislé řádky.

Důkaz: Má-li A lin. nezávislé řádky, pak tvořı́ bázi svého lin. obalu,
takže hod A je rovna počtu řádků matice A. Je také rovna hodnosti
matice B (která má stejný počet řádků jako matice A), takže B
musı́ mı́t lin. nezávislé řádky.

Metoda ověřenı́ závislosti: Zapı́šeme zkoumané vektory do řád-
ků matice A a převedeme na schodovitý tvar B. Zkoumané vektory
jsou lin. závislé právě tehdy když B obsahuje nulový řádek.
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Metody týkajı́cı́ se lineárnı́ch obalů

•
−→v ∈ 〈

−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n〉 právě když

dim〈
−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n〉 = dim〈

−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n,−→v 〉.

Metoda: Vektor−→v ležı́ v lineárnı́m obalu vektorů−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n,
když hodnost matice obsahujı́cı́ v řádcı́ch vektory −→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n

je stejná jako hodnost matice, ve které je navı́c přidán řádek −→v .

• 〈
−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n〉 = 〈

−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n〉 právě když

dim〈
−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n〉 = dim〈

−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n〉 =
= dim〈

−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n,−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n〉

Metoda: Ověřı́me rovnost hodnostı́ přı́slušných matic.
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Hodnost transponované matice

Definice: Transponovaná matice k matici A (značı́me AT) je ma-
tice, ve které jsou řádky původnı́ matice A zapsány do sloupců.

Pozorovánı́: Platı́ (AT)T = A.

Věta: hod A = hod AT, jinými slovy: dimenze lineárnı́ho obalu
řádků matice je rovna dimenzi lineárnı́ho obalu sloupců matice.

Důkaz: Je-li hod A = k, pak A má k lineárně nezávislých řádků.
Jejich nezávislost lze ověřit z definice nezávislosti, což vede na
soustavu s maticı́ AT (až na vynechánı́ některých sloupců). Aby
soustava měla jen nulové řešenı́, musı́ mı́t lineárně nezávislé rov-
nice. Takže (po doplněnı́ vynechaných sloupců) musı́ AT mı́t aspoň
k lineárně nezávislých řádků, tedy hod A ≤ hod AT. Rovnost pak
plyne z výše uvedeného pozorovánı́.


