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LU rozklad

« A=L[U
¢ nékdy je tieba prohodit sloupce/radky

a) lurozklad, 8, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsdk 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010
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Na co LU rozklad

Necht A je regularni étvercova matice. Piedpoklddejme, Ze se po-
daii najit dolni trojihelnikova matice L a horni trojuhelnikova
matice U tak, ze A = L [IU. Mame za tkol fesit soustavu

Ax=b

Nahradime v soustavé matici A soué¢inem LU a ozna¢ime UX = z.
Dostavame:

LUx=b pravekdyz LlZz=b, Ulk=z.

Nejprve vyiesime soustavu L [Z = b dopiednou substituci a potom
dosadime z do pravé strany soustavy U [k = z, kterou reSime
zpétnou substituci.
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Terminologie

Definice: Ctvercova matice je horni trojihelnikovd, pokud ma
nenulové prvky soustfedény jen v hornim trojahelniku, jinymi
slovy, pokud ma pod diagonélou jen nulové prvky.

Ctvercova matice se nazyvé dolni trojihelnikovd, pokud méa nenu-
lové prvky sousttedény v dolnim trojihelniku, jinymi slovy, pokud
ma nad diagonalou jen nulové prvky.

Pozorovani: Ctvercovou matici lze piimym chodem eliminaéni
metody prevést na horni trojuhelnikovou matici. Schodovita étver-
cova matice je totiz horni trojuhelnikova.
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Algoritmus LU rozkladu

Na matici A provadime jen jeden typ eliminaéni dpravy: pfi¢teni
a-nasobku néjakého ¥adku k jinému, ktery je napsan pod nim.
Tuto upravu lze ,emulovat® nasobenim zleva matici L;, ktera je
jisté dolni trojuhelnikova.
ATA; =LA T0A; =Ly(L;A) O
OA3 = Lg(Lo(L;A)) O--- OU = (L, - - - LgLoLy)A

Soucin dolnich trojuhelnikovych matic s jednickami na diagonédle
je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagonale. Inverze

dolni trojihelnikové matice s jednickami na diagonale je dolni
trojuhelnikova matice s jednickami na diagondle. Takze:

LA=T0, A=L)U=LU.
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Priklad
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4 2
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)DA:LZELlle
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Jiny priklad

1 2 3 1 2 3
A=(2 4 1)0(0 0 -5
4 2 0 0 -6 -12

Nelze pokracovat v eliminaci bez prohozeni radku. ..
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Jak vznika matice L

Plati L = (I - - - LgLoLy) ™ = Lingngl e L,;l. Je:

10 ... 0 ...0
01 .. 0 ...0
1|00 1o
00 ... -a ... 0
00 .. 0 ..1

kde a; je koeficient eliminaéniho kroku. Celkovy souéin matic
LIILéngl - ~L,;1 (v uvedeném poradi) obsahuje pod diagonalou
na odpovidajicich mistech opa¢né hodnoty koeficientiu vsech eli-
minaénich krokd, které byly v eliminaci provedeny.
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Problém

Prestoze A je regularni, muze se stat, ze béhem eliminace se objevi
nulovy diagonalni prvek. Klasicka eliminace pak dovoluje prohodit
radky. To je ale emulovano nasobenim zleva permutaéni matici
P;, ktera neni dolni trojihelnikova. Vysledny soucin emulaénich
matic pak neni dolni trojihelnikova matice.

Je tedy tfeba prohodit fadky matice A tak, aby nova matice A’
tento problém neméla a dala se rozloZit na LIU. Necht P’ je vhodna
permutaéni matice. Pak P’ (A prohazuje radky. Piedpoklddejme:

A'=PA=L[IU.

Oznaéme (P')! = P. To je také permutaéni matice. Plati totiz
(P)! = @P)T. S timto oznatenim dostavame rozklad:

A=PILIU
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Otazka

Necht A je reguléarni.

Puajde vzdy najit takové prohozeni radkt matice A, aby pak eli-
minace s jedinym povolenym typem operace (pfi¢teni a-nasobku
radku k radku pod nim) dovedla prevést matici na horni trojihel-
nikovou?

Odpovéd* Ano.

Zdtvodnéni: pokud narazime pii eliminaci na potifebu prohodit
radky, prohodime je ve vychozi matici A a eliminujeme znovu od
zacatku. Tuto metodu ,,pokus-omyl“ opakujeme tak dlouho, az se
povede matici A s prohozenymi fddky eliminovat na U.
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Shrnuti

Véta: Ke kazdé regularni matici A existuji matice:

« P ... permutacni matice,

¢ L ... dolni trojahelnikova matice s jedni¢kami na diagonéle,
e U... horni trojuhelnikova matice,

tak, ze A = P (1L [(1U.

Poznamka: pii vyskytu nulového prvku na diagonédle lze také
misto Fadkl prohodit sloupce. Pak se permutacni matice P;; ,ne-
michaji“ s maticemi L;, nebot nasobi matici A zprava. Dostavame
pak vzorec: A = L (U [P.
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Prakticky vypocéet LU rozkladu

se samozi-ejmé nedéla metodou pokus-omyl. Koeficienty eliminac-
nich kroki nasobime -1 a ukladdme postupné do matice L, ktera je
na pocatku eliminace jednotkova. Pti potiebé prohodit fadky pro-
hodime také tadky v matici L, ale necelé: pii prohazovani k-tého
fadku s (k& + j)-tym v eliminované matici prohodime v matici L
tytéz radky, ale jen po sloupec & — 1.

Dalsi vylepsené numerické metody LU rozkladu maji stejnou slo-
zitost jako algoritmus pro maticové nasobeni.



