Symetrické a kvadratické formy

Aplikace: klasifikace kvadrik(R?) a kvadratickych ploch(R3), optimalizace(MPI)
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V celé pfednasce uvazujeme Ciselné téleso R, ackoliv celou latku ke
kvadratickym formam Ize vylozit nad obecnym télesem (obvykle C).
Dale vektor x € R" uvazujeme sloupcovy a nad vektor nepiSeme Sipku.

Definice: Zobrazeni Q : R" — R nazveme kvadratické forma na R”, existuje-li
A eR™ A=AT takova, ze

(Vx € R")(Q(x) = xT Ax).
Dale zobrazeni h: R” x R” — R definované pro Vx, y € R" pfedpisem
h(x,y) = xTAy
nazveme symetrickou formou kvadratické formy Q.

e Je-li Aj = g, potom
n n

Q(X) = Z Z ajiXiX;.

i=1 j=1

e MuUzeme se setkat s riznymi zplisoby zapisu skalarniho soucéinu:

xTAy = x - Ay = (x,Ay).
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Priklad 1: Zobrazeni Q zadané predpisem
Q(X) = X2 +2X5 + 4x2 — 2X1Xo + 4X1 X3 — 2XoX3

je kvadraticka forma na R® s matici

1 -1 2
A=[-1 2 -1
2 -1 4

Pfislusna symetricka forma ma tvar

h(X,¥) = X1y1 + 2Xoys + 4X3Y3 — X1 Y2 — Xo¥1 + 2X1Y3 + 2X3)1 — Xo)/3 — X3)o.

BI-LIN (Symetrické a kvadratické formy)

3/20



Pozorovani:
e Symetricka forma h je linearni v obou argumentech.
e Plati-li navic (vx € R")(x # 0)(h(x, x) > 0) (pozitivni definitnost) je h
skalarni soucin na R".

Véta: Bud' Q kvadratickd forma na R" a h pfislusna symetricka forma. Potom
pro Vx,y € R" aVa € R plati

1. h(x,y) = h(y, x),

2. Q(ax) = a?Q(x),

3. Q(x+y)=Q(x)+ Qy) + 2h(x,y),

4. Q(x+y)+ Q(x — y) =2Q(x) +2Q(y), (rovnobéZznikové rovnost),

5. h(x,y) = 2(Q(x +y) — Q(x — ¥)), (polarizacni identita).
Dukaz: tabule
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e Ve vzorci Q(x) = x" Ax vystupuiji soufadnice vektoru x ve standardni
bazi R".
e Bud P € R™" matice pfechodu od standardni baze R" k bazi jiné. Vime,
Ze pro “nové” souradnice x’ € R” plati vztah
x =Px’.

o Matice kvadratické formy se pfechodem k jinym soufadnicim zméni!
Mame totiz

Q(x) = x"Ax = (Px')TAPX = X' TPTAPX'.
e Na pravé strané je kvadraticka forma v novych soufadnicich s matici
PTAP

(je tato matice symetricka?).
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¢ V dal§im vykladu se budeme snazit najit takovou trasformaci souradnic
(matici P), aby matice kvadratické formy v novych soufadnicich byla
diagonalni.

e Tedy hledame matici pfechodu P takovou, ze

D=PTAP

je diagonalni matice.
e Kvadraticka forma Q ma potom v novych soufadnicich tzv. kanonicky
tvar,

QA =3 di(x)
i=1

o Bazi, k niz pfrechazime pomoci P a ktera pfevadi Q na kanonicky tvar,
nazveme polarni bazi kvadratické formy Q.

e Z kvadratické formy, ktera bude v kanonickém tvaru, mizeme ihned
vyCist fadu jejich vlastnosti (ukazeme pozdéji).
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Pfipomenme vétu z kapitoly o vlastnich Cislech matice:

Véta: Bud A € R™", A = AT, potom exituje ortogonalni matice P a redlna
diagonalni matice D tak, ze
PTAP = D.

e Matice P obsahuje ve sloupcich vlastni vektory A, které tvori
ortonormalni bazi R". Matice D ma na diagonale vlastni Cisla A.

e Bude-li navic matice P realna, dostaneme transformaci soutradnic
prevadgjici Q(x) = x” Ax do kanonického tvaru.

e Metoda prevedeni kvadratické formy do kanonického tvaru zaloZena na
této véteé je pocetné znacné naro¢na. Vyzaduje nalezeni viastnich &isel a
vlastnich vektortl matice A a to neni explicitné mozné provést pro
obecnou dimenzi n.

o Ukazeme jednodussi metody zalozené pouze na elementarnich
maticovych operacich, i algebraickych manipulacich s kvadratickou
formou.
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Metoda 1:

« Radkovymi Gpravami GEM prevedeme A na horni trojihelnikovity tvar.
Dostaneme tedy P € R™" regularni tak, Zze PA je horni trojuhlenikova.

o Jelikoz je A symetricka, stejné upravy aplikované na jeji sloupce ji
prevedou na dolni trojuhelnikovou matici, tedy AP’ je dolni
trojuhlenikova.

» Matice PAP je diagonalni!
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Metoda 1 - pokrac.:
Schématicky postup vypoctu:

(EIA[E) ~ - -- ~ (P[D[PT),

e stfidavé fadkové a sloupcové Upravy,
o fadkové pouze s matici vlevo,
e sloupcové pouze s matici vpravo.

Po dokonceni vypoCtu jsou matice nalevo a napravo vzajemné
transponované. Je tedy nadbyteCné provadét a zapisovat operace s obéma
jednotkovymi maticemi.

Staéi rozsifit A zprava jednotkovou matici a do ni “zaznamename” pouze
radkové Upravy. Sloupcové Upravy provadime pouze s A. Pak

(A[E) ~ --- ~ (D[P)

a matice P7 je matice pfechodu k nové bazi. Vektory polarni baze kvadratické
formy Qs matici A potom tvofi fadky matice P.
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Priklad 2: Pfevedte kvadratickou formu Q definovanou v R® do kanonického
tvaru, kde
Q(x) = 2x2 + x® + 4x1 X2 + 6X1 X3 + 2XoX3.

Popiste potfebnou transformaci soufadnic a najdéte polarni bazi Q.
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Metoda 2:
e Jiny zpuUsob prevodu kvadratické formy Q na kanonicky tvar je zapsani

vyrazu
n n
Q(x) = Z Z ajXxiX;

i=1 j=1
ve tvaru souctu kvadratd, napfr.,

n 2 n 2 n 2

Q(x) = di (Z CI11X/> + a2 <Z CI2iXi> +-+dh (Z qui> .

i=1 i=2 i=n

e Zplsob doplnovani na Ctverce, nékdy oznaCovany jako Lagrangetv
algoritmus, ilustrujeme na piikladech dale.

e Definujme Q € R™" tak, Ze

o Jai 1<
Q= {o i>J.
Matice Q je horni trojuhlenikovéa s nenulovymi Cisly na diagonale (tak ji
volim!), a tedy Q je regularni.
¢ V novych soufadnicich x’ = Qx je forma Q v kanonickém tvaru.
Oznadime-li P := Q~, je P matici pfechodu od standardni baze k polarni
bazi Q.
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Pfiklad 3: Bud' Q kvadraticka forma na R® definovana jako
Q(X) = X2 +2x5 + 4x2 — 2x1Xo + 4X1 X3 — 2X2X3.
Nalezneme kanonicky tvar, transformacéni matici a polarni bazi Q.
DopInénim na Ctverce ziskame
Q(X) = (X1 — X2 +2x3)% + (X2 — X3)% — X3.

S pomoci tohoto vyjadieni sestavme transormacéni matici

1 -1 2
Q=[0 1 -—1}.
0 0 1

Tuto matici Ize vzdy volit regularni a pro jeji inverze Q~' = P je matici
prechodu od standardni baze k bazi polarni. Tedy sloupce matice

11 -1
p={0 1 1|,
00 1

tvofi vektory hledané polarni baze ((1,0,0),(1,1,0),(—1,1,1)).
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PFiklad 4: Naleznéte polarni bazi kvadratické formy Q na R3, ktera méa ve
standardni bazi tvar

Q(x) = X2 +2x5 + 4x5 — 2x1X2 + 4X1 X3.
Doplnénim na ¢tverce dostaneme
Q(x) = (x4 — X2 + 2x3)% + X3.

Treti fadek transformaéni matice Q € R332 Ize volit libovolné ale tak, aby
matice Q byla regularni! Dobré je zachovat horni trojuhelnikovity tvar a
nenulovost diagonaly Q. Tedy mlizZeme volit napf.

1 -1 2
Q=(0o 1 o
0 0 1

Dalsi postup je analogicky jako v Pfikladu 3.
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Algoritmus doplfiovani na Ctverce, tak jak byl vyloZzen, nékdy nelze aplikovat
hned od zacatku. Totiz v pfipadech, kdy rovnice kvadratické formy neobsahuje
“kvadrat”. Uvazujme piiklad formy na R3,

O()?) = X1 X2 + X1 X3 + XoX3.
Zde je tfeba aplikovat néjakou “zahajovaci substituci”, ktera nam kvadraty
vytvofi. To znamena, Ze vyjadiime formu Q v jiné bazi, kde jiz kvadraty budou.

Vezméme napf. x; = y1 + Yo, X2 = ¥1 — ¥ a X3 = y3. Potom

Q(x) = Qy) = y2 — Y2 +2y1y3

a jiz Ize aplikovat Lagrangetv algoritmus. 5
Pozor, transformacni matici, ktera nam vyjde upravenim Q na Ctverce je treba
jesté vynasobit zleva matici prvni substituce

i 1 0
1 -1 0.
0O 0 1

Takto ziskame matici Q a mizeme pokracovat jako v Prikladu 3.
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Véta(Zakon setrvaénosti kvadratickych forem): Necht Q je kvadraticka
formanaR"a (a4,...,an) je jeji polarni baze. Necht p, q, r je pocet kladnych,
resp. zapornych, resp. nul v posloupnosti (Q(ay), ..., Q(a,)). Potom
usporadana trojice p, g, r nezavisi na volbé polarni baze.

Dlkaz: neuvedeme
Tedy kazdé dva kanonické tvary kvadratické Q maji stejny pocet kladnych

koeficientu, stejny poéet zapornych koeficientl a stejny pocet nulovych
koeficientd. Tato véta ospravedlfiuje nasledujici definici.

Definice: Cisla p, resp. q z predchozi véty nazyvame kladnym, resp.
zapornym indexem setrvacnosti kvadratické formy Q. Dvojice (p, q) se nazyva
signatura Q. Cislo p + g nazveme hodnost Q.
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Definice: Bud Q kvadraticka forma na R”. Rikame, e Q je

1. pozitivné definitni (PD) < (¥x € L)(x # 0)(Q(x) > 0),

2. negativné definitni (ND) < (Vx € L)(x # 0)(Q(x) < 0),

3. pozitivné semidefinitni (PSD)

< (Vx e L)(Q(x) > 0) A (Ix € L)(x0 # 0)(Q(x0) = 0),

4. negativné semidefinitni (NSD)

< (Vx e L)(Q(x) <0) A (Ix € L)(xo0 # 0)(Q(x0) = 0),

5. indefinitni (IND) < (3x,y € L)((Q(x) > 0)) A (Q(y) < 0)).
Pozorovani: Zname-li signaturu (p, g) kvadratické formy Q, midzeme urcit jeji
definitnost. Plati totiz:

e QjePD < p=n,
QjeND < g=n,
QjePSDsp<nnAng=0,
QjeNSDep=0Ag<n,
Qje IND < pg # 0.
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Pozorovani: Je-li A € R"", A = AT, potom je vztahem
Qa(x) = xTAx, (xeR")
uréena kvadraticka forma Q4 na R".

Definice: Symetrickou matici A € R™" nazveme PD, resp. ND, resp. PSD,
resp. NSD, resp. IND, jestlize je Q4 PD, resp. ND, resp. PSD, resp. NSD, resp.
IND.
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Znaéeni: Bud A € R™", k € h. Potom oznacime A[k] € R¥X takovou, ze
(Vi,j € R)(A[k],-j = Aj). Tedy A[k] vznikne z A vynechanim (k + 1)-niho az
n-tého fadku a sloupce.

Véta (Jacobiho): Necht Q je kvadraticka forma na R” s matici A. Necht
Vk € A plati
Ay = detAlk] # 0.

Potom existuje polarni baze A kvadratické formy Q takova, ze vx € L plati
1

A A
Q)= g i+ R G QG

An—1

2
a1

kde (&1, - .., &n) jsou soufadnice vektoru x v bazi A.
Ddkaz: konstruktivni, uvést podle ¢asovych moznosti
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Véta (Sylvestrovo kritérium): Necht Q je kvadraticka forma na R" s matici
A. Necht

Ay = det A[].

Potom i) Q je PD pravé kdyz (Vk € n)(Ak > 0),
i) Q je ND pravé kdyz (Vk € 1)((—1)kAk > 0).
Dulkaz: podle ¢asovych moznosti

Dulsledek: Symetricka matice A € R™" je PD pravé kdyz (vVk € n)
(det A[k] > 0) a ND pravé kdyz (vVk € f)((—1)* det A[k] > 0).

Pozn.: Existuje pododbné kritérium pro PSD/NSD, ale jeho formulace je
komplikovanéjsi a v praxi se pouziva ziidka.
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Priklad: Rozhodnéte o definitnosti matice

11 1
A=11 3 3].

1 3 5
Ay=|(1)|=1>0,

ot 3 o0

AszdetA:4>0,
je podle Sylvestrova kritéria matice A PD.

Protoze
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