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Úvod do kódovánı́
• samoopravné kódy: terminologie, princip

• blokové lineárnı́ kódy

• Hammingův kód

• cyklické kódy
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Samoopravné kódy, k čemu to je

• Data jsou uložena (nebo posı́lána do linky) kodérem podle ur-

čitého pravidla (kódovánı́). Posléze jsou čtena dekodérem a re-

staurována do původnı́ podoby.

• Kodér může přidat k datům doplňujı́cı́ informaci (zhruba řečeno

kontrolnı́ součet) a umožnit tı́m dekodéru, aby poznal, zda při

přenosu dat došlo k chybě. Dokonce při vhodně zvoleném kódo-

vánı́ může dekodér chybu opravit.

Kód je množina slov (tj. úseků dat), které může generovat kodér.

Přı́klady kódů:

• ASCII (slova sedmibitová, ne všechna)

• Morseova abeceda (slova různě dlouhá, efektivnı́ přenos)

• UTF-8 (slova různě dlouhá, délka rozpoznaná podle prefixu)
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Binárnı́, blokový kód

je kód, kde jsou všechna slova stejně dlouhá.

Definice: Necht’ A je množina znaků (abeceda).

Slovo je konečná posloupnost znaků z množiny A.

Počet znaků ve slově je délka slova.

Kód K je množina všech slov, která generuje kodér.

Prvek kódu K se nazývá kódové slovo.

Blokový kód K obsahuje jen slova stejné délky.

Binárnı́ kód je kód se slovy nad abecedou A = {0, 1}.

Přı́klady:

• ASCII je binárnı́ blokový kód délky 7.

• Moreseovka nenı́ binárnı́ a nenı́ blokový kód.

• UTF-8 je binárnı́, ale ne blokový kód.

Dále se budeme zabývat jen binárnı́mi blokovými kódy
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Lineárnı́ kód

Binárnı́ blokový kód K délky n je podmnožinou lin. prostoru Zn
2.

Definice: Je-li K lienárnı́ podprostor Zn
2, pak se kód nazývá line-

árnı́. Je-li dimenze kódu k, pak mluvı́me o lineárnı́m (n, k) kódu.

Přı́klad: Kód s kontrolnı́m bitem parity je lineárnı́. Kodér při-

dává nulu nebo jedničku k informačnı́m bitům tak, aby kódové

slovo obsahovalo sudý počet jedniček. Množina všech slov délky n

se sudým počtem jedniček je lineárnı́ podprostor lineárnı́ho pro-

storu Zn
2.
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Generujı́cı́ a kontrolnı́ matice

Generujı́cı́ matice lineárnı́ho kódu K je matice, která v řádcı́ch

obsahuje bázi kódu.

Kontrolnı́ matice lineárnı́ho kódu K je matice H, pro kterou platı́,

že K je řešenı́m soustavy H x = o.

Přı́klad: Předpokládejme lineárnı́ (4, 3) kód s kontrolnı́m bitem

parity (přidávaný na konec slova za tři informačnı́ bity). Generujı́cı́

matice G a kontrolnı́ matice H jsou:

G =





1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1



 , H = ( 1 1 1 1 )

Pozorovánı́: Generujı́cı́ matice (n, k) kódu je typu (k, n) a kont-

rolnı́ matice je typu (n − k, n). Platı́: G ⋅ HT = O.
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Výpočet jedné matice, známe-li druhou

Je-li dána generujı́cı́ (resp. kontrolnı́) matice, vyřešı́me homogennı́

soustavu rovnic s touto maticı́ a bázi řešenı́ zapı́šeme do řádků

kontrolnı́ (resp. generujı́cı́) matice.

Pro systematický kód dokonce platı́:

Je-li G = (E | C), pak H = (CT | E′).
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Kodér a dekodér

Kodér lin. (n, k) kódu může převzı́t kódované slovo −→u (délky k) a

vytvořit z něj kódové slovo −→v (délky n) maticovým násobenı́m:

−→v = −→u ⋅ G.

Dekodér může zkontrolovat přijaté slovo −→w pomocı́ testu:

H ⋅ −→wT
= o.

Kódovánı́ je systematické, jsou-li informačnı́ bity (ze slova −→u ) beze

změny zkopı́rovány do kódového slova a za nimi následujı́ kont-

rolnı́ bity. Pak může dekodér (po provedeném testu) rekonstruovat

informačnı́ bity zkopı́rovánı́m prvnı́ch k pozic přijatého slova.

Pozorovánı́: Kódovánı́ je systematické, je-li generujı́cı́ matice

tvaru G = (E | C). Přidávané kontrolnı́ bity pak kodér spočı́tá po-

mocı́ vzorce −→v
′
= −→u ⋅ C.
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Přı́klad: opakovacı́ kód

Kodér vezme kódované slovo −→u délky k a vytvořı́ kódové slovo

délky n = 2k tak, kódové slovo je tvaru (−→u ,−→u ), tj. kódované slovo

je zdvojené.

Generujı́cı́ matice tohoto kódu je G = (E | E) a kontrolnı́ matice je

také tvaru H = (E | E). Uvědomte si, jak je kód pomocı́ G generován

a jak je pomocı́ H kontrolován.

Nevýhoda: přı́liš mnoho kontrolnı́ch bitů za „málo muziky“.
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Hammingova váha, vzdálenost

Definice: Hammingova váha slova −→v je počet jeho nenulových

znaků. Hammingova vzdálenost dvou slov −→v a −→w je počet pozic,

kde jsou znaky odlišné (pro binárnı́ kód je to váha slova −→v + −→w ).

Kód K objevuje t chyb, pokud pro každé slovo −→u ∈ K a každé slovo
−→e váhy menšı́ nebo rovno t platı́ −→u + −→e 6∈ K.

Kód K opravuje t chyb, pokud pro každé slovo −→u ∈ K a každé

slovo −→e váhy menšı́ nebo rovno t platı́: slovo −→u má od slova −→u +−→e

nejmenšı́ vzdálenost mezi kódovými slovy.

Tvrzenı́ 1: Je-li nejmenšı́ vzdálenost mezi kódovými slovy d, pak

kód objevuje d − 1 chyb a opravuje t < d
2

chyb.

Tvrzenı́ 2: Nejmenšı́ vzdálenost mezi kódovými slovy lineárnı́ho

kódu je rovna nejmenšı́ váze nenulového kódového slova.

BI-LIN, kody, 18, P. Olšák [10]

Přı́klady

Kód s kontrolnı́m bitem parity má nejmenšı́ váhu nenulového

slova 2, takže objevuje 2 − 1 = 1 chybu ve slově. Opravuje méně

než 2/2 chyb, tedy neopravuje žádnou chybu.

Opakovacı́ kód má rovněž nejmenšı́ váhu nenulového slova 2.

Aby kód dokázal opravit jednu chybu ve slově, musı́ mı́t nejmenšı́

váhu neulového slova rovnu třem.
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Syndrom

Dekodér vyhodnotı́ s = H ⋅ −→wT
. Tomuto vektoru s řı́káme syndrom

přijatého slova −→w . Přijaté slovo je kódové, právě když má nulový

syndrom.

Kód rozpozná chybu −→e , právě když s = H ⋅ −→e T
je nenulový vektor.

Pozorovánı́ 1: Syndrom nezávisı́ na kódovém slově (jen na chy-

bovém slově): H ⋅ (−→v +−→e )T = H ⋅−→v T
+ H ⋅−→e T

= o + H ⋅−→e T
= H ⋅−→e T

.

Pozorovánı́ 2: Lin. kód má minimálnı́ vzdálenost dvou slov d,

právě když každý výběr d − 1 sloupců z kontrolnı́ matice H je

lineárně nezávislý.

Jmenovitě: kód opravuje jednu chybu když každé dva sloupce kon-

trolnı́ matice H jsou LN, tj. jsou nenulové a vzájemně různé (to

v Zn−k
2 stačı́). Kontrolnı́ matice s touto vlastnostı́ je kontrolnı́ ma-

tice Hammingova kódu.
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Hammingův kód

Sloupce kontrolnı́ matice H jsou prvky Zn−k
2 . Počet nenulových a

vzájemně různých sloupců je maximálně 2n−k − 1. Počet sloupců

udává délku kódu n, tedy n = 2n−k − 1. Délku kódu je tedy vhodné

volit jako mocninu dvou bez jedné. Dostáváme tak Hammingovy

kódy: (7, 4), (15, 11), (31, 26), (63, 57), . . . .

Přı́klad: Hammingův kód (7, 4) – délka 7, informačnı́ bity 4:

H =





0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1



 , G =









1 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0 1

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 1 1 1









.

Výhoda tohoto uspořádánı́: index bitu, který je potřeba opravit, je

zapsán v syndromu jako čı́slo ve dvojkové soustavě.
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Rozšı́řený Hammingův kód

je Hammingův kód, ke kterému kodér přidává kontrolnı́ bit parity.

Napřı́klad (8, 4) kód má matice

H =









0 0 0 1 1 1 1 0

0 1 1 0 0 1 1 0

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1









, G =









1 0 0 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 1 0 1

0 0 0 1 1 1 1 0









.

Kód opravı́ jednu chybu (v prvnı́ch třech bitech je syndrom jako

v (7, 4) kódu a čtvrtý bit musı́ být 1) a odhalı́ dvě chyby (v prvnı́ch

třech bitech syndromu je nenulové čı́slo a čtvrtý bit je 0).

Nejmenšı́ vzdálenost dvou slov v tomto kódu je 4.
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Návrh počtu kontrolnı́ch bitů

Označme n délku binárnı́ho kódu, k dimenzi kódu (počet informač-

nı́ch bitů) a c = n − k počet kontrolnı́ch bitů.

Lineárnı́ kód nemůže opravit vı́ce rozdı́lných chyb než je počet

nenulových syndromů. Těch je 2c − 1. Počet různých chyb s váhou

jedna je n. Proto, chceme-li opravit jednu chybu, musı́ 2c − 1 ≥ n.

Počet různých chyb (včetně stavu „bez chyby“) s váhou nejvýše m

je rovno
(

n

0

)

+

(

n

1

)

+ · · · +

(

n

m

)

Chceme-li opravovat m chyb ve slově, musı́ tedy počet kontrolnı́ch

bitů splňovat:

2c ≥
(

n

0

)

+

(

n

1

)

+ · · · +

(

n

m

)

Kódy navržené tak, že zde nastává rovnost, se nazývajı́ perfektnı́.
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Cyklické kódy

jsou běžně užı́vané samoopravné kódy (např. při zápisu/čtenı́ CD).

Viz google: CRC (cyclic redundancy check).

Definice: Kód K se nazývá cyklický, pokud

• je lineárnı́ a navı́c

• je-li −→v kódové slovo, pak cyklický posun −→v je také kódové slovo.

Vhodná matematická reprezentace slov délky n jsou polynomy:

−→v = (a0, a1, a2 . . . , an−1) ↔ v(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · · + an−1xn−1

Cyklický posun slova −→v o jednu pozici popı́šeme násobenı́m poly-

nomu v(x) polynomem x a ztotožněnı́m xn = x0, neboli násobenı́m

v okruhu Zp[x]/(xn − 1).

Od této chvı́le nerozlišujeme mezi pojmem „slovo“ a „polynom“.
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Základnı́ vlastnosti cyklického kódu

Definice: Nenulový polynom cyklického kódu nejmenšı́ho stupně

nazýváme generujı́cı́ polynom.

Tvrzenı́: Je-li K cyklický kód délky n a g je jeho generujı́cı́ poly-

nom, pak

K = {f ⋅ g; st f < n − st g}

Důkaz: v = (fm−1xm−1 + · · · + f1x + f0) ⋅ g je lineárnı́ kombinace cyk-

lických posunů, takže ležı́ v K.

Obráceně, necht’ v ∈ K, pak vydělı́me v polynomem g se zbytkem:

v = f ⋅ g + z, protože v ∈ K, f ⋅ g ∈ K, musı́ z ∈ K.

Protože st z < st g a polynom g má nejmenšı́ stupeň, musı́ z = 0.
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Vlastnosti generujı́cı́ho polynomu

Tvrzenı́: Necht’ g je generujı́cı́ polynom (n, k) cyklického kódu K.

• polynom g má stupeň n − k,

• {g, x ⋅ g, x2 ⋅ g, . . . , xk−1 ⋅ g} je báze kódu,

• polynom xn − 1 je dělitený polynomem g.

Důkaz: K = {f ⋅ g; st f < n − st g}, takže dim K = n − st g, neboli

stupěň g = n − dim K.

Puntı́k druhý: zřejmé.

Puntı́k třetı́: polynom xn − 1 vydělı́me polynomem g se zbytkem.

V polynomech mod xn − 1 je zbytek roven −f ⋅ g, takže ležı́ v kódu a

má menšı́ stupeň, než g, takže zbytek je nulový.
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Generujı́cı́ polynom: postačujı́cı́ podmı́nka

Tvrzenı́: Aby byl polynom g generujı́cı́ polynom nějakého cyklic-

kého kódu, stačı́, aby dělil polynom xn − 1 beze zbytku.

Důkaz: Zjistı́me, že lin. obal všech cyklických posunů g neobsahuje

nenulový polynom st. menšı́ho než g. Necht’ f je libovolný polynom.

f ⋅ g = z mod (xn − 1), tj. f ⋅ g = u ⋅ (xn − 1) + z

Je třeba ověřit, že z = 0 nebo st z ≥ st g. Protože je f ⋅ g dělitelný g

a u ⋅ (xn − 1) je dělitelný g, musı́ též z být dělitelný g, takže z = v ⋅ g.

Návrh cyklického kódu: Zvolı́me délku bloku n, rozložı́me po-

lynom xn − 1 na součin ireducibilnı́ch polynomů a generujı́cı́ poly-

nom g zvolı́me jako součin některých takto nalezených ireducibil-

nı́ch polynomů. Stupeň g je počet kontrolnı́ch bitů kódu.

Úmluva: Všechny gen. polynomy stejného kódu se lišı́ až na ska-

lárnı́ násobek. Volme takový, co má u nejvyššı́ mocniny jedničku.
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Odhalenı́ souvislé chyby

Souvislá chyba délky t je chyba měnı́cı́ kódové slovo v úseku někte-

rých po sobě jdoucı́ch t bitů, jinde je slovo nezměněno. Počet chyb

(váha chybového slova) nemusı́ být t, ale je menšı́ nebo rovna t.

Pozorovánı́: Cyklický (n, k) kód odhaluje všechny souvislé chyby

délky n − k.

Důkaz: Na souvislou chybu −→e můžeme provést (opakovaně) cyk-

lický posun a zı́skat polynom −→e
′
, který je stupně menšı́ho než n−k.

Takže −→e
′
ani −→e nenı́ kódové slovo.

Poznámka: toto je důvod, proč se v praxi použı́vajı́ cyklické kódy.

Chyby se totiž rády v konkrétnı́m technickém prostředı́ soustře-

d’ujı́ do bloků (drupouty, škrábance na CD atd.).

Existujı́ cyklické (n, k) kódy, které navı́c umějı́ opravit všechny

souvislé chyby délky (n − k)/2.
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Přı́klad: Cyklický Hammingův kód

Sestavme (7, 4) cyklický kód, který má generujı́cı́ polynom x3+x+1.

Je to generujı́cı́ polynom, protože dělı́ polynom x7 − 1. Kód má

následujı́cı́ generujı́cı́ a kontrolnı́ matici

G =









1 1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0

0 0 1 1 0 1 0

0 0 0 1 1 0 1









, H =





1 0 1 1 1 0 0

1 1 1 0 0 1 0

0 1 1 1 0 0 1



 ,

takže vidı́me, že H má různé a nenulové sloupce. Je to tedy Ham-

mingův (7, 4) kód.

Hammingův (7, 4) kód, který kóduje podle této G a použı́vá tuto

kontrolnı́ matici H umı́ odhalit i tři souvislé chyby. Od Hammin-

gova kódu ze strany [12] se lišı́ pořadı́m bitů kódového slova.



BI-LIN, kody, 18, P. Olšák [21]

Generujı́cı́ a kontrolnı́ matice

Protože cyklický kód má bázi g, x ⋅ g, x2 ⋅ g, . . . , xk−1 ⋅ g, kde g je

generujı́cı́ polynom, g(x) = g0+g1x+g2x2+· · ·+gn−kxn−k, je generujı́cı́

matice tvaru

G =













g0 g1 g2 . . . gn−k 0 0 . . . 0 0

0 g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k 0 . . . 0 0

0 0 g0 . . . gn−k−2 gn−k−1 gn−k . . . 0 0

. . . . . .

0 0 0 . . . . . . g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k













Polynom h = (xn − 1)/g se nazývá kontrolnı́ polynom. Dá se ukázat,

že matice s koeficienty kontrolnı́ho polynomu hk, hk−1, . . . , h1, h0

umı́stěnými (v tomto pořadı́) opakovaně „podél vedlejšı́ diagonály“,

je maticı́ kontrolnı́. Ta se v přı́padě cyklických kódu v dekóderu

přı́liš nevyužı́vá.
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Kodér a dekodér cyklického kódu

Kódovánı́ podle generujı́cı́ matice nenı́ systematické. Kodér

z informačnı́ch bitů −→u vytvořı́ kódové slovo −→u ⋅ G. Fakticky tedy

vytvářı́ kódové slovo ve tvaru u ⋅ g.

Dekodér spočı́tá syndrom přijatého slova jako zbytek po dělenı́

generujı́cı́m polynomem. Je-li nulový, je přijaté slovo kódové. Vý-

sledek dělenı́ obsahuje informačnı́ bity.

Pozorovánı́: Syndrom nezávisı́ na kódovaném slovu, ale pouze

na chybě:

f ⋅ g + e = s1 mod g, e = s2 mod g, pak s1 = s2.

Důkaz: f ⋅ g + e = r1 ⋅ g + s1, e = r2 ⋅ g + s2. s1 − s2 je násobek g se

stupněm menšı́m, takže s1 − s2 = 0.
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Systematické kódovánı́

Kodér z informačnı́ch bitů (u1, u2, . . . , uk) sestavı́ polynom:

u(x) = u1xn−1 + u2xn−2 + · · · + uk−1xn−k+1 + ukxn−k,

vypočı́tá z jako zbytek po dělenı́ u polynomem g a odešle kódové

slovo u − z. Proč je kódové? Je u = f ⋅ g + z. Protože f ⋅ g je násobek g,

musı́ i u − z být násobek g. Navı́c součet u − z nepoškodı́ poslednı́ch

k informačnı́ch bitů.

Dekodér spočı́tá syndrom s jako zbytek po dělenı́ přijatého slova

polynomem g. Je-li s = 0, je přijaté slovo kódové. Poslednı́ch k bitů

obsahuje informaci.

O analýze syndromu si povı́me za chvı́li.

BI-LIN, kody, 18, P. Olšák [24]

Zbytek po dělenı́ polynomu polynomem

se v přı́padě polynomů nad Z2 hledá snadno. V přı́kladu zapisu-

jeme bity v opačném pořadı́ než dosud, tj.

(an−1, an−2, . . . , a1, a0) ↔ an−1xn−1 + an−2xn−1 + · · · + a1x + a0.

Přı́klad: Necht’ g = (1011). Chceme kódovat informaci (1111).

Sestavı́me polynom u = (1111000) a dělı́me ho polynomem g:

kodér: dekodér:

1111000 1111111

1011 1011

0100000 0100111

1011 1011

0001100 0001011

1011 1011

0000111 = z, u − z = 1111111 0000000 = s (syndrom)
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Analýza syndromu

Sestavı́me tabulku chyb a jejich syndromů:

−→e 1 ↔ −→s 1, −→e 2 ↔ −→s 2, . . . , −→e m ↔ −→s m. Tabulku vyplnı́me (dřı́v, než

začneme kódovat) tak, že pro každou chybu ei spočı́táme zbytek

při dělenı́ polynomem g a dostaneme si.

Kdybychom měli v paměti uloženu tuto tabulku, pak pro každý

syndrom −→s i dekodér najde zpětně −→e i a přijaté slovo −→w opravı́

takto: −→v = −→w − −→e i.

Problém: pamět’ová náročnost + nutnost pro každé přijaté slovo

prohledat tabulku.

BI-LIN, kody, 18, P. Olšák [26]

Analýza syndromu podle Meggitta

Učiňme pozorovánı́ na přı́kladu (7, 4) cyklického kódu. Tabulka
−→e i ↔ −→s 1, která obsahuje všechny chyby váhy 1, vypadá takto:

e1 = x0 ↔ s1 = 1

e2 = x1 ↔ s2 = x

e3 = x2 ↔ s3 = x2

e4 = x3 ↔ s4 = x + 1

e5 = x4 ↔ s5 = x2 + x

e6 = x5 ↔ s6 = x2 + x + 1

e7 = x6 ↔ s7 = x2 + 1 . . . syndrom poslednı́ho bitu

Pro syndromy platı́: si+1 = x⋅si mod g. Přitom s8 = s1. Je tedy možné

„protočit syndromy“ postupnou aplikacı́ operace x ⋅ si mod g.

V jednom okamžiku se z každého syndromu stane syndrom po-

slednı́ho bitu. Děláme-li současně cyklický posun přijatého slova,

dostal se opravovaný bit na poslednı́ pozici. Opravı́me ho tam.

BI-LIN, kody, 18, P. Olšák [27]

Algoritmus podle Meggitta

Sestavme seznam všech syndromů, které odpovı́dajı́ všem chybám,

které majı́ na poslednı́ pozici jedničku (seznam všech syndromů po-

slednı́ho bitu). Uložme tento seznam do paměti dekodéru. Seznam

zdaleka neobsahuje všechny syndromy.

Necht’délka kódu je n. Dekodér provede postupně n cyklických po-

sunů přijatého slova (tı́m ho dostane nakonec do původnı́ho stavu)

a současně cyklicky protáčı́ syndrom podle vzorce si+1 = x ⋅si mod g.

Kdykoli se sydrom shoduje s některým syndromem poslednı́ho

bitu (ze seznamu), opravı́ dekodér poslednı́ bit (cyklicky pounu-

tého) přijatého slova.

Opravuje-li kód jedinou chybu, obsahuje seznam jediný syndrom

poslednı́ho bitu. Opravuje-li dvě chyby, pak seznam obsahuje n

syndromů. Výpočet probı́há s lineárnı́ složitostı́ (existuje dobře

popsaná hw implementace pomocı́ hradel).

BI-LIN, kody, 18, P. Olšák [28]

Korekce souvislých chyb

Existujı́ cyklické kódy, které opravujı́ souvislé chyby délky t. Dá se

ukázat, že pro takové kódy platı́: pokud při „protáčenı́ syndromu“

dospějeme k syndromu stupně menšı́ho než t, pak lze naráz opra-

vit v odpovı́dajı́cı́m (cyklicky posunutém) přijatém slově všechny

kontrolnı́ bity přı́mo podle (protočeného) syndromu.

Inspirace: podı́vejte se na prvnı́ řádek tabulky na str. [26].
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Přı́klady „většı́ch“ cyklických kódů

• Golay code je perfektnı́ kód opravujı́cı́ tři chyby. Je to cyklický

(23, 12) kód s generujı́cı́m polynomem:

1 + x2 + x4 + x5 + x6 + x10 + x11

• CRC 32 je metoda počı́tánı́ kontrolnı́ch součtů (syndromů) dat

libovolné délky s generujı́cı́m polynomem:

1 + x + x2 + x4 + x5 + x7 + x8 + x10 + x11 + x12 + x16 + x22 + x23 + x26 + x32

K hlubšı́mu zkoumánı́ této problematiky můžete použı́t:

Jiřı́ Adámek: Foundations of Coding, A Wiley-Interscience publi-

cation, 1991, ISBN 0-471-62187-0.

Poznámka: Prof. Jiřı́ Adámek byl v letech 1990–1994 vedoucı́ našı́

katedry, nynı́ působı́ na University of Braunschweig.


