Grupy, télesa

e grupa: mnozina s jednou ,rozumnou” operaci

priklady grup, vlastnosti
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Realna ¢isla, inspirace

Na mnoziné R realnych ¢isel mame operaci +. Pritom plati:

e x+(y+2z2)=(x+y)+z... (asociativni zakon),

e existuje prvek 0 € R takovy,Zze0+x=x+0=x Vxe R
... (existence neutralniho prvku),

e Vx € R existuje opacny prveky e Rtak,zex+y=y+x=0
... (existence opaéného prvku, znacime y = —x),

e x+y=y+x... (komutativni zakon).

Na mnoziné R mame také operaci -, ktera splnuje:

e x-(y-2)=(x-y)-z... (asociativni zakon),

e existuje prvek 1 € R takovy,zel - x=x-1=x Vxe R
... (existence jednotkového prvku),

e Vxe R, x #0 existuje prvekye Rtak,zex-y=y-x=1
... (existence inverzniho prvku, znaéime y = x71),

e x-y=y-x... (komutativni zakon).
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Mnozina s jednou operaci: grupoid, grupa
Definice: Predpokladejme mnozinu G a na ni operaci o.
Dale uvazujme vlastnosti:
(IDxo@oz)=(k&oy)oz Vx,y,z€ G ... (asociativni zakon),

(2) existuje prvek e € G takovy, zeeocx=xoe=x Vxe G
... (existence neutralniho/jednotkového prvku),

(3) Vx € G existuje prveky € G tak,Zzexoy=yox =e
... (existence opaéného/inverzniho prvku),

4)xoy=yox Vx,ye G ... (komutativni zakon).

e Mnozina G s operaci o se nazyva grupoid.

¢ Grupoid, kde plati asociativni zakon (1), se nazyva pologrupa.
¢ Pologrupa s vlastnostmi (2) a (3) se nazyva grupa.

e Grupa, kde plati komutativni zakon (4), je komutativni grupa.
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Piiklady

e R s operaci + je komutativni grupa.

e R s operaci - je pologrupa, R\ {0} je komutativni grupa.

® Q, Z s operaci + jsou komutativni grupy (podgrupy grupy R s +).
e 7\ {0} s operaci - neni grupa (je to pologrupa).

e Mnozina {e} s operaci o, pro kterou e ce = ¢, je grupa.

e Mnozina regularnich matic s maticovym nasobenim je grupa.

¢ Mnozina ctvercovych matic s nasobenim je pologrupa.

¢ Mnozina funkci R — R prostych a na s operaci skladani je grupa.
e Mnozina bijektivnich zobrazeni M — M s op. skladani je grupa.
e Mnozina permutaci s operaci skladani je grupa

e Mnozina {0,1,...,m — 1} s operaci ,+ modulo m“ je grupa.
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Terminologie: jednotkovy/neutralni prvek

Operace komutativni grupy byva nékdy oznadena symbolem +.
V takovém pripadé prvek e z vlastnosti (2) grupy se nazyva ne-
utrdlni prvek a prvek y z vlastnosti (3) se nazyva opacny prvek.

Neutralni prvek se v tomto pripadé znaci symbolem 0 a opacény
prvek k prvku x se znac¢i —x. Operaci a + (—b) znacime strucnéji
a — b a rikame ji odecitdni.

Je-li operace grupy oznacéena symbolem - (krat), pak prvku e

z vlastnosti (2) grupy rikame jednotkovy prvek a prvku y z vlast-
nosti (3) rikame inverzni prvek.

Jednotkovy prvek v takovém pripadé znaéime symbolem 1 a in-
verzni prvek k prvku x zna¢ime x~!. Je-li grupa komutativni, pak
operaci a - b~ znaéime struénégji a/b a ¥ikame ji délent.
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Zakladni vlastnosti grupy

¢ Neutralni/jednotkovy prvek je v grupé jediny.
Kdyby byly dva e, f, pake = e of = f, takze nemohou byt razné.

¢ Opaény/inverzni prvek existuje ke kazdému prvku x € G jediny.
Kdyby existovaly y1, ys tak, ze y1ox = e, x 0 yg = e, pak

yi=yio0e=y10&oys)=(10x)oys =eoys =ys.

¢ Pologrupa G je grupou pravé kdyz pro kazdé a,b € G existuji
reseni rovnic
aox=0>b, yoa =b.

Naznak dikazu: Je-li G grupa, pak x = alobay =boa

jsou teSeni uvedenych rovnic. Umime-li reSit tyto rovnice, pak
jednotkovy prvek e je reseni rovnice a oe = a (je tireba ukazat, ze
to nezavisi na volbé a). Dale inverzni prvek k a je feSeniaox =e
(je treba ukazat, Ze je to totéz, jako resSeni rovnice y oa = e).
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Vlastnosti inverznich prvku grupy

¢ Jednotkovy prvek e ma inverzni prvek e (je inverzni sam sobé).
Skutecné: e =eoe.

e Je-li a7 invernzi prvek k a, je-li dale b~! inverzni prvek k b, pak
inverzni prvek k a o b je tvaru b cal.
Skutecné:

b loaNHo@ob)=bltol@loa)ob=bloeob=b1l0ob=c¢,

(@ob)obloa)=aocbobDoal=aocecal=aocal=e.

e Je-li a7! inverzni k a, pak a je inverzni k a1
Skutetné: a loa=aocal=e.



BI-LIN, grupy, 17, P. Olsak  [8]

Mocnina

k

Je-li a € G, pak symbolem a” oznaéme prvekacao---oa (k-krat).

Tvrzeni: Je-li G konecna komutativni grupa s n prvky, pak pro
kazdé a € G je
a =e.

Dikaz: Oznaéme G = {g1,82,...,8,} a zvolme a € G. Ukazeme, Ze

{81,82,...,8n} = {aogr,ao0gs,...,a08,}.

Zobrazeni, které priradi prvku g; prvek a o g; je prosté, protoze,
pokud aog; = acgj, pak po aplikacia™! zleva mame g; = g;. Uvedené
mnoziny jsou tedy stejné pocetné a tedy stejné a maji tedy stejny
soucin vsech prvku:

aocgroaogdgo---0a08, = 1082008, =U

Diky komutativnimu zakonu se rovnost da prepsatnaa”ou =u a
dokazovana rovnost plyne aplikaci ! na obé strany rovnosti.
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Podgrupy

Podgrupa P je podmnozina grupy G se stejnou operaci, ktera je
sama grupou. Tj. P musi mit (stejny) jednotkovy prvek a kazdy
prvek z P musi mit inverzi v P.

Priklady:

* Q a Z je podgrupa grupy R s operaci +,

e Q)\ {0} je podgrupa grupy R\ {0} s operaci -,

e symetrické matice tvori podgrupu étvercovych matic s operaci +,
e matice s det = 1 tvori podgrupu regularnich matic s operaci -,

e Suda ¢isla tvoii podgrupu Z s operaci +,

e Kladna ¢isla tvori podgrupu grupy R s operaci -.
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Vlastnosti pologrupy ,krat modulo m*

Predpokladejme mnozinu {0, 1,2,...,m—1} s operaci . krat modulo
m“ tj.aob=a-bproa- b < m,jinak a o b je zbytek po déleni
¢isla a-b ¢islem m. Je to pologrupa. Tato pologrupa ma jednotkovy
prvek: 1.

Tvrzeni: je-li m slozené, tj. m = ny - ng, (n1 # 1, ne # 1) pak ¢islo
n1 nema inverzni prvek.

Dikaz: vony =z, tj. vny = kning + 2, tj. z = n1 (v — kns), takze z
musi byt nasobek n; a nemuze tedy byt roven jedné.

Tvrzeni: je-1i m prvocislo, pak mnozina {1,2,...,m—1} s operaci o
je grupa.

Dokazeme*, ze kazdy nenulovy prvek a ma inverzi. Plati totiz, ze
{a,20a,...,(m—-1)oa} = {1,---,m — 1}. DtGvod: pro k1 # ko je
aoki #aokg, protoze z a (ki —kg) = km plyne k1 — ke = k'm (je a
nesoudélné s m). Protoze 0 < k1—k9 <m, musik’ = 0, takze k1 = k.
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Mala Fermatova véta

Necht p je prvocislo, necht a je prirozené ¢islo, a < p. Pak
a? =1 (modulo p).

Dtikaz: staéi si uvédomit, ze grupa {1,2,...,p — 1} s operaci ,krat
modulo p“ méa p — 1 prvka a pouzit vétu ze stranky [8].
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Mnozina se dvéma operacemi: okruh, téleso

Definice: Okruh je mnozina T s operacemi + a -, pro které plati:
(1) T s operaci + je komutativni grupa (neutralni prvek znaéime 0),
(2) T s operaci - je pologrupa,

B)Vax,y,ze Tplatix-(y+2z)=(x-y)+(x-2), (y+2)-x=(y-x)+(z-x).
... (distributivni zakon).

Definice: T¢leso je mnozina T s operacemi + a -, pro které plati:
(1) T s operaci + je komutativni grupa (neutralni prvek znaéime 0),
(2) T'\ {0} s operaci - je grupa (jednotkovy prvek znac¢ime 1),

B)Vx,y,ze Tplatix-(y+2z)=(x-y)+(x-2), (y+2)-x=(y-x)+(z-x).
... (distributivni zakon).

Pozorovani: Kazdé téleso musi mit aspon dva prvky: 0 a 1.
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Varianty okruhu a téles

Predpokladejme mnozinu 7' s vlastnostmi (1) a (3).

e Je-li T s operaci - komutativni pologrupa, pak T se nazyva ko-
mutativni okruh.

e Je-li T s operaci - pologrupa a ma-li jednotkovy prvek, pak T se
nazyva okruh s jednotkou.

e Je-li T s operaci - komutativni pologrupa a ma-li jednotkovy
prvek, pak T se nazyva komutativni okruh s jednotkou.

e Je-li T\ {0} s operaci - komutativni grupa, pak T se nazyva
komutativni téleso.

Poznamcicéka: priklad nekomutativniho télesa (kvaterniony) pro
nedostatek mista vynechame. Vsechna ostatni télesa, o kterych
budeme mluvit, jsou komutativni télesa. Takze slovo ,komuta-
tivni “ nebudeme v piipadeé téles nadale zdGraznovat.
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Piiklady

¢ Mnozina realnych éisel s operacemi + a - tvori téleso.

e Mnoziny Q a C s operacemi + a - jsou také télesa.

e Mnozina Z s operacemi + a - je to komutativni okruh s jednotkou.
¢ Mnozina sudych celych éisel s + a - je komutativni okruh.

e Mnozina regularnich matic s operacemi + a - neni téleso ani
okruh, protoze soucéet dvou reg. matic nemusi byt regularni.

¢ Mnozina ¢tvercovych matic (stejného typu) s operacemi + a - je
nekomutativni okruh s jednotkou. Neni to téleso.

e Mnozina {0,1} soperacemi0+0=0,0+1=1+0=1,1+1=0,
Oa=a-0=0,1-a=a-1=a, tvori téleso.

e Mnozina {0,1,...,p — 1} s operacemi ,+ modulo p“ a ,krat mo-
dulo p“ tvori téleso, pravé kdyz je p prvocislo. Jinak je to okruh.
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Konec¢na (Galoisova) télesa

Da se ukazat, ze pokud je téleso T konecné, pak nastava jen jedna
z nasledujicich moznosti:

e T={0,1,2,...,p—1} s operaci ,+ modulo p“ a ,krat modulo p“,
kde p je prvocislo. Toto téleso se znaéi Z, a ma p prvki.

e T je mnozina vSech polynomu nad Z, stupné mensiho nez n
s operacemi ,plus a krat modulo ireducibilni polynom stupné n*.
Toto téleso ma p” prvkil, podrobnéji se k nému vratime za chvili.

Jiné konecné téleso (azZ na izomorfismus) neexistuje. Konec¢na té-
lesa se nékdy znaéi GF(p"), kde argument informuje o poétu prvka
télesa a GF je zkratka pro ,,Galois field®.

Priklady: neexistuje téleso, které ma 6 prvka. Existuje ale téleso,
které ma 8 prvka: GF(22) nebo 9 prvki: GF(32).

Zs je téleso, ale Zg neni téleso (je to jen okruh).



BI-LIN, grupy, 17, P. Olsak  [16]

Zakladni vlastnosti télesa

¢ Pro libovolné a,b € T je: a-b =0, pravé kdyz a = 0 nebo b = 0.
Dtikaz: Nechta #0a b # 0. Pak a - b # 0 z vlastnosti (2) definice
télesa. Obracené: BUNO a = 0, ukazeme, Ze 0 - b = 0. Plati:

0-6=0+0)-b=0-6+0"5.
Prictenim — (0 - b) k obéma stranam rovnosti mame 0 =0 - b.

¢ Jestlize existuje konec¢ny pocet jednicéek, které v souétu daji nulu,
je nejmensi takovy pocet prvocislo.
Diikaz: Nejmensi pocet jednicek, které daji v souétu nulu, ozna-
¢im A. ProsporbudizA =m-n,m<A,n<A.Pak

(gl) | (21> Jg"l:gl:o

takzZe (dle predchozi vlastnosti) musi byt aspon jedna zavorka
nulova. Tj. existuje mensi pocet jednicéek, které maji soucet nula.
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Charakteristika télesa

Definice: Charakteristika télesa A je nejmensi pocéet jednicek,
které daji v souctu nulu. Pokud konec¢ny pocet jedniéek s touto
vlastnosti neexistuje, klademe A = 0.

Priklady:
e Télesa Q, R, C maji charakteristiku A = 0.
e Téleso Z, (p prvocislo) ma charakteristku A = p.

Pozorovani: z predchozi stranky vime, Ze charakteristika télesa
je rovna prvocislu (je-li konecna).

Tvrzeni:
e Je-li p charakteristika télesa, pak (a + b)* = a? + b”.
o V télese Z, dokonce plati: a? = a (diky malé Fermatové vété).

e V obecném télese s charakteristikou p ovSsem neplati a? = a.
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Znovu definice linearniho prostoru

Definice: Linedrni prostor nad télesem T je neprazdna mnozina L
soperacemi + : LxL — L a-:T xL — L, které spliuji vlastnosti:
(+) L s operaci + je komutativni grupa, nulovy prvek znaéime o,
(A) - (B-x)=(a-B)-x provSsechna ¥ e L, a,B e T,

B) a- (¥ +y)=o-x+0-y proviechna x,y e L,ae T,

C) (a+B)- X =a-x+P-x proviechnax e L,a,B e T,
(D) 1- % =% pro vSechna x € L.

Pozorovani: Pro 7' = R se definice shoduje s ptivodni definici lin.
prostoru. Staéi ovérit, ze plati (7): 0- ¥ = 0 pro vSechny ¥ € L:

0-x=0+0)-x=0-+0 %,

—

k této rovnosti priéteme — (0 - x’) a dostavame o =0 x'.
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Aritmeticky linearni prostor 7"

je analogii linearniho prostoru R”. Mnozina 7" je mnozinou vSech
usporadanych n-tic prvka z télesa T' s operacemi s¢itani n-tic a
nasobeni n-tice skalarem z T, které jsou definovany takto:

() (ai,ag,...,a,)+(b1,bs,...,b,) =(a1+b1,a2 +bg,...,a, +by,),
2) a-(ai,a9,...,a,)=(x-ai,0-as,...,0- ay,).
Pozorovani: Tento linearni prostor ma bazi
(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1),
takze ma dimenzi n.

Je-1i T konecné téleso, které ma m prvkd, pak celkovy pocet vek-
tora v 1™ je m”".

Kazdy podprostor prostoru 7" dimenze 2 ma m* prvkd, protoze
existuje m* riiznych linearnich kombinaci baze.



BI-LIN, grupy, 17, P. Olsak  [20]

Priklad: linearni prostor Z;

je linearni prostor usporadanych n-tic jedniéek a nul nad téle-
sem Zs. Prvky télesa Zs = {0, 1} s¢itame podle pravidla

0+0=0, 0+1=1+0=1, 1+1=0

a vektory (usporadané n-tice) s¢itame a nasobime po slozkach, jako
na ptredchozi strance. Jmenovité pro libovolny @ € Z2je1-w = o
a0-u = 0.8 jinymi skaldry nepracujeme.
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Priklad: soustava linearnich rovnic v Z;

Vyresime soustavu linearnich rovnic v Zs s nasledujici rozsirenou
matici. V prvni eliminacni dpravé jsem secetl prvni radek s dru-
hym a dale od tretiho odeéetl dvojnasobek prvniho.

2 3 1 1|4 2 3 1 1|4 2 3 1 1|4
312 2{2|]~10 4 3 3 1]~10 2 1 4|3
4 3 3 1|1 0 2 1 4|3 0 01 0O

Mnozina reseni pridruzené homogenni soustavy M, = ((0, 3,0, 1))
a partikularni reSeni je naprt. (1,4,0,0). VSechny principy line-
arni algebry (o dimenzich, linearnich obalech, bazich) zlstavaji
v platnosti. Rozdil proti lin. prostoru nad R je jen ten, Ze zde
jsou (pod)prostory kone¢né. Napr. M, zde ma pét prvka (vektor je
mozné nasobit jen ¢isly 0, 1, 2, 3, 4,), takze mnozinu reseni mtzeme
zapsat vyétem prvki:

M =1{(1,4,0,0), (1,2,0,1), (1,0,0,2), (1,3,0,3), (1,1,0,4)}
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Polynom nad komutativnim télesem T

je vzorec

AnX” + ap X" T+ +agx + ag

kde a; € T. Tento vzorec vymezuje predpis pro hodnoty zobrazeni
z T do T (za x dosazujeme prvky z télesa T' a dostavame hodnoty
polynomu: prvky z télesa T').

Rovnost polynomu: dva polynomy se rovnaji, kdyz se rovnaji
jejich odpovidajici koeficienty (az na pripadné prebyteéné nulové
koeficienty s nejvys$simi indexy).

Pozor: rovnost neni zaruc¢ena rovnosti zobrazeni T' — T.

Priklad: Polynom x? + 1 nad Z odpovida zobrazeni 0 — 1,1 — 0.
Polynom x3 + 1 odpovida stejnému zobrazeni, ale neni to stejny
polynom.
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Operace s polynomy nad télesem

Soucet, rozdil nebo soucin polynomti nad 7' provedeme jako soucet,
rozdil nebo soucin prislusnych vzorci. Pritom provadime vypocty
s jednotlivymi koeficienty polynomu za pouziti operaci v télese T.

Priklad: Sec¢teme polynomy nad Zs:

(223 +4x°%+2x+1)+(3x%42x) = 2x3+(4+3)x°+(2+2)x+1 = 2x3+2x%+4x+1.

Priklad: Vynasobime polynomy nad Zs:

(203 + 4 + 2 + 1) - (3x% + 2x) =
=(2-3)x°+(4-3)x* +(2-33 +3x% +(2- 2t + (4- 2)x3 +(2- 2)x® + 2x =
= + 2+ + 3%+t + 328 + 4x? + 2x =
=’ +2+Dx* +(1+3)x® +(B+4)x? +2x =

=x® +x% + 40 + 2% + 2
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Casteény podil polynomu

Véta: pro kazdé dva polynomy p, g (¢ nenulovy) existuji jedno-
znacné polynomy r, z tak, ze

Dp=r-q+z,

2) stupen z je mensi nez stupen q.

Algoritmus castecného déleni polynomu polynomem lze pouzit
stejné nad libovolnym télesem. Naucili jsme se ho pouzivat pro
polynomy nad R a nyni jej budeme pouzivat pro polynomy nad
libovolnym télesem. Zaskocit nas muize jen tkon déleni koefici-
entu a koeficientem b, coz je ale v kazdém komutativnim télese
proveditelné jako a - b1
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Priklad: algoritmus ¢asteéného podilu

Vydélime polynomy nad Zs. V tomto pripadé si uvédomime, ze
371 = 2, protoze 3 -2 = 1 modulo 5. TakZe napiiklad prvni krok
algoritmu obsahuje vypoéet 2x% : 322 = (2-3 DNx = (2 - 2)x = 4«

(263 +4x2 +2x+1) : (8x2 +2x) = 4x + 2
—(2x3 + 3x2)

2 +2+1
— (x2 + 4x)

—2x+ 1
Podil danych polynomt roven 4x + 2 a zbytek je —2x + 1 = 3x + 1.
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Operace modulo polynom

Srovnejme dvé tvrzeni:

e Pro kazdé dvé cela c¢isla a, b (b nenulové) existuji cela cislar, z
tak, ze a = rb + z, pritom 0 <z < b. Cislo z je zbytek po déleni a
Cislem b.

e Pro kazdé dva polynomy p, q (¢ nenulovy) existuji polynomy r,
ztak, ze p =r-q + 2z, pritom stz < stq. Polynom z je zbytek po
déleni p polynomem q.

Tak jako mizZeme pro dvé ¢isla najit zbytek po déleni, miiZeme pro

dva polynomy najit zbytek po déleni. Je-li dan nenulovy polynom,

modul g, pak kazdy polynom p muzeme ztotoznit se zbytkem po
déleni p polynomem ¢q. Oznacéime-li z tento zbytek, pak rikame:

p =z modulogq.



BI-LIN, grupy, 17, P. Olsak  [27]

Okruh polynomu modulo polynom

Zvolme nenulovy polynom g stupné n jako modul a prvocislo p.
Symbolem Z,[x])/q oznaéime mnoZinu vSech polynomi nad télesem
Z,, ktera ma stupen mensi nez n. Zavedeme tyto operace:

e Séitani prvki z Z,[x]/q: provedeme jako obvyklé séitani poly-
nomu nad Z,. Stupen souctu je jisté mensi neZz n, takze lezi
v Z,[x])/q. MnoZina Z,[x]/q s timto s¢itdnim zjevné tvoii komuta-
tivni grupu.

e Nasobeni prvki a Z,[x]/q: provedeme obvyklé nasobeni poly-
nomu nad Z,. Pokud stupen vysledku je vétsi nebo roven n, pro-
vedeme navic na vysledek operaci ,modulo polynom g“. Mnozina
Z,[x)/q s timto nasobenim je pologrupa.

Plati distributivni zakony: tj. mnoZina Z,[x]/q s uvedenymi opera-
cemi je okruh.
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Ireducibilni polynom

Polynom q je ireducibilni, pravé kdyz jej nelze rozlozit na soucin
dvou polynomu nizsich stupnd.

Piiklad: Polynom x2+x+1 nad Z, je ireducibilni, protoze kdyby Sel
rozlozit na souéin polynomu nizsich stupnu, pak je to soucin kore-
novych ¢initeld, ale tento polynom v Zs nema koreny (vyzkousejte
postupnym dosazenim éisel 0 a 1).

Pisiklad: Polynom x2 + x + 1 nad Zs je ireducibilni (ze stejnych
davodu).
Pisiklad: Polynom x° + x* + 1 nad Zs je reducibilni, protozZe

RHxt+1=0C+x+1) P +x+1).

V pripadé polynomu stupné 4. a vice nam test existence korent
k rozhodnuti o ireducibilité nepomiize.
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Polynomy modulo ireducibilni polynom

Da se ukazat, Ze pokud je polynom q ireducibilni, pak okruh Z,[x]/q
je téleso, tj. kazdy polynom z mnoziny Z,[x]/qg ma pii operaci na-
sobeni inverzni polynom.

Dtkaz* se da provést anoalogicky, jako s ¢isly. PovSimneme si této
podobnosti:

® p je prvocislo, tj. nelze rozlozit na soué¢in mensich éisel.
¢ g je ireducibilni, tj. nelze rozlozit na souéin polynom® mensich
stupnu.

Je mozné precéist dikaz tvrzeni ze stranky [10] znovu, jen slovo
¢islo nahradime slovem polynom, slovo prvocislo slovem ireduci-
bilni polynom a vyrok ,cislo a je mensi nez b“ vyrokem ,stupen
polynomu p je mensi nez stupen g“.



BI-LIN, grupy, 17, P. Olsak  [30]

Priklad: téleso Zo[x1/(x® +x + 1)

Modul (x2 + x + 1) je ireducibilni. Toto téleso obsahuje:

24 x+ 1}

Zolxlx® +x+1 = {0, 1, x, x+ 1, 2%, x°+ 1, x° +x, x
Scitani prvka provadime jako s¢itani polynomua nad Z,, napriklad:
E+1D)+@2+x)=22+1

Nasobeni prvka provadime jako nasobeni polynomu nad Zs s pii-
padnou dodate¢nou operaci ,modulo x2 + x + 1“. Naptiklad:

x+1)-®+x)=x+x=1 modulo (x® +x + 1)
Vidime, %e prvky x + 1 a x? + x jsou si vzajemné inverzni.
Toto je priklad télesa, ktery obsahuje 8 prvkd, je to tedy GF(23).
e Ma-li ireducibilni modul g stupen n, je Z,[x)/q = GF(p™).
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Priklad: komplexni ¢isla

Polynom x2 + 1 je nad R ireducibilni. Oznaéme symbolem R[x]
vSechny polynomy nad R a dale R[x]/(x? + 1) bude zna¢it mnoZinu
vSech polynomu nejvySe prvniho stupné s obvyklou operaci + a s
operaci ,krat modulo polynom x? + 1“. TakZe

Rix)/(x®>+1)={a + bx; a,b € R}
Dva polynomy v R[x]/(x? + 1) séitame podle pravidla:
(@+bx)+(c+dx)=(a+c)+(b+d)x.
Dva polynomy v R[x]/(x? + 1) nasobime podle pravidla:

(@ + bx) - (¢ + dx) = bdx? + (ad + be)x + ac =
= (ac — bd) + (ad + be)x  modulo x? + 1

Nahrazenim symbolu x symbolem i shledavame, ze
téleso R[x)/(x? + 1) je izomorfni s télesem komplexnich &isel.



