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Grupy, tělesa
• grupa: množina s jednou „rozumnou“ operacı́

• přı́klady grup, vlastnosti

• těleso: množina se dvěma „rozumnými“ operacemi

• přı́klady těles, vlastnosti, charakteristika tělesa

• lineárnı́ prostor nad tělesem

• polynomy nad tělesem

• polynomy modulo polynom
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Reálná čı́sla, inspirace

Na množině R reálných čı́sel máme operaci +. Přitom platı́:

• x + (y + z) = (x + y) + z . . . (asociativnı́ zákon),
• existuje prvek 0 ∈ R takový, že 0 + x = x + 0 = x ∀x ∈ R

. . . (existence neutrálnı́ho prvku),
• ∀x ∈ R existuje opačný prvek y ∈ R tak, že x + y = y + x = 0

. . . (existence opačného prvku, značı́me y = −x),
• x + y = y + x . . . (komutativnı́ zákon).

Na množině R máme také operaci ⋅, která splňuje:

• x ⋅ (y ⋅ z) = (x ⋅ y) ⋅ z . . . (asociativnı́ zákon),
• existuje prvek 1 ∈ R takový, že 1 ⋅ x = x ⋅ 1 = x ∀x ∈ R

. . . (existence jednotkového prvku),
• ∀x ∈ R, x 6= 0 existuje prvek y ∈ R tak, že x ⋅ y = y ⋅ x = 1

. . . (existence inverznı́ho prvku, značı́me y = x−1),
• x ⋅ y = y ⋅ x . . . (komutativnı́ zákon).
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Množina s jednou operacı́: grupoid, grupa

Definice: Předpokládejme množinu G a na nı́ operaci ©.
Dále uvažujme vlastnosti:

(1) x © (y © z) = (x © y) © z ∀x, y, z ∈ G . . . (asociativnı́ zákon),

(2) existuje prvek e ∈ G takový, že e © x = x © e = x ∀x ∈ G
. . . (existence neutrálnı́ho/jednotkového prvku),

(3) ∀x ∈ G existuje prvek y ∈ G tak, že x © y = y © x = e
. . . (existence opačného/inverznı́ho prvku),

(4) x © y = y © x ∀x, y ∈ G . . . (komutativnı́ zákon).

• Množina G s operacı́ © se nazývá grupoid.

• Grupoid, kde platı́ asociativnı́ zákon (1), se nazývá pologrupa.

• Pologrupa s vlastnostmi (2) a (3) se nazývá grupa.

• Grupa, kde platı́ komutativnı́ zákon (4), je komutativnı́ grupa.



BI-LIN, grupy, 17, P. Olšák [4]

Přı́klady

• R s operacı́ + je komutativnı́ grupa.

• R s operacı́ ⋅ je pologrupa, R \ {0} je komutativnı́ grupa.

• Q, Z s operacı́ + jsou komutativnı́ grupy (podgrupy grupy R s +).

• Z \ {0} s operacı́ ⋅ nenı́ grupa (je to pologrupa).

• Množina {e} s operacı́ ©, pro kterou e © e = e, je grupa.

• Množina regulárnı́ch matic s maticovým násobenı́m je grupa.

• Množina ctvercových matic s násobenı́m je pologrupa.

• Množina funkcı́ R → R prostých a na s operacı́ skládánı́ je grupa.

• Množina bijektivnı́ch zobrazenı́ M → M s op. skládánı́ je grupa.

• Množina permutacı́ s operacı́ skládánı́ je grupa

• Množina {0, 1, . . . , m − 1} s operacı́ „+ modulo m“ je grupa.
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Terminologie: jednotkový/neutrálnı́ prvek

Operace komutativnı́ grupy bývá někdy označena symbolem +.
V takovém přı́padě prvek e z vlastnosti (2) grupy se nazývá ne-
utrálnı́ prvek a prvek y z vlastnosti (3) se nazývá opačný prvek.

Neutrálnı́ prvek se v tomto přı́padě značı́ symbolem 0 a opačný
prvek k prvku x se značı́ −x. Operaci a + (−b) značı́me stručněji
a − b a řı́káme ji odečı́tánı́.

Je-li operace grupy označena symbolem ⋅ (krát), pak prvku e
z vlastnosti (2) grupy řı́káme jednotkový prvek a prvku y z vlast-
nosti (3) řı́káme inverznı́ prvek.

Jednotkový prvek v takovém přı́padě značı́me symbolem 1 a in-
verznı́ prvek k prvku x značı́me x−1. Je-li grupa komutativnı́, pak
operaci a ⋅ b−1 značı́me stručněji a/b a řı́káme ji dělenı́.
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Základnı́ vlastnosti grupy

• Neutrálnı́/jednotkový prvek je v grupě jediný.
Kdyby byly dva e, f , pak e = e © f = f , takže nemohou být různé.

• Opačný/inverznı́ prvek existuje ke každému prvku x ∈ G jediný.
Kdyby existovaly y1, y2 tak, že y1 © x = e, x © y2 = e, pak

y1 = y1 © e = y1 © (x © y2) = (y1 © x) © y2 = e © y2 = y2.

• Pologrupa G je grupou právě když pro každé a, b ∈ G existujı́
řešenı́ rovnic

a © x = b, y © a = b.

Náznak důkazu: Je-li G grupa, pak x = a−1 © b a y = b © a−1

jsou řešenı́ uvedených rovnic. Umı́me-li řešit tyto rovnice, pak
jednotkový prvek e je řešenı́ rovnice a © e = a (je třeba ukázat, že
to nezávisı́ na volbě a). Dále inverznı́ prvek k a je řešenı́ a©x = e
(je třeba ukázat, že je to totéž, jako řešenı́ rovnice y © a = e).
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Vlastnosti inverznı́ch prvků grupy

• Jednotkový prvek e má inverznı́ prvek e (je inverznı́ sám sobě).
Skutečně: e = e © e.

• Je-li a−1 invernzı́ prvek k a, je-li dále b−1 inverznı́ prvek k b, pak
inverznı́ prvek k a © b je tvaru b−1 © a−1.
Skutečně:

(b−1 © a−1) © (a © b) = b−1 © (a−1 © a) © b = b−1 © e © b = b−1 © b = e,
(a © b) © (b−1 © a−1) = a © (b © b−1) © a−1 = a © e © a−1 = a © a−1 = e.

• Je-li a−1 inverznı́ k a, pak a je inverznı́ k a−1.
Skutečně: a−1 © a = a © a−1 = e.
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Mocnina

Je-li a ∈ G, pak symbolem ak označme prvek a ©a © · · · ©a (k-krát).

Tvrzenı́: Je-li G konečná komutativnı́ grupa s n prvky, pak pro
každé a ∈ G je

an = e.

Důkaz: Označme G = {g1, g2, . . . , gn} a zvolme a ∈ G. Ukážeme, že

{g1, g2, . . . , gn} = {a © g1, a © g2, . . . , a © gn}.

Zobrazenı́, které přiřadı́ prvku gi prvek a © gi je prosté, protože,
pokud a©gi = a©gj, pak po aplikaci a−1 zleva máme gi = gj. Uvedené
množiny jsou tedy stejně početné a tedy stejné a majı́ tedy stejný
součin všech prvků:

a © g1 © a © g2 © · · · © a © gn = g1 © g2 © · · · © gn = u

Dı́ky komutativnı́mu zákonu se rovnost dá přepsat na an ©u = u a
dokazovaná rovnost plyne aplikacı́ u−1 na obě strany rovnosti.
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Podgrupy

Podgrupa P je podmnožina grupy G se stejnou operacı́, která je
sama grupou. Tj. P musı́ mı́t (stejný) jednotkový prvek a každý
prvek z P musı́ mı́t inverzi v P.

Přı́klady:

• Q a Z je podgrupa grupy R s operacı́ +,

• Q \ {0} je podgrupa grupy R \ {0} s operacı́ ⋅,

• symetrické matice tvořı́ podgrupu čtvercových matic s operacı́ +,

• matice s det = 1 tvořı́ podgrupu regulárnı́ch matic s operacı́ ⋅,

• Sudá čı́sla tvořı́ podgrupu Z s operacı́ +,

• Kladná čı́sla tvořı́ podgrupu grupy R s operacı́ ⋅.
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Vlastnosti pologrupy „krát modulo m“

Předpokládejme množinu {0, 1, 2, . . . , m−1} s operacı́ „krát modulo
m“, tj. a ◦ b = a ⋅ b pro a ⋅ b < m, jinak a ◦ b je zbytek po dělenı́
čı́sla a ⋅b čı́slem m. Je to pologrupa. Tato pologrupa má jednotkový
prvek: 1.

Tvrzenı́: je-li m složené, tj. m = n1 ⋅ n2, (n1 6= 1, n2 6= 1) pak čı́slo
n1 nemá inverznı́ prvek.

Důkaz: v ◦ n1 = z, tj. vn1 = kn1n2 + z, tj. z = n1 (v − kn2), takže z
musı́ být násobek n1 a nemůže tedy být roven jedné.

Tvrzenı́: je-li m prvočı́slo, pak množina {1, 2, . . . , m−1} s operacı́ ◦
je grupa.

Dokážeme*, že každý nenulový prvek a má inverzi. Platı́ totiž, že
{a, 2 ◦ a, . . . , (m − 1) ◦ a} = {1, · · · , m − 1}. Důvod: pro k1 6= k2 je
a ◦ k1 6= a ◦ k2, protože z a (k1 − k2) = km plyne k1 − k2 = k′m (je a
nesoudělné s m). Protože 0 ≤ k1 −k2 < m, musı́ k′ = 0, takže k1 = k2.
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Malá Fermatova věta

Necht’ p je prvočı́slo, necht’ a je přirozené čı́slo, a < p. Pak

ap−1 = 1 (modulo p).

Důkaz: stačı́ si uvědomit, že grupa {1, 2, . . . , p − 1} s operacı́ „krát
modulo p“ má p − 1 prvků a použı́t větu ze stránky [8].
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Množina se dvěma operacemi: okruh, těleso

Definice: Okruh je množina T s operacemi + a ⋅, pro které platı́:

(1) T s operacı́ + je komutativnı́ grupa (neutrálnı́ prvek značı́me 0),

(2) T s operacı́ ⋅ je pologrupa,

(3) ∀ x, y, z ∈ T platı́ x ⋅ (y+z) = (x ⋅ y)+ (x ⋅ z), (y+z) ⋅ x = (y ⋅ x)+ (z ⋅ x).
. . . (distributivnı́ zákon).

Definice: Těleso je množina T s operacemi + a ⋅, pro které platı́:

(1) T s operacı́ + je komutativnı́ grupa (neutrálnı́ prvek značı́me 0),

(2) T \ {0} s operacı́ ⋅ je grupa (jednotkový prvek značı́me 1),

(3) ∀ x, y, z ∈ T platı́ x ⋅ (y+z) = (x ⋅ y)+ (x ⋅ z), (y+z) ⋅ x = (y ⋅ x)+ (z ⋅ x).
. . . (distributivnı́ zákon).

Pozorovánı́: Každé těleso musı́ mı́t aspoň dva prvky: 0 a 1.
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Varianty okruhů a těles

Předpokládejme množinu T s vlastnostmi (1) a (3).

• Je-li T s operacı́ ⋅ komutativnı́ pologrupa, pak T se nazývá ko-
mutativnı́ okruh.

• Je-li T s operacı́ ⋅ pologrupa a má-li jednotkový prvek, pak T se
nazývá okruh s jednotkou.

• Je-li T s operacı́ ⋅ komutativnı́ pologrupa a má-li jednotkový
prvek, pak T se nazývá komutativnı́ okruh s jednotkou.

• Je-li T \ {0} s operacı́ ⋅ komutativnı́ grupa, pak T se nazývá
komutativnı́ těleso.

Poznámčička: přı́klad nekomutativnı́ho tělesa (kvaterniony) pro
nedostatek mı́sta vynecháme. Všechna ostatnı́ tělesa, o kterých
budeme mluvit, jsou komutativnı́ tělesa. Takže slovo „komuta-
tivnı́ “ nebudeme v přı́padě těles nadále zdůrazňovat.



BI-LIN, grupy, 17, P. Olšák [14]

Přı́klady

• Množina reálných čı́sel s operacemi + a ⋅ tvořı́ těleso.

• Množiny Q a C s operacemi + a ⋅ jsou také tělesa.

• Množina Z s operacemi + a ⋅ je to komutativnı́ okruh s jednotkou.

• Množina sudých celých čı́sel s + a ⋅ je komutativnı́ okruh.

• Množina regulárnı́ch matic s operacemi + a ⋅ nenı́ těleso ani
okruh, protože součet dvou reg. matic nemusı́ být regulárnı́.

• Množina čtvercových matic (stejného typu) s operacemi + a ⋅ je
nekomutativnı́ okruh s jednotkou. Nenı́ to těleso.

• Množina {0, 1} s operacemi 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0,
0 ⋅ a = a ⋅ 0 = 0, 1 ⋅ a = a ⋅ 1 = a, tvořı́ těleso.

• Množina {0, 1, . . . , p − 1} s operacemi „+ modulo p“ a „krát mo-
dulo p“ tvořı́ těleso, právě když je p prvočı́slo. Jinak je to okruh.
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Konečná (Galoisova) tělesa

Dá se ukázat, že pokud je těleso T konečné, pak nastává jen jedna
z následujı́cı́ch možnostı́:

• T = {0, 1, 2, . . . , p − 1} s operacı́ „+ modulo p“ a „krát modulo p“,
kde p je prvočı́slo. Toto těleso se značı́ Zp a má p prvků.

• T je množina všech polynomů nad Zp stupně menšı́ho než n
s operacemi „plus a krát modulo ireducibilnı́ polynom stupně n“.
Toto těleso má pn prvků, podrobněji se k němu vrátı́me za chvı́li.

Jiné konečné těleso (až na izomorfismus) neexistuje. Konečná tě-
lesa se někdy značı́ GF(pn), kde argument informuje o počtu prvků
tělesa a GF je zkratka pro „Galois field“.

Přı́klady: neexistuje těleso, které má 6 prvků. Existuje ale těleso,
které má 8 prvků: GF(23) nebo 9 prvků: GF(32).

Z5 je těleso, ale Z8 nenı́ těleso (je to jen okruh).
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Základnı́ vlastnosti tělesa

• Pro libovolné a, b ∈ T je: a ⋅ b = 0, právě když a = 0 nebo b = 0.
Důkaz: Necht’ a 6= 0 a b 6= 0. Pak a ⋅ b 6= 0 z vlastnosti (2) definice
tělesa. Obráceně: BÚNO a = 0, ukážeme, že 0 ⋅ b = 0. Platı́:

0 ⋅ b = (0 + 0) ⋅ b = 0 ⋅ b + 0 ⋅ b.

Přičtenı́m − (0 ⋅ b) k oběma stranám rovnosti máme 0 = 0 ⋅ b.

• Jestliže existuje konečný počet jedniček, které v součtu dajı́ nulu,
je nejmenšı́ takový počet prvočı́slo.
Důkaz: Nejmenšı́ počet jedniček, které dajı́ v součtu nulu, ozna-
čı́m λ . Pro spor budiž λ = m ⋅ n, m < λ , n < λ . Pak(

m

∑
1

1

)
⋅

(
n

∑
1

1

)
=

m n

∑
1

1 =
λ

∑
1

1 = 0

takže (dle předchozı́ vlastnosti) musı́ být aspoň jedna závorka
nulová. Tj. existuje menšı́ počet jedniček, které majı́ součet nula.
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Charakteristika tělesa

Definice: Charakteristika tělesa λ je nejmenšı́ počet jedniček,
které dajı́ v součtu nulu. Pokud konečný počet jedniček s touto
vlastnostı́ neexistuje, klademe λ = 0.

Přı́klady:

• Tělesa Q, R, C majı́ charakteristiku λ = 0.

• Těleso Zp (p prvočı́slo) má charakteristku λ = p.

Pozorovánı́: z předchozı́ stránky vı́me, že charakteristika tělesa
je rovna prvočı́slu (je-li konečná).

Tvrzenı́:

• Je-li p charakteristika tělesa, pak (a + b)p = ap + bp.

• V tělese Zp dokonce platı́: ap = a (dı́ky malé Fermatově větě).

• V obecném tělese s charakteristikou p ovšem neplatı́ ap = a.
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Znovu definice lineárnı́ho prostoru

Definice: Lineárnı́ prostor nad tělesem T je neprázdná množina L
s operacemi + : L × L → L a ⋅ : T × L → L, které splňujı́ vlastnosti:

(+) L s operacı́ + je komutativnı́ grupa, nulový prvek značı́me −→o ,

(A) α ⋅ (β ⋅
−→x ) = (α ⋅ β ) ⋅

−→x pro všechna −→x ∈ L, α, β ∈ T,

(B) α ⋅ (−→x +−→y ) = α ⋅
−→x + α ⋅

−→y pro všechna −→x ,−→y ∈ L, α ∈ T,

(C) (α + β ) ⋅
−→x = α ⋅

−→x + β ⋅
−→x pro všechna −→x ∈ L, α, β ∈ T,

(D) 1 ⋅
−→x = −→x pro všechna −→x ∈ L.

Pozorovánı́: Pro T = R se definice shoduje s původnı́ definicı́ lin.
prostoru. Stačı́ ověřit, že platı́ (7): 0 ⋅

−→x = −→o pro všechny −→x ∈ L:

0 ⋅
−→x = (0 + 0) ⋅

−→x = 0 ⋅
−→x + 0 ⋅

−→x ,

k této rovnosti přičteme − (0 ⋅
−→x ) a dostáváme −→o = 0 ⋅

−→x .
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Aritmetický lineárnı́ prostor Tn

je analogiı́ lineárnı́ho prostoru Rn. Množina Tn je množinou všech
uspořádaných n-tic prvků z tělesa T s operacemi sčı́tánı́ n-tic a
násobenı́ n-tice skalárem z T, které jsou definovány takto:

(1) (a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn),

(2) α ⋅ (a1, a2, . . . , an) = (α ⋅ a1, α ⋅ a2, . . . , α ⋅ an).

Pozorovánı́: Tento lineárnı́ prostor má bázi

(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1),

takže má dimenzi n.

Je-li T konečné těleso, které má m prvků, pak celkový počet vek-
torů v Tn je mn.

Každý podprostor prostoru Tn dimenze k má mk prvků, protože
existuje mk různých lineárnı́ch kombinacı́ báze.
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Přı́klad: lineárnı́ prostor Zn
2

je lineárnı́ prostor uspořádaných n-tic jedniček a nul nad těle-
sem Z2. Prvky tělesa Z2 = {0, 1} sčı́táme podle pravidla

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0

a vektory (uspořádané n-tice) sčı́táme a násobı́me po složkách, jako
na předchozı́ stránce. Jmenovitě pro libovolný −→u ∈ Zn

2 je 1 ⋅
−→u = −→u

a 0 ⋅
−→u = −→o . S jinými skaláry nepracujeme.
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Přı́klad: soustava lineárnı́ch rovnic v Z5

Vyřešı́me soustavu lineárnı́ch rovnic v Z5 s následujı́cı́ rozšı́řenou
maticı́. V prvnı́ eliminačnı́ úpravě jsem sečetl prvnı́ řádek s dru-
hým a dále od třetı́ho odečetl dvojnásobek prvnı́ho.2 3 1 1 4

3 1 2 2 2
4 3 3 1 1

 ∼

2 3 1 1 4
0 4 3 3 1
0 2 1 4 3

 ∼

2 3 1 1 4
0 2 1 4 3
0 0 1 0 0


Množina řešenı́ přidružené homogennı́ soustavy M0 = 〈(0, 3, 0, 1)〉
a partikulárnı́ řešenı́ je např. (1, 4, 0, 0). Všechny principy line-
árnı́ algebry (o dimenzı́ch, lineárnı́ch obalech, bázı́ch) zůstávajı́
v platnosti. Rozdı́l proti lin. prostoru nad R je jen ten, že zde
jsou (pod)prostory konečné. Např. M0 zde má pět prvků (vektor je
možné násobit jen čı́sly 0, 1, 2, 3, 4,), takže množinu řešenı́ můžeme
zapsat výčtem prvků:

M = {(1, 4, 0, 0), (1, 2, 0, 1), (1, 0, 0, 2), (1, 3, 0, 3), (1, 1, 0, 4)}
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Polynom nad komutativnı́m tělesem T

je vzorec
anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0

kde ai ∈ T. Tento vzorec vymezuje předpis pro hodnoty zobrazenı́
z T do T (za x dosazujeme prvky z tělesa T a dostáváme hodnoty
polynomu: prvky z tělesa T).

Rovnost polynomů: dva polynomy se rovnajı́, když se rovnajı́
jejich odpovı́dajı́cı́ koeficienty (až na přı́padné přebytečné nulové
koeficienty s nejvyššı́mi indexy).

Pozor: rovnost nenı́ zaručena rovnostı́ zobrazenı́ T → T.

Přı́klad: Polynom x2 + 1 nad Z2 odpovı́dá zobrazenı́ 0 → 1, 1 → 0.
Polynom x3 + 1 odpovı́dá stejnému zobrazenı́, ale nenı́ to stejný
polynom.
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Operace s polynomy nad tělesem

Součet, rozdı́l nebo součin polynomů nad T provedeme jako součet,
rozdı́l nebo součin přı́slušných vzorců. Přitom provádı́me výpočty
s jednotlivými koeficienty polynomů za použitı́ operacı́ v tělese T.

Přı́klad: Sečteme polynomy nad Z5:

(2x3+4x2+2x+1)+(3x2+2x) = 2x3+(4+3)x2+(2+2)x+1 = 2x3+2x2+4x+1.

Přı́klad: Vynásobı́me polynomy nad Z5:

(2x3 + 4x2 + 2x + 1) ⋅ (3x2 + 2x) =
= (2 ⋅ 3)x5 + (4 ⋅ 3)x4 + (2 ⋅ 3)x3 + 3x2 + (2 ⋅ 2)x4 + (4 ⋅ 2)x3 + (2 ⋅ 2)x2 + 2x =

= x5 + 2x4 + x3 + 3x2 + 4x4 + 3x3 + 4x2 + 2x =
= x5 + (2 + 4)x4 + (1 + 3)x3 + (3 + 4)x2 + 2x =

= x5 + x4 + 4x3 + 2x2 + 2x
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Částečný podı́l polynomů

Věta: pro každé dva polynomy p, q (q nenulový) existujı́ jedno-
značně polynomy r, z tak, že
1) p = r ⋅ q + z,
2) stupeň z je menšı́ než stupeň q.

Algoritmus částečného dělenı́ polynomu polynomem lze použı́t
stejně nad libovolným tělesem. Naučili jsme se ho použı́vat pro
polynomy nad R a nynı́ jej budeme použı́vat pro polynomy nad
libovolným tělesem. Zaskočit nás může jen úkon dělenı́ koefici-
entu a koeficientem b, což je ale v každém komutativnı́m tělese
proveditelné jako a ⋅ b−1.
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Přı́klad: algoritmus částečného podı́lu

Vydělı́me polynomy nad Z5. V tomto přı́padě si uvědomı́me, že
3−1 = 2, protože 3 ⋅ 2 = 1 modulo 5. Takže napřı́klad prvnı́ krok
algoritmu obsahuje výpočet 2x3 : 3x2 = (2 ⋅ 3−1) x = (2 ⋅ 2) x = 4x

(2x3 + 4x2 + 2x + 1) : (3x2 + 2x) = 4x + 2
− (2x3 + 3x2)

x2 + 2x + 1
− (x2 + 4x)

−2x + 1

Podı́l daných polynomů roven 4x + 2 a zbytek je −2x + 1 = 3x + 1.
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Operace modulo polynom

Srovnejme dvě tvrzenı́:

• Pro každé dvě celá čı́sla a, b (b nenulové) existujı́ celá čı́sla r, z
tak, že a = rb + z, přitom 0 ≤ z < b. Čı́slo z je zbytek po dělenı́ a
čı́slem b.

• Pro každé dva polynomy p, q (q nenulový) existujı́ polynomy r,
z tak, že p = r ⋅ q + z, přitom st z < st q. Polynom z je zbytek po
dělenı́ p polynomem q.

Tak jako můžeme pro dvě čı́sla najı́t zbytek po dělenı́, můžeme pro
dva polynomy najı́t zbytek po dělenı́. Je-li dán nenulový polynom,
modul q, pak každý polynom p můžeme ztotožnit se zbytkem po
dělenı́ p polynomem q. Označı́me-li z tento zbytek, pak řı́káme:

p = z modulo q.
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Okruh polynomů modulo polynom

Zvolme nenulový polynom q stupně n jako modul a prvočı́slo p.
Symbolem Zp[x]/q označı́me množinu všech polynomů nad tělesem
Zp, která má stupeň menšı́ než n. Zavedeme tyto operace:

• Sčı́tánı́ prvků z Zp[x]/q: provedeme jako obvyklé sčı́tánı́ poly-
nomů nad Zp. Stupeň součtu je jistě menšı́ než n, takže ležı́
v Zp[x]/q. Množina Zp[x]/q s tı́mto sčı́tánı́m zjevně tvořı́ komuta-
tivnı́ grupu.

• Násobenı́ prvků a Zp[x]/q: provedeme obvyklé násobenı́ poly-
nomů nad Zp. Pokud stupeň výsledku je většı́ nebo roven n, pro-
vedeme navı́c na výsledek operaci „modulo polynom q“. Množina
Zp[x]/q s tı́mto násobenı́m je pologrupa.

Platı́ distributivnı́ zákony: tj. množina Zp[x]/q s uvedenými opera-
cemi je okruh.
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Ireducibilnı́ polynom

Polynom q je ireducibilnı́, právě když jej nelze rozložit na součin
dvou polynomů nižšı́ch stupňů.

Přı́klad: Polynom x2+x+1 nad Z2 je ireducibilnı́, protože kdyby šel
rozložit na součin polynomů nižšı́ch stupňů, pak je to součin koře-
nových činitelů, ale tento polynom v Z2 nemá kořeny (vyzkoušejte
postupným dosazenı́m čı́sel 0 a 1).

Přı́klad: Polynom x3 + x + 1 nad Z2 je ireducibilnı́ (ze stejných
důvodů).

Přı́klad: Polynom x5 + x4 + 1 nad Z2 je reducibilnı́, protože

x5 + x4 + 1 = (x3 + x + 1) ⋅ (x2 + x + 1).

V přı́padě polynomu stupně 4. a vı́ce nám test existence kořenů
k rozhodnutı́ o ireducibilitě nepomůže.
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Polynomy modulo ireducibilnı́ polynom

Dá se ukázat, že pokud je polynom q ireducibilnı́, pak okruh Zp[x]/q
je těleso, tj. každý polynom z množiny Zp[x]/q má při operaci ná-
sobenı́ inverznı́ polynom.

Důkaz* se dá provést anoalogicky, jako s čı́sly. Povšimneme si této
podobnosti:

• p je prvočı́slo, tj. nelze rozložit na součin menšı́ch čı́sel.

• q je ireducibilnı́, tj. nelze rozložit na součin polynomů menšı́ch
stupňů.

Je možné přečı́st důkaz tvrzenı́ ze stránky [10] znovu, jen slovo
čı́slo nahradı́me slovem polynom, slovo prvočı́slo slovem ireduci-
bilnı́ polynom a výrok „čı́slo a je menšı́ než b“ výrokem „stupeň
polynomu p je menšı́ než stupeň q“.
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Přı́klad: těleso Z2[x]/(x3 + x + 1)

Modul (x3 + x + 1) je ireducibilnı́. Toto těleso obsahuje:

Z2[x]/x3 + x + 1 = {0, 1, x, x + 1, x2, x2 + 1, x2 + x, x2 + x + 1}

Sčı́tánı́ prvků provádı́me jako sčı́tánı́ polynomů nad Z2, napřı́klad:

(x + 1) + (x2 + x) = x2 + 1

Násobenı́ prvků provádı́me jako násobenı́ polynomů nad Z2 s přı́-
padnou dodatečnou operacı́ „modulo x3 + x + 1“. Napřı́klad:

(x + 1) ⋅ (x2 + x) = x3 + x = 1 modulo (x3 + x + 1)

Vidı́me, že prvky x + 1 a x2 + x jsou si vzájemně inverznı́.

Toto je přı́klad tělesa, který obsahuje 8 prvků, je to tedy GF(23).

• Má-li ireducibilnı́ modul q stupeň n, je Zp[x]/q = GF(pn).
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Přı́klad: komplexnı́ čı́sla

Polynom x2 + 1 je nad R ireducibilnı́. Označme symbolem R[x]
všechny polynomy nad R a dále R[x]/(x2 + 1) bude značit množinu
všech polynomů nejvýše prvnı́ho stupně s obvyklou operacı́ + a s
operacı́ „krát modulo polynom x2 + 1“. Takže

R[x]/(x2 + 1) = {a + bx; a, b ∈ R}

Dva polynomy v R[x]/(x2 + 1) sčı́táme podle pravidla:

(a + bx) + (c + dx) = (a + c) + (b + d)x.

Dva polynomy v R[x]/(x2 + 1) násobı́me podle pravidla:

(a + bx) ⋅ (c + dx) = bdx2 + (ad + bc)x + ac =
= (ac − bd) + (ad + bc)x modulo x2 + 1

Nahrazenı́m symbolu x symbolem i shledáváme, že
těleso R[x]/(x2 + 1) je izomorfnı́ s tělesem komplexnı́ch čı́sel.


