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Euklides
Euklides (jiny preklad: Eukleides) byl recky matematik (kolem
roku 300 pr. n. L.).

Hlavni dilo: Euklidovy Zdklady (ve 13 kapitolach). Po Bibli nejvice
publikované dilo az do 19. stoleti.

Pokusil se o presné formalni vyjadiovani, vybudoval geometrii
systémem definice, véta, dikaz. Pokusil se definovat i nedefinova-
telné:

¢ bod je to, co nema casti,

e krivka je délka bez sirky,

e primka je kiivka s body, ktera lezi rovné,

¢ rozdélenim primého uhlu na dva stejné vznika dhlel pravy,
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Euklidovy postulaty (axiomy)

Euklides si uvédomil, Ze néktera tvrzeni nelze dokazat, je nutné
je predpokladat. Formuloval pét tzv. postulati:

e Dva body uréuji jedinou usecku, ktera v téch bodech kondi.

e Kazda tisecka muze byt prodlouzena tak, ze vznikne opét usec¢ka.
¢ Je mozné nakreslit kruznici s libovolnym stredem a polomérem.
e VSechny pravé uhly jsou si rovny.

o Jestlize primka protina dvé primky tak, Ze vnitini thly na téze
strané jsou mensi nez dva pravé uhly, pak se tyto dvé primky
protnou na stejné strané, na které jsou ihly mensi nez dva pravé.
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Otazniky kolem patého axiomu

Paty axiom je formulovan slozité, je v geometrii nutny?

Ukazalo se, ze paty axiom je (za predpokladu platnosti prvnich
¢tyr) ekvivalentni s nasledujicimi tvrzenimi:

e Danym bodem lze k dané primce vést jedinou rovnobézku.

¢ Trojihelniky maji soucet vnitinich uhla 180°.

¢ Plati Pythagorova véta.

Pozdéji se ukazalo (Gauss, Lobacevskij, Riemann), ze uziteéna
je i geometrie bez patého axiomu (tzv. neeuklidovska geometrie).
Napriklad dvourozmérna geometrie na sfére: trojuhelniky maji
soucet uhll vétsi nez 180°, kazdé dvé ,,primky” (nejkratsi spojnice
dvou bodt prodlouzené na obou koncich) se protinaji, tj. neexistuje
rovnobézka. Neplati Pythagorova véta.
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Euklidovsky prostor dnes

V euklidovském prostoru chceme pracovat s primkami (to umime
v afinnim prostoru), dale chceme v rovinach vymezit kruznice.
K tomu potrebujeme meérit vzdalenosti. Potrebujeme tedy met-
ricky prostor. Metrika musi byt odvozena z Pythagorovy véty (ji-
nak by tato véta neplatila a neplatil by paty Euklidav axiom). Tuto
vlastnost spliuje metrika odvozena ze skalarniho soucinu. Ko-
necné v euklidovském prostoru potiebujeme mérit ihly. K tomu
také slouzi skalarni souéin. Dnesni definice euklidovského pro-
storu je tedy nasledujici:

Definice: Euklidovsky prostor E, je afinni prostor (X, V) dimen-
ze n, pritom V je linearni prostor se skalarnim souéinem. Z tohoto
soufinu je odvozena norma a metrika na V. Metrika na X je defi-
novana takto: vzdalenost boda P, @ je rovna velikosti vektoru P-@).
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Zakladni objekty v euklidovském prostoru

e Piimka:p={A+ts,te R}, kdeAe X, 5V, 5 #0.

Primka je tedy dana bodem A, kterym prochazi a nenulovym smeé-

rovym vektorem 's’. Mtze byt téz ddana dvéma body A a B:
p={A+t(B-A), te R}.

e Usedka s koncovymi body A, B: u={A+t(B-A), t € {0, 1)}.
e KruzZnice se stiredem S a polomérem r: & ={X, p(S,X) =r}.

Kruznici lze takto definovat jen v E5 (dimenzi 2). Pro vétsi dimenze
je uvedena mnozina povrchem n-rozmeérné koule.

. — A — 77 .
e Rovina:oc={A+ta+ub,t,uec R}, Ae X, a, b € VjsouLN.
Rovina je dana bodem a dvéma nezavislymi sméry.

e Zobecnéna rovina (afinni podprostor): 1 =A +{a’1,..., az),
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Vztahy mezi primkami

Dveé primky p = {A1 +ts1, t € Rl aqg = {Ay+tS,y, t € R}
jsou totozné, pravé kdyz vektory Ag —A; a 5’1 jsou LZ a souéasné
smérové vektory s 1, 59 jsou LZ.

Dveé piimky p = {A;+ts 1, t€ R}aqg={Ay+t59, t € R} jsou
rovnobézné, pravé kdyz nejsou totozné a vektory s’ 1, o jsou LZ.

Dveé piimky p = {A;1 +ts1, t€ Rlaqg={As+t59, t € R} leZi ve
spoledné roviné, pravé kdyz vektory Ay — A1, 51, S 2 jsou LZ.
Dveé primky jsou riznobézky (protinaji se v jednom bodé), prave
kdyz lezi ve spole¢né roviné a nejsou totozné ani rovnobézné.
Dvé primky jsou mimobézZky (mijeji se v prostoru), pravé kdyz

nelezi ve spoleéné roviné.

Uvedené vztahy rozpozname algebraickymi metodami: vySetie-
nim linearni zavislosti nebo nezavislosti vektort.
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Priklad

Najdeme parametr a € R takovy, aby se piimky
p=01,2,3)+{2,2,5)aq =(4,3,7) +{(3,a, 1)) protinaly.

Resent: Primky nejsou rovnobézné ani totozné, protoze jejich smé-
rové vektory jsou linearné nezavislé. Aby tyto primky byly rtz-
nobézkami, musi byt vektory (3, 1,4),(2,2,5),(3,a, 1) lienarné za-
vislé, takze kdyz jejich souradnice zapiSeme do radkt matice A,
musi mit tato matice nulovy determinant:

3 1 4
det| 2 2 5| =-5-7a=0.
3 a 1

5
Tak?z =—.
akze a =--
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Zobecnéna rovina: afinni podprostor

Je ddn bod A € X a linedrné nezavislé vektory Wi, Wa,..., U}
v afinim prostoru (X, V). Mnoziné
— = —
M=A+<LL1, Uo,..., uk>

rikame zobecnénd rovina. Ma dimenzi k.
Zobecnéna rovina dimenze 1 je primka.
Zobecnéna rovina dimenze 2 je ,,skute¢na“ rovina.

Pojem zobecnéna rovina tedy zahrnuje pojmy primka a rovina do-
konce pro linearni prostory libovolné dimenze n. Zobecnéna rovina
je podprostor v afinnim prostoru (X, V).

Piesnéji, ptioznaéeni W = (W1, Wa, ..., Uy je dvojice (M, W) afinni
podprostor: operace afinniho prostoru jsou na mnoziné M a line-
arnim podprostoru W uzavreny.
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Vzajemna poloha zobecnénych rovin

Oznatme U =W, Wa,..., upyaV ={(V1,V9,..., Um). Necht A
a B jsou body v afinnim prostoru (X,V) a necht jsou dany dvé
zobecnéné roviny M =A+UaN=B+V.

e M a N jsou totozné, prave kdyz U =V aA-Be U.
o M je obsazena v N,prave kdyzU cV aA-BeV.

Dalsi pojmy se tykaji jen zobecnénych rovin M a N takovych, zZe
zadna neni obsazena v druhé.

e M je rovnobéznd s N, pravé kdyz U c V nebo V c U.
e Zobecnéné roviny M a N se protinaji, pravé kdyzA—-B € (UuUYV).

e Zobecnéné roviny jsou mimobézZné, pravé kdyz nejsou rovno-
bézné a neprotinaji se.

* M a N jsou na sebe kolmé, pravé kdyz u; - v'; = 0 pro vSechna
e {1,....,k}Yaje{l1,...,. m}
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Kartézsky souradny systém

Necht E,, = (X, V) je euklidovsky prostor. Kartézsky souradny sys-
tém tohoto prostoru je souradnicovy systém (O, B) afinniho pro-
storu (X, V) takovy, ze baze (B) je ortonormalni.

Necht (x1,x9,...,%,) @ (y1,¥2,...,¥,) jsou souifadnice vektorti x
a y vzhledem ke kartézkému souradnému systému. Pak

— =
X -y = X1Yy1+X2y2+ - +XnYn,
> = 2 2 ... 2
||| = \/x1+x2+ + x5,
Necht (a1,a9,...,a,) a (a@},a,,...,a,) jsou souradnice boda A a A’

vzhledem ke kartézkému souradnému systému. Pak vzdalenost
téchto bodt se pocita ,podle Pythagorovy véty*:

PA,A) = JA-AT = \/(@1-ap?+(@z—ap? + -+ (an —ap)?.
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Idea analytické geometrie
Geometrické tulohy lze resit algebraicky prechodem k souradnicim
vzhledem ke kartézskému souradnému systému.

Geometrické konstrukce pravitkem a kruzitkem v roviné sestavaji
z téchto elementarnich dukonu:

¢ najit prusecik dvou primek (pokud existuje),
¢ najit prisecik primky s kruznici (pokud existuje),
* najit prusecik dvou kruznic (pokud existuje).

VsSechny tyto ukoly lze prevést na vypocet souradnic hledanych
prusec¢ikt vzhledem ke kartézskému souradnicovému systému,
pokud jsou dany souradnice vychozich objektl (souradnice bodu a
smérového vektoru primky, souradnice stredu a hodnota poloméru
kruznice).
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Priklad: prusecik primek

V E, jsou dany primky p = (1,2) +((3,4)) a g = (2,0) +((1, 3)).
Vektory a body jsou dany v kartézskych souradnicich. Najdeme
prusecik primek p, q.

Protoze smérové vektory (3,4) a (1,3) jsou linearné nezavislé,
primky se protinaji (v E9 neexistuji mimobézky). Priise¢ik najdeme
v misté, pro které nastava rovnost:

(1,2)+t(3,4) =(2,0) +u (1, 3)

To vede na soustavu dvou linearnich rovnic s neznamymi ¢, u. Ta
ma TeSeni ¢t = 1, u = 2, takze prusecik je v bodé

P=(1,2)+1-(3,4) =(4,6).
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Priklad: prusecik primky a kruznice
V E; je dana primka p = (1, 2) + ((3,4)) a kruznice k& se stredem
(1,1) a polomérem 3. Najdeme jejich pruaseciky.
Vzdalenost stredu kruznice od bodu (1, 2) + ¢ (3, 4) na piimce je

F£) = VA +3t-12+2+4t-1)2 = V25:2+ 8t + 1

Priaseéik nastava v misté, kde (F(¢))? = 32, neboli

8+ /54
25t% + 8t —8 = 0, t1,2=82—55,

takze jsme nasli dva pruaseciky:

—8+\/7(34) <1 3v54 18 4@)

25 95" 25 ° 25 925

(1,2) +

(1,2) +

-8—-+v9H (3 4) = 1 3vdo4 18 4vi4
25 25 25 7 25 25 |
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Priklad: prusec¢ik dvou kruznic

Jsou dany kruznice k; se stfredem (1, 1) a polomérem 3 a kruznice
ko se stiredem (3, 4) a polomérem 2. Najdeme jejich priseciky.

Priseéik ma souradnice (x,y), které vyhovuji dvéma rovnicim:

(x—1)2?+(y—-1)7% =32

(x—3)% + (y—4)% = 22
Odectenim rovnic dostavame linearni rovnici 2x + 3y = 14. Dosa-
zenim x = 7 — %y do prvni rovnice dostavéme kvadratickou rovnici
13y%2-80y+112 = 0, ktera ma FeSeniy; = 4, ys = %. Pouzitim vzorce
x="17 —%y dostavame x; = 1 axs = 22, takze hledané priseéiky jsou

13>
49 28)

P1=(1>4)9 P2=(1_3>1_3
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Nekopirovat vzdy konstrukeci vypoctem

Ne vzdy se vyplati postupovat stejné jako pii resSeni uloh pravit-
kem a kruzitkem jen vypoctem souiadnic postupné vznikajicich
pruseéiki.

Napriklad sestrojeni kolmice na danou primku p prochazejici da-
nym bodem P udélame kruzitkem tak, zZe zapichneme kruzitko
s dostatecné velkym polomérem do P a najdeme pruseciky na p.
Pak pichneme kruzitko do téchto prisecikti se shodnym polomeé-
rem vétsSim nez polovina vzdalenosti prisecikt a najdeme prise-
¢iky kruznic. Jejich spojnice je hledana kolmice.

Analyticky ale stadf kolmici vyjad¥it jako P + (), pFidemz 5 je
vektor kolmy na smérovy vektor primky p. Kolmy vektor k vektoru
v roviné 3 = (u,v) je vektor §© = (—v, ), protoze skalarni souéin
téchto dvou vektort je nulovy.
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Dva popisy zobecnéné roviny v E,,, n >3

Zobecnéna rovina M muze byt zadana dvéma zptsoby:
e Bodem a smérovymi vektory: M = A +{W 1, Wo,..., Wp).

e Soustavou linearnich rovnic Bx = b takovou, Ze souradnice
vSech bodt zobecnéné roviny M tvori mnozinu jejich reSeni. Tuto
soustavu nazyvame soustavou zobecnéné roviny M.

Tyto dva popisy umime prevadét jeden na druhy:

e Je-li dana soustava zobecnéné roviny, pak jeji smérové vektory
jsou bazové vektory pridruzené homogenni soustavy Bx = o a
bod A je partikularni reSeni soutavy.

e Je-li dana zobecnéna rovina smérovymi vektory, pak zapiSeme
jejich souradnice do radkt matice A a vyreSime Ax = o. Bazi
reSeni zapiSeme do radklt matice B a pravou stranu zjistime
dosazenim souradnic bodu A za neznamy vektor x.
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Priklady popisu prrimky a roviny v E3

Piimka: Je popsdna bodem a smérovym vektorem A + (3. Casto
se tento popis rozepisuje do souradnic jako

xX=a1+ts1, y=ag+tsy, z=ag+tss, te R.

Primku mizZeme také popsat soustavou dvou rovnic Bx = b. Neni
to typické, ale predvedeme si to. Bazi reseni soustavy s jednou
rovnici s; x+s9y +s3z = 0 oznacime (w1, usg, u3), (v1,ve,v3). Hledana
soustava ma pak matici obsahujici tyto dva radky a pravou stranu:

bl=u1a1+u2ag+u3a3, bz=01a1+02a2+03a3.

Rovina: Je popsdna dvéma smérovymi vektory A + (w, vV’). Vy-
reSenim homogenni soustavy dvou rovnic se souradnicemi téchto
vektoru v radcich matice dostavame bazovy vektor (n1,n9,n3). Ro-
vinu pak muzeme popsat rovnici roviny

nix+ngsy+nsz=d, kde d=n;ai+ngsas+nsas.
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Pruseciky zobecnénych rovin

Dvé zobecnéné roviny se mohou protinat. Prinik pak tvori bod
nebo zobecnénou rovinu. Jak tento prinik nalezneme?

Sestavime soustavu prvni zob. roviny Bx = b a druhé zob. roviny
B'x = b'. Resime pak soustavu, ktera vznikne slouc¢enim téchto
dvou soustav. Soustava ma rozsirenou matici

B b
B | b

a jeji reSeni popisuje prunik danych zobecnénych rovin.

Priklad: Prinik dvou rovin ax + by +cz =d aa'x+by+c'z =d’
najdeme jako reseni soustavy

d

d/

ax+by+cz

a'x+by+cz
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Priklad: prusecik primky s rovinou
Je dana primka p = (1,2, 3) +{(2,2, 1)) a rovina
M=(2,3,4)+(3,3,1),(3,4,3)) v E5. Najdeme jejich prusecik.

Podle predchozi stranky bychom mohli piimku p popsat dvéma
rovnicemi a rovinu M treti rovnici a pak vyresit soutavu téchto tii
rovnic. OvSem v tomto pripadé se vétSinou postupuje jinak:

Rovnice roviny M ma tvar 5x — 6y + 3z = 4 a primka p ma pa-
rametrické vyjadieni x = 1+ 2¢,y = 2 + 2t, z = 3 + t. Dosadime
parametrické vyjadreni primky do rovnice roviny:

5(1+2t)-6(2+2¢)+3(3+1¢)=4.
Tato rovnice s jednou proménnou ma reSeni ¢ = 2. Prasecik je

P=(1,2,3)+2(2,2,1) = (5,8,5).
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Kolmice k zobecnéné rovineé v £,

Je dana zobecnéna rovina dimenze k:
— = —
M=A+(u1, Uug,..., uk)

Kolmice k M vedena z bodu B je zobecnéna rovina N dimenze n—k,
kterou lze zapsat ve tvaru

N=B+<71,72,...,7k>J‘=B+<?1,72,...,7n_k>.

pricemZ vektory Vi, U'g,..., U, ziskdme nésledovné: Zvolime
kartézsky souradny systém a souradnice vektorti vzhledem k to-
muto souradnému systému ztotoZnime s vektory samotnymi. Vek-
tory U1, Va,..., Unyp pak tvori bazi FfeSeni homogenni soustavy
Ax = o, kde matice A obsahuje v ¥adcich vektory w1, Wo,..., Ws.

Priklady: V euklidovském prostoru E3 je kolmice k roviné primka
a kolmice ke primce je rovina.
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Kolmice ve 2D a 3D

Kolmici v E,, po¢itame reSenim homogenni soustavy, jak bylo zmi-
néno na predchozi strance. To je univerzalni postup.

V pripadé E5 a E3 jsou jesté jiné postupy:
o V Ey plati: {(a, b))* = {((-b,a)).
e V E3 plati pro lin. nezavislé vektory:
(W, 0y =(w x7),

kde symbolem X je oznacem vektorovy soucin. O ném si povime
vice pozdéji.
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Kolmy prumét bodu do zobecnéné roviny

Je dana zobecnénd rovina M = A +{(W, Wa,..., W) a bod B (ty-
picky mimo M). Najdeme bod B’ € M takovy, Zze B — B’ je vektor
kolmy na M. Bodu B’ rikame kolmy priumét bodu B do zobecnéné
roviny M.

Bod B’ 1ze najit takto: sestrojime kolmici K = B+{(W1, W, ..., Wp).
Prianik M n K obsahuje jediny bod B’.

Pozorovani: V bodé B’ ma zobecnéna rovina M nejmensi vzdale-
nost od bodu B.

Dukaz: Je-li C € M, pak BB'C tvori pravouhly trojuhelnik a mi-
zeme pouzit Pythagorovu vétu.
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Kolmy prumét zob. roviny do zob. roviny
Predstavme si, Ze napriklad hledame kolmy primét piimky do
roviny. Nebo délame néco podobného ve vice dimenzich...

Kolmy primsét zob. roviny N = B4+{7'1, Vg, ..., U m) do zob. roviny
M=A+{W1,Ws,..., W) spocitame v nasledujicich krocich:

* Najdeme <71, ﬂ)Q, ceey 7k>J‘ = <wl, wZ, ceey wn_k)

e Oznaéme K =B +{V1,V9,..., Um, W1, Wa,..., Wnyp). Je to zo-
becnéna rovina, ktera je nejmensi takova, ze obsahuje zobecné-
nou rovinu N a soucasné obsahuje smér kolmy na M.

e Hledany kolmy prtimeét je prinik M N K.
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Priklad: Kolmy prumét

Je dana primka p = (1,2, 3) + ((5,2,2)). Najdeme kolmy prameét
této primky do roviny M = (2,2, 1) +{(1, 3,4), (3, 2, 6)). Souradnice
jsou dany vzhledem ke kartézskému souradnému systému.

ResSenim homogenni soustavy s matici

1 3 4\ (1 3 4
3 2 6 0 7 6

je (10, 6,-7)), takze ((1, 3, 4), (3,2, 6))* = (10, 6,-7)). Kolm4 rovina
k M obsahujici p je K = (1,2,3) +{(5, 2, 2),(10,6,-7)). Rovnice ro-
viny M je 10x + 6y — 7z = 25 a rovnice K je —26x + 55y + 10z = 114.
Hledany primeét je reseni soustavy s matici

(10 6 -7 | 25)~(10 6 -7 25)
26 55 10 | 114 0 353 —41 | 895 )"

Hledany primeét je p’ = (-524/41, 0, —895/41) +{(445, 41, 353)).
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Determinant méri objem rovnobéznosténu

Necht 7', Vg, ..., U, jsou vektory, které tvoii hrany pomyslného
n-dimenzionalniho rovnobéznosténu. Vektory tvori jen hrany, kte-
ré se potkavaji ve spole¢ném vrcholu. Ostatni hrany rovnobéznos-
ténu je treba dorysovat doplnénim na rovnobézniky.

Tvrzeni: ZapiSeme-li do sloupcil matice A souiadnice vektorti 7’;
vzhledem k ortonormalni bazi (B), pak absolutni hodnota deter-
minantu matice A je rovna objemu zminéného rovnobéznosténu.

Idea dikazu*: Jsou-li vektory LZ, pak je zfejmé objem nulovy a
je detA = 0. Jsou-li 7; LN, tvoii bazi a je mozné ji Schmidto-
vym ortogonaliza¢nim procesem upravit na ortonormalni bazi (C).
NapiSeme do sloupcti matice R soutadnice 7’; vzhledem k (C).
Pak det R je roven objemu rovnobéznosténu (dikaz indukci, v in-
dukénim kroku se pouZzije vzorec ,zakladna krat vyska®). Matice
prechodu od (B) k (C) je ortogonalni a je tedy
det A = det(Pg_c-R)=detPg_cdetR=%1 -detR
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Piiklady

Souradnice uvedenych bodu jsou v téchto piikladech vzhledem ke
kartézskému souradnému systému.

Plocha rovnobéznika s vrcholy (0, 0), (a,b) (c,d), (a +c,b +d) je

rovina
|det<a b)‘ = lad - be),
c d

Objem ¢tyrstenu s vrcholy (0,0, 0), (a1,a9,a3), (b1,b9,b3), (c1,c2,¢3)
je roven

ai bl C1
— |det | as by co ||,
6

as b3 C3

protoze ¢tyrstén ma objem roven jedné Sestiné objemu rovnobéz-
nosténu.

Soutadnice mtzeme zapsat i do fadkd, protoze det A = det A”.
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Orientace linearniho prostoru

V linearnim prostoru zvolime jednu usporadanou bazi (B) a pro-
hlasime ji kladné orientovanou. VSechny baze (C), pro které je
det Pg_,c > 0, nazveme také kladné orientované. VSechny baze
(C"), pro které je det Pp_, < 0, nazveme zaporneé orientované.

Obvykla imluva pro Es: kladné orientovana baze ma druhy bazovy
vektor smérujici vlevo od prvniho.

Obvykla imluva pro E3: kdyz se na bazi divame z vhodného mista,
pak kladné orientovana baze ma prvni vektor orientovany k nam,
druhy doprava od nas a treti nahoru.

Pozorovnani: determinant pouzity pri vypoctu objemu rovnobéz-
nosténu je zaporny, kdyz souradnice vektord v';, U'g,..., U, jsou
zapsany vzhledem ke kladné orientované ortonormalni bazi a vek-
tory v'1, U'g,..., U, samotné tvoii zaporné orientovanou bazi.
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Specialni vlastnosti v F5

¢ Je mozné definovat vektorovy soucin.

e Kolmice k rovineé je primka, smérovy vektor této kolmice je nor-
malovy vektor roviny.

e Normalovy vektor je mozné hledat pomoci vektorového soucinu.

¢ Rovina je dana jedinou rovnici se tifemi neznamymi, koeficienty
této rovnice jsou souradnice jejiho normalového vektoru.
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Vektorovy soucin

Definice: Vektorovy souc¢in dvou vektord & a v z E3 znadime
U XU aje to:

e nulovy vektor, pokud jsou & a v’ linedrné zavislé, jinak:
uw, V) s velikosti plochy rovnobéznika
H

e vektor kolmy na rovinu (u, v
X V') je kladné orientovana.

mezi w a v.Baze (W, U,

J
—>
u

Pozorovani: Vektorovy souéin je definovan jednoznaéné.
Plati ||w x 7’| = ||Z||||V'|| sin o, kde o je tithel mezi vektory

Véta: Jsou-li (uq,us,us3) a (v1,ve,v3) souradnice vektora
vzhledem ke kladné orientované ortonormalni bazi, pak
ma vzhledem k této bazi souradnice:

(

Dikaz*: technicky, viz skriptum.

Uga Us
U2 Us

Ui Uus
U1 VUs

Ui U2
U1 U2
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Priklad: normalovy vektor roviny

Je dana rovina (2,2,2) +((1,2, 3), (3,1, 1)). Najedeme jeji norma-
lovy vektor. Souradnice jsou uvedeny vzhledem ke kladné orien-
tovanému kartézskému souradnému systému.

Normalovy vektor je roven vektorovému soucinu (1,2, 3) x(3, 1, 1),
protoZe ten je (podle definice) kolmy na oba smérové vektory. Podle
véty o souradnicich vektorového souéinu je

2 3| |1 3
1 1”7 |3 1

Rovnice roviny tedy je —x + 8y — 5z = 4.

1 2
3 1

b

(1,2,3)x(3,1,1) = (|

D = (-1,8,-5)

Jind moznost, jak najdeme normalovy vektor: vyreSime homo-
genni soustavu s matici

1 2 3

3 1 1)/
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Priklad: rovina dana tremi body

Jsou-li dany tri body A, B, C, které nelezi ve spoleéné piimce, pak
jimi prochazi jedina rovina A + {(B—A), (C—-A)). Normalovy vektor
roviny je (B—-A) x (C —-A).

Treba jsou dany body (1,1, 2),(2,3,5),(4, 2,3) v kartézskych sou-
radnicich. Pak rovina je dana vzorcem:

(1,1,2)+((1,2,3), (3,1,1))

Protoze (1,2,3)x(3,1,1) = (-1, 8,-5), ma rovina tento normalovy
vektor. Ma tedy rovnici

—x + 8y -5z =d, pritom d=-1+8-1-5-2=-3.
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Priklad: vzdalenost bodu od primky

Muizeme najit kolmy primét bodu B do primky (oznac¢ime B’) a dale
spocitame velikost vektoru B — B’. OvSem v E3 mame vektorovy
soucin a muzeme ulohu resit jesté jinak (efektivné;ji):

Vzdalenost bodu B od piimky A +(s") je vyska rovnobéZnika vyme-
zeného vektory B —A, s a ta je rovna ploSe rovnobéznika délena
velikosti zakladny. Vzdalenost bodu B od piimky tedy je

|(B-A)x 5|

H
sl
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Priklad: vzdalenost bodu od roviny

Muizeme najit kolmy prameét bodu B do roviny (ozna¢ime B’) a dale
spocitame velikost vektoru B — B’. OvSem v E3 mame vektorovy
soucin a muzeme ulohu resit jesté jinak (efektivné;ji):

Vzdalenost bodu B od roviny A + (%, V') je rovna vySce rovnobéz-
nosténu se stranami B - A, W, U s podstavou w, v. Tato vyska

je rovna objemu tohoto rovnobéznosténu déleno plocha podstavy.
Vzdalenost bodu B od roviny tedy je

det A
1w x|’
kde matice A obsahuje v radcich (nebo ve sloupcich) souradnice
vektori A — B, W, U vzhledem k néjaké ortonormalni bazi.
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Priklad: vzdalenost mimobézek

Vzdalenost mimobéZzek A + (&) a B + (V') je rovna vySce rovno-
béZnosténu vymezeného vektory B—-A, W, v se zédkladnou w, 7.
Takze vzdalenost je rovna objemu tohoto rovnobéznosténu deleno

plochou zakladny:
det A

I
kde matice A obsahuje v radcich (nebo ve sloupcich) souradnice
vektori A — B, W, v vzhledem k né&jaké ortonormalni bazi.
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Priklad: kolmice v E5

e Kolmice k primce je rovina, ktera ma normalovy vektor rovny
smérovému vektoru primky.

¢ Kolmice k roviné je primka, ktera ma smérovy vektor rovny
normalovému vektoru roviny.

Rovina dana rovnici ax + by + cz = d ma normalovy vektor (a, b, c),
takze prechod od roviny ke kolmé pirimce nebo od piimky ke kolmé
roviné je snadny.
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Uhly mezi primkami a rovinami

Uhel ¢ mezi vektory @ a v vypolitdme ze vzorce pro skaldrni
soucin (P — oo g
cosp=-————, tj. = arccos — ———.
IAleal 1N
e Uhel mezi dvéma p¥imkami je thlel mezi smérovymi vektory.
Pokud ¢ > 90°, je hledany thel 180° — ¢

(nebo ve vzorci v ¢itateli pouzit absolutni hodnotu).

e Uhel mezi rovinami je thel mezi jejich normalovymi vektory.
Pokud ¢ > 90°, je hledany uhel 180° — ¢
(nebo ve vzorci v ¢itateli pouzit absolutni hodnotu).

e Uhel mezi primkou a rovinou je 90° minus uhel mezi sméro-
vym vektorem primky a normalovym vektorem roviny (ve vzorci
v Citateli je treba pouzit absolutni hodnotu).
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Priklad: plocha trojihelnika ABC

Trojuhelnik ma plochu poloviéni ploSe rovnobéznika.

e V E, spocitame plochu rovnobéznika jako ,objem rovnobéznos-
ténu v K5, tedy spocitame absolutni hodnotu determinantu ma-
tice A, ktera obsahuje ve sloupcich souradnice vektori B — A,
C — A vzhledem k ortonormalni bazi.

Priklad: A =(1,2), B =(3,4), C = (5, 8). Plocha trojuhelnika je:

1 2 4
SA—E‘det(z 6)‘—2

e V E3 spocitame plochu rovnobéznika jeko velikost vektorového
soucinu vektoru B—-A, C—A.

Priklad: A =(1,2,2),B=(2,3,4),C =(7,8,9).

1 1 oV2
S = 5I1,1,2)x(6,6, 7 = 3 (-5,5,0)] = 7f
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Uvaha*: k-dimensiondlni objem v E,,.

Jak spocéitat napr. plochu rovnobéznika v E4? Tam to neni ani
objem rovnobéznosténu, ani nemame moznost pouzit vektorovy
sou¢in. Odpovéd najdeme v dikazu ze stranky [26].

Uloha: Jsou dany linedrné nezavislé vektory v'1, U's,..., Vi VE,,
k < n. Mame najit k-dimensionalni objem v E,,.

Reseni: Vektory doplnime na bézi v'1, Ua,..., Up,..., Un @ zapi-
Seme jejich souradnice do sloupcti matice A. Provedeme QR roz-
klad A = QR. Matici R ,zmensime“ na matici R;, ktera obsahuje
jen prvnich & radka a k& sloupca. Hledany £ dimenzionalni objem
je roven det R;.

Poznamka: doplnéni na bazi neni prakticky potieba délat. Soft-
ware dokaze provést i neuplny QR rozklad obdélnikové matice
A = Q.R;,. Zde matice A obsahuje ve sloupcich jen souradnice
vektort 71, 72, ceey 7]@



