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Euklidovsky prostor

Definice: Necht V je linearni prostor dimenze n se skalarnim
sou¢inem. Pak afinni prostor (X, V) nazyvame euklidovskym pro-
storem dimenze n a znac¢ime ho E,,.

Skalarni sou¢in na V indukuje normu (velikost): || X||= V¥ - X .
Vzddlenost bodii P a @ euklidovského prostoru je definovana jako
1P - Q.

Poznamka: Pri geometrické interpretaci euklidovského prostoru
se za skalarni souéin vektord @, v € Up pouZije vzorec:

W -V ="l V] cosa,

kde %], | V]| je ,zméfena velikost® orientovanych usetek @, T a
o je ,zméreny uhel” mezi témito iseckami. Tento skalarni soucin
indukuje normu || &|| = |&], tj. velikost = ,zmé&iena velikost*.
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Kartézsky souradnicovy systém

Definice: Necht E,, = (X, V) je euklidovsky prostor. Je-li baze B
linearniho prostoru V ortonormalni, nazyva se souradny systém
(O, B) kartézsky.

Pozorovani: Necht (x1,x9,...,x,) a (y1,y2,...,¥,) jsou souradnice

vektord % a 3 vzhledem ke kartézkému soutadnému systému.
Pak

7? = X1Y1+X2Yy2+ - +XpYn,
12N = /a2 +ad+-- - +ad,

Necht (a1,a9,...,a,) a (a@},a,,...,a,) jsou souradnice boda A a A’
vzhledem ke kartézkému souradnému systému. Pak vzdalenost
téchto bodu se pocita ,podle Pythagorovy véty“:

PA,A) = JA-AT = \/(a1-ap?+(@z—ap)? + -+ (@n —ap)?.
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Zakladni objekty v euklidovském prostoru

e Piimka: p={A+t5,tc R}, kdeAe X, S eV, 5 #0.

Primka je tedy dana bodem A, kterym prochazi a nenulovym smé-

rovym vektorem s . Mtze byt téZ dana dvéma rtiznymi body A a B:
p={A+t(B-A), te R}.

e Usedka s koncovymi body A, B: u={A+t(B-A), t € (0, 1)}.
¢ Kruznice se stredem S a polomérem r: &k = {X, || X -S| =r}.

Kruznici Ize takto definovat jen v E9 (dimenzi 2). Pro vétsi dimenze
je uvedena mnozina povrchem n-rozmérné koule.

— — :
e Rovina:oc={A+tad +ub,t,uc R}, Aec X, @, b € VjsouLN.
Rovina je dana bodem a dvéma nezavislymi sméry.

e Zobecnéna rovina (afinni podprostor): 1= A + (d1,...,d%),
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Vztahy mezi primkami

Dvé piimky p = {A; +t51, t € Rlaqg = {Ay+t5s, t € R}
jsou totozné, pravé kdyz vektory Ag —A; a §'1 jsou LZ a soudasné
smérové vektory 1, 9 jsou LZ.

Dvé primky p = {A; + ts1,te Rt a q = {As + ts9, t € R} jsou
rovnobézné, pravé kdyz nejsou totozné a vektory §1, 9 jsou LZ.
Dvé piimky p = {A1+t51, t € Rlaqg={As+t59, t € R} lesi ve
spolecéné roviné, pravé kdyz vektory As — A1, 51, 52 jsou LZ.

Dveé primky jsou riiznobéZky (protinaji se v jednom bodé), prave
kdyz lezi ve spoleéné roviné a nejsou totozné ani rovnobézné.

Dvé primky jsou mimobézZky (mijeji se v prostoru), pravé kdyz
nelezi ve spole¢né roviné.

Uvedené vztahy rozpozname algebraickymi metodami: vySetirenim
linearni zavislosti nebo nezavislosti odpovidajicich vektor.
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Priklad

Najdeme parametr a € R takovy, aby se primky
p=01,2,3)+{2,2,5)aq =(4,3,7) +{3,a, 1)) protinaly.

Reseni: P¥imky nejsou rovnobézné ani totozné, protoze jejich smé-
rové vektory jsou linearné nezavislé. Aby tyto primky byly rtz-
nobézkami, musi byt vektory (3, 1,4),(2,2,5),(3,a, 1) lienarné za-
vislé, takze kdyz jejich souradnice zapiSeme do radkt matice A,
musi mit tato matice nulovy determinant:

3 1 4
det| 2 2 5| =-5-T7a=0.
3 a 1

5
Takz =—.
akie a=--
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Priklad: prusecik primek

V E; jsou dany primky p = (1,2) + ((3,4)) a g = (2,0) +((1, 3)).
Vektory a body jsou dany v kartézskych souradnicich. Najdeme
prusecik primek p, q.

Protoze smérové vektory (3,4) a (1,3) jsou linearné nezavislé,
primky se protinaji (v E9 neexistuji mimobézky). Prisecik najdeme
v misté, pro které nastava rovnost:

(1,2)+t(3,4) =(2,0) +u (1, 3)

To vede na soustavu dvou linearnich rovnic s neznamymi ¢, u. Ta
ma TeSeni ¢t = 1, u = 2, takze prusecik je v bodé

P=(1,2)+1-(3,4) =(4,6).
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Priklad: prusec¢ik dvou kruznic

Jsou dany kruznice k1 se stiredem (1, 1) a polomérem 3 a kruznice
ko se stredem (3, 4) a polomérem 2. Najdeme jejich priseciky.

Priseéik ma souradnice (x,y), které vyhovuji dvéma rovnicim:

(x—1)?+(y—-1)°% =32
(x—3)% +(y—4)* = 22

Odectenim rovnic dostavame linearni rovnici 2x + 3y = 14. Dosa-
zenim x = 7 — y do prvni rovnice dostavéme kvadratickou rovnici
13y? 80y+ 112 = 0, ktera ma resem y1 =4,y9 = 28 . PouZitim vzorce

x="T- 2y dostavame x1 =l axg = 13, takze hledane pruseciky jsou

49 28
Pl_(1:4)a P2_(1_3) 1_3>
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Priklady popisu primky a roviny v E3

Piimka: Je popsdna bodem a smérovym vektorem A + (). Casto
se tento popis rozepisuje do souradnic jako

xX=a1+ts1, y=ags+tsy, z=ag+tss, te R.

Primku mtiZeme také popsat soustavou dvou rovnic Bx = b. Neni
to typické, ale predvedeme si to. Bazi reseni soustavy s jednou
rovnici s1x+sey +s3z = 0 oznacime (w1, usg, u3), (v1,ve,v3). Hledana
soustava ma pak matici obsahujici tyto dva radky a pravou stranu:

bl =ujai;+ugag +ugas, b2 =0vi1aq1+Ugag +0V3Qs.

Rovina: Je popsiana dvéma smérovymi vektory A + (&, V). Vy-
reSenim homogenni soustavy dvou rovnic se souradnicemi téchto
vektortd v radcich matice dostavame bazovy vektor (n1,n9,n3). Ro-
vinu pak muzeme popsat rovnici roviny

nix+ney+ngz=d, kde d=niai+ngsas+nsas.
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Priklad: prusecik primky s rovinou
Je dana primka p = (1,2, 3) + (2,2, 1)) a rovina
M =(2,3,4)+(3,3,1),(3,4,3)) v E5. Najdeme jejich prusecik.

Podle predchozi stranky bychom mohli primku p popsat dvéma
rovnicemi a rovinu M treti rovnici a pak vyresit soutavu téchto tii
rovnic. OvSem v tomto pripadé se vétsinou postupuje jinak:

Rovnice roviny M ma tvar 5x — 6y + 3z = 4 a primka p ma pa-
rametrické vyjadireni x = 1 +2t,y = 2 + 2t, z = 3 + t. Dosadime
parametrické vyjadieni pirimky do rovnice roviny:

5(1+2t)-6(2+2¢)+3(3+1¢)=4.
Tato rovnice s jednou proménnou ma reSeni ¢t = 2. Prasecik je

P=(1,2,3)+2(2,2,1) = (5,8,5).
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Kolmice ve 2D a 3D

Bazi prostoru kolmého k prostoru (@1, Ws,..., W) v E, politdme
reSenim homogenni soustavy. To je univerzalni postup.

Ovsem v pripadé Eo a E3 jsou jesté jiné postupy:
 V E; plati: {(a, b)) = {(-b,a)).
e V E3 plati pro lin. nezavislé vektory:

(W, VY =(U x7),

kde symbolem X je oznaéem vektorovy soucin. O ném si povime
vice pozdéji.
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Priklad: Kolmy prumeét

Je dana primka p = (1,2,3) + ((5, 2, 2)). Najdeme kolmy prameét
této primky do roviny M = (2,2,1) +((1, 3, 4), (3, 2, 6)). Souradnice
jsou dany vzhledem ke kartézskému souradnému systému.

ResSenim homogenni soustavy s matici

1 3 4\ (1 3 4

3 2 6 0 7 6
je (10, 6,-7)), takze {(1, 3, 4), (3, 2, 6))* ={(10, 6,-7)). Kolm4 rovina
k M obsahujicip je K = (1, 2, 3)+((5, 2, 2), (10, 6,-7)). Rovnice roviny

M je 10x+6y—Tz = 25 arovnice K je —26x+55y+10z = 114. Hledany
prumét je reSeni soustavy s matici

(10 6 -7 25)~(10 6 -7 | 25)
26 55 10 | 114 0 353 —41 | 895 )"

Hledany pramét je p’ = (-524/41, 0, —895/41) +{(445, 41, 353)).
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Determinant méri objem rovnobéznosténu

Necht U1, Vs, ..., U, jsou vektory, které tvoii hrany pomyslného
n-dimenzionalniho rovnobéznosténu. Vektory tvoii jen hrany, kte-
ré se potkavaji ve spolecném vrcholu. Ostatni hrany rovnobéznos-
ténu je tireba dorysovat doplnénim na rovnobézniky.

Tvrzeni: ZapiSeme-li do sloupcii matice A soutadnice vektord v';
vzhledem k ortonormalni bazi (B), pak absolutni hodnota deter-
minantu matice A je rovna objemu zminéného rovnobéznosténu.

Dukaz neuvadime.
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Piiklady
Souradnice uvedenych bodu jsou v téchto prikladech vzhledem ke

kartézskému souradnému systému.

Plocha rovnobéznika s vrcholy (0, 0), (a,d) (c,d), (a +c,b +d) je

rovna
a c
‘det(b d)‘ = |lad — bc|,

Objem étyi"stenu S VI‘ChOly (O, 0, O), (al,az,ag), (bl,bz,bg), (01,02,03)
je roven

a1 b1 c
1
— |det | ag b2 co ,
6

as bs c3

protoze ctyrstén ma objem roven jedné Sestiné objemu rovnobéz-
nosténu.

Soutadnice mtzeme zapsat i do fadkd, protoze det A = det A”.
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Orientace linearniho prostoru

V linearnim prostoru zvolime jednu usporadanou bazi (B) a pro-
hlasime ji kladné orientovanou. VSechny baze (C), pro které je
det Pg_,c > 0, nazveme také kladné orientované. Vsechny baze
(C"), pro které je det Pg_,o» < 0, nazveme zaporné orientované.

Obvykla imluva pro Es: kladné orientovana baze ma druhy bazovy
vektor smeérujici vlevo od prvniho.

Obvykla imluva pro E3: kdyz se na bazi divame z vhodného mista,
pak kladné orientovana baze ma prvni vektor orientovany k nam,
druhy doprava od nas a treti nahoru.

Pozorovnani: determinant pouzity pri vypoctu objemu rovnobéz-
nosténu je zaporny, kdyz souiadnice vektorti U1, Vs, ..., U, jsou
zapsany vzhledem ke kladné orientované ortonormalni bazi a vek-

tory V1, Vs,..., U, samotné tvoii zaporné orientovanou bazi.
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Specialni vlastnosti v E3

¢ Je mozné definovat vektorovy soucin.

e Kolmice k roviné je piimka, smérovy vektor této kolmice je nor-
madlovy vektor roviny.

¢ Normalovy vektor je mozné hledat pomoci vektorového soucinu.

¢ Rovina je dana jedinou rovnici se tifremi neznamymi, koeficienty
této rovnice jsou souradnice jejiho normalového vektoru.
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Vektorovy soucin

Definice: Vektorovy souéin dvou vektord @ a v z Ej3 znaéime

U XU aje to:

e nulovy vektor, pokud jsou @ a v linearné z4vislé, jinak:

¢ vektor kolmy na rovinu (W, V) s velikosti plochy rovnobéznika
mezi W a v. Baze (W, V, W x V) je kladné orientovana.

Pozorovani: Vektorovy souéin je definovan jednoznacné.
Plati | & x V|| = |Z]|| V]| sin @, kde o je thel mezi vektory &7 a V.

Véta: Jsou-li (u1,us,us) a (vy,ve,vs) souradnice vektord @ a v
vzhledem ke kladné orientované ortonormalni bazi, pak @ x v méa
vzhledem k této bazi souradnice:

(

Dikaz*: technicky, viz skriptum.

us Us
U2 Usg

Ui Us
U1 U3

Ui Uz

)

)

U1 U2
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Priklad: normalovy vektor roviny

Je dana rovina (2,2,2) +((1,2, 3), (3,1, 1)). Najedeme jeji norma-
lovy vektor. Souradnice jsou uvedeny vzhledem ke kladné oriento-
vanému kartézskému souradnému systému.

Normalovy vektor je roven vektorovému soucinu (1,2,3) x (3,1, 1),
protoze ten je (podle definice) kolmy na oba smérové vektory. Podle
véty o souradnicich vektorového souéinu je

2 3| |1 3
1 1) |3 1

Rovnice roviny tedy je —x + 8y — 5z = 4.

1 2
3 1

b

(1,2,3)x(3,1,1) = (|

D = (-1,8,-5)

Jina moznost, jak najdeme normalovy vektor: vyresime homogenni

soustavu s matici
1 2 3
3 1 1)/
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Priklad: rovina dana tremi body

Jsou-li dany tii body A, B, C, které nelezi ve spoleéné primce, pak
jimi prochazi jedina rovina A + ((B—-A), (C —-A)). Normalovy vektor
roviny je (B—-A)x(C -A).

Treba jsou dany body (1,1, 2),(2,3,5), (4,2, 3) v kartézskych sou-
radnicich. Pak rovina je dana vzorcem:

(1,1,2) +((1,2,3), (3,1,1))

Protoze (1,2,3) x(3,1,1) = (-1, 8,-5), ma rovina tento normalovy
vektor. M4 tedy rovnici

—x +8y—-5z=d, pritom d=-1+8-1-5-2=-3.
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Priklad: vzdalenost bodu od primky

Muizeme najit kolmy primét bodu B do primky (oznac¢ime B’) a
dale spocitame velikost vektoru B—B’. Ov§em v E3 mame vektorovy
soucin a muzeme ulohu resit jesté jinak (efektivnéji):

Vzdélenost bodu B od piimky A +(3) je vyska rovnobéznika vyme-
zeného vektory B—A, s a ta je rovna ploSe rovnobéznika délena
velikosti zakladny. Vzdalenost bodu B od primky tedy je

I(B-A)x S|
Ed
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Priklad: vzdalenost bodu od roviny

Muizeme najit kolmy primét bodu B do roviny (oznac¢ime B’) a dale
spocitame velikost vektoru B — B’. OvSéem v E3 mame vektorovy
soucin a muzeme ulohu resit jesté jinak (efektivnéji):

Vzdalenost bodu B od roviny A + (&, V') je rovna vysice rovnobéz-
nosténu se stranami B — A, W,V s podstavou @, v. Tato vyska

je rovna objemu tohoto rovnobéznosténu déleno plocha podstavy.
Vzdalenost bodu B od roviny tedy je

|det A
17 x|’

kde matice A obsahuje v radcich (nebo ve sloupcich) souradnice
vektori A — B, @, U vzhledem k néjaké ortonormalni bazi.
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Priklad: vzdalenost mimobézek

Vzdélenost mimobézek A + (@) a B + (V') je rovna vysce rovno-
béznosténu vymezeného vektory B—A, W,V se zdkladnou o, V.
TakzZe vzdalenost je rovna objemu tohoto rovnobéznosténu déleno

plochou zakladny:
det A

1@ x 7|’
kde matice A obsahuje v radcich (nebo ve sloupcich) souradnice
vektori A — B, @, U vzhledem k néjaké ortonormalni bazi.
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Uhly mezi primkami a rovinami

Uhel ¢ mezi vektory @ a U vypoéitame ze vzorce pro skalarni

o cos ¢ = v tj. ¢ = arccos v
“i@ner U ZI7 I

e Uhel mezi dvéma p¥imkami je thlel mezi smérovymi vektory.
Pokud ¢ > 90°, je hledany thel 180° — ¢
(nebo ve vzorci v citateli pouzit absolutni hodnotu).

e Uhel mezi rovinami je thel mezi jejich normalovymi vektory.
Pokud ¢ > 90°, je hledany dhel 180° — ¢
(nebo ve vzorci v ¢itateli pouzit absolutni hodnotu).

e Uhel mezi primkou a rovinou je 90° minus thel mezi sméro-
vym vektorem primky a normalovym vektorem roviny (ve vzorci
v Citateli je treba pouzit absolutni hodnotu).
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Priklad: plocha trojuhelnika ABC

Trojuhelnik ma plochu polovi¢ni plose rovnobéznika.

e V E5 spoditame plochu rovnobéznika jako ,,objem rovnobéznos-
ténu v K5, tedy spocéitame absolutni hodnotu determinantu ma-
tice A, ktera obsahuje ve sloupcich souradnice vektorti B — A,
C — A vzhledem k ortonormalni bazi.

Priklad: A =(1,2), B =(3,4), C = (5, 8). Plocha trojihelnika je:

1 2 4
SA—Q‘det<2 6)'—2

e V E3 spoéitame plochu rovnobéznika jeko velikost vektorového
soucinu vektora B—A, C-A.
Priklad: A =(1,2,2),B=(2,3,4),C =(7,8,9).

1 1 5v/2
SA = § ”(13 1,2) X (6a 6a 7)” = 5 ”(_5a 5, O)“ = Tf



