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Determinant
• je čı́slo jistým způsobem charakterizujı́cı́ čtvercovou matici

• det A = 0 pro singulárnı́ matici, det A 6= 0 pro regulárnı́ matici

• použı́vá se při řešenı́ lineárnı́ch soustav

• . . . a v mnoha dalšı́ch aplikacı́ch
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Definice determinantu

Definice: Necht’ A = (ai,j) ∈ Rn,n je čtvercová matice. Čı́slo

∑
permutace π=(i1,i2,...,in)

sgn π ⋅ a1,i1
a2,i2

· · · an,in

nazýváme determinantem matice A a značı́me je det A.

Poznámka: Abychom tomu vzorci porozumněli a dokázali z něj

odvodit základnı́ vlastnosti determinantů, potřebujeme si připo-

menout vlastnosti permutacı́. . .
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Permutace

Permutace n prvků je uspořádaná n-tice čı́sel z množiny

{1, 2, . . . , n}, přitom každé čı́slo je v n-tici zastoupeno právě jednou.

Přı́klad: (3, 1, 2, 5, 4) je permutace pěti prvků.

(i1, i2, . . . , in) je permutace z n prvků, pokud ij ∈ {1, 2, . . . , n} a

ij 6= ik pro j 6= k.

Jiný pohled: Permutace je bijektivnı́ zobrazenı́ na {1, 2, . . . , n}.

Vztah mezi těmito pohledy: Je-li dána n-tice (i1, i2, . . . , in), pak je

dáno zobrazenı́ z : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} předpisem z(j) = ij.

Je-li dáno zobrazenı́ z, pak lze sestrojit n-tici (z(1), z(2), . . . , z(n)).
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Permutace, vlastnosti

• Skládánı́m permutacı́ (jako zobrazenı́) dostáváme permutaci.

• Generická (jednotková) permutace je (1, 2, . . . , n).

• Každá permutace má svou inverznı́ permutaci.

• Počet permutacı́ n prvků je n! .
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Znaménko permutace

inverze v permutaci (i1, i2, . . . , in) je výskyt jevu:

ij > ik a současně j < k.

Přı́klad: inverze permutace (3, 1, 2, 5, 4) jsem vyznačil pomocı́ ob-

loučků:

(
︷ ︷
︷ ︷

3, 1, 2,
︷ ︷

5, 4)

Tato permutace má tři inverze.

Definice: Má-li permutace π sudý počet inverzı́, je sgn π = +1,

má-li π lichý počet inverzı́, je sgn π = −1.

Čı́slu sgn π řı́káme znaménko permutace.

Přı́klad: sgn(3, 1, 2, 5, 4) = −1.

Znaménko generické permutace je +1.

Cvičenı́: jaké znaménko má permutace (n, n − 1, . . . , 3, 2, 1)?
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Přechod sudá – lichá

Prohozenı́ dvou prvků v permutaci změnı́ znaménko permutace.

Důkaz: V následujı́cı́ permutaci prohodı́m prvky x a y:

(. . . prvky vlevo . . . , x, . . . prvky uvnitř . . . , y, . . . prvky vpravo . . .)

Inverze, které nenavazujı́ na prvek x nebo y zůstávajı́ nezměněny.

Inverze mezi prvky vlevo a x nebo y zůstávajı́ nezměněny. Inverze

mezi x nebo y a prvky vpravo zůstávajı́ nezměněny. Inverze mezi

x nebo y a prvky uvnitř po dvou vznikajı́ nebo zanikajı́ nebo se

neměnı́. Inverze mezi x a y vznikne nebo zanikne.

Důsledek: Znaménko permutace poznáme podle počtu transpozic

(jednoho prohozenı́ dvou prvků), které je potřeba na permutaci

provést, aby byla převedena na generickou permutaci.
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Návrat k definici deterinantu

Definice: Necht’ A = (ai,j) ∈ Rn,n je čtvercová matice. Čı́slo

det A = ∑
permutace π=(i1,i2,...,in)

sgn π ⋅ a1,i1
a2,i2

· · · an,in

• Užitečná je představa šachových věžı́.

• Přı́klad pro matice typu (1, 1), (2, 2), (3, 3) . . . Sarrusovo pravidlo.

• Pozor, pro matice většı́ch typů Sarrusovo pravidlo nelze použı́t!
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Determinant hornı́ trojúhelnı́kové matice

det













a1,1, a1,2, . . . , a1,n−1, a1,n

0, a2,2, . . . , a2,n−1, a2,n

0, 0, . . . , a3,n−1, a3,n
...

0, 0, . . . , 0, an,n













je roven součinu prvků na diagonále: a1,1 ⋅ a2,2 ⋅ a3,3 · · ·an,n.

Vidı́ všichni proč?
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Základnı́ vlastnosti determinantu

• Prohozenı́ řádků změnı́ znaménko determinantu

• Matice se dvěma stejnými řádky má nulový determinant

• Pronásobenı́ jediného řádku α-krát zvětšı́ α-krát i determinant

• Je-li jeden řádek zapsaný jakou součet dvou částı́, pak deter-

minat takové matice je roven součtu determinantů matic, ve

kterých jsou mı́sto tohoto řádku jen jeho části:

det





...
−→a i
...



 + det





...
−→
b i
...



 = det





...
−→a i +

−→
b i

...



 .

• Třetı́ typ kroku eliminačnı́ metody nezměnı́ determinant.
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Metoda výpočtu determinantu

Algoritmus: Eliminacı́ převedeme danou matici A na hornı́ troj-

úhelnı́kovou matici U. Pokud během eliminace použijeme prvnı́

nebo druhý typ kroku eliminace, je potřeba si poznamenat, jak se

změnil determinant. Třetı́ typ kroku neměnı́ determinant vůbec.

Konečně det U je součin prvků na diagonále.

Složitost algoritmu: n3. Výrazná úspora proti vzorci v definici,

který ma složitost n! .
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Přı́klad
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3

2 4 1 4

4 2 1 2

3 1 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3

0 0 −5 −2

0 −6 −11 −10

0 −5 −7 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3

0 6 11 10

0 0 5 2

0 5 7 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

1

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3

0 6 11 10

0 0 5 2

0 30 42 48

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3

0 6 11 10

0 0 5 2

0 0 −13 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

1

6
⋅
1

5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3

0 6 11 10

0 0 5 2

0 0 −65 −10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

30

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3

0 6 11 10

0 0 5 2

0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 16.

Za chvı́li uvidı́me, že to lze spočı́tat jednodušeji. . .
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Řádky a sloupce jedno jest

Tvrzenı́: det A = det AT.

Důkaz: Mám permutaci (i1, i2, . . . , in) a podle nı́ provedu sloupcový

výběr prvků matice a vynásobı́m mezi sebou:

ai1,1 ⋅ ai2,2 · · ·ain,n = a1,j1
⋅ a2,j2

· · ·an,jn

Součin reálných čı́sel je komutativnı́, tak jsem činitele uspořádal

podle velikosti řádkového indexu. Jaký je vztah mezi permuta-

cemi: (i1, i2, . . . , in) a (j1, j2, . . . , jn)? Jsou si vzájmně inverznı́. A in-

verznı́ permutace majı́ stejné znaménko. Takže vzorce s řádkovým

i sloupcovým výběrem dávajı́ stejný výsledek.

Důsledek: Při eliminaci za účelem výpočtu determinantu lze li-

bovolně přecházet mezi řádkovými a sloupcovými úpravami.
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Regulárnı́ a singulárnı́ matice

Věta: Matice A je regulárnı́, právě když det A 6= 0.

Důkaz: A je regulárnı́ právě když A ∼ E. Dále si stačı́ uvědomit,

že Gaussova eliminace neměnı́ nulovost determinantu.
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Determinant součinu matic

Věta: Pro dvě čtvercové matice typu (n, n) platı́

det(A ⋅ B) = (det A) ⋅ (det B).

Důkaz*: Lze provést A ∼ U1 řádkovými eliminačnı́mi úpravami,

aby se nezměnil determinant. Dále lze převést B na U2 sloup-

covými eliminačnı́mi úpravami tak, že se nezměnı́ determinant.

Snadno se ukáže, že

det(U1 ⋅ U2) = (det U1) ⋅ (det U2)

Existujı́ matice P1, P2 tak, že U1 = P1A, U2 = BP2. Stejné řádkové

i sloupcové úpravy provedeme na A ⋅ B, tedy P1A ⋅ BP2 = U1 ⋅ U2.

Úpravy neměnı́ determinant, takže

det(A ⋅ B) = det(P1A ⋅ BP2) = det(U1 ⋅ U2) =

= (det U1) ⋅ (det U2) = (det A) ⋅ (det B).
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Důsledky věty o determinantu součinu

• det A−1 = 1/ det A

• Je-li A = LU rozklad matice A, pak det A = det U, tedy det A je

roven součinu diagonálnı́ch prvků v matici U.

(připomı́nám, že matice L má na diagonále jedničky).
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Rozvoj determinantu podle řádku

Terminologie: Vyřadı́me-li ze čtvercové matice A ∈ Rn,n i-tý řá-

dek a j-tý sloupec, dostáváme matici Ai,j ∈ Rn−1,n−1. Čı́slo

Di,j = (−1)i+j det Ai,j

se nazývá doplněk matice A v pozici (i, j).

Věta o rozvoji: Necht’Di,j jsou doplňky čtvercové matice A = (ai,j).

Pak platı́

det A = ar,1 Dr,1 + ar,2 Dr,2 + · · · + ar,n Dr,n.

Náznak důkazu: vytkněte ze součtu z definice determinantu ar,1

(jen z těch sčı́tanců, kde se ar,1 vyskytuje), dále vytkněte ar,2 atd.

až ar,n. V závorkách po vytknutı́ dostanete Dr,i.
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Rozjı́mánı́ nad větou o rozvoji

• Protože det A = det AT, platı́ analogická věta o rozvoji podle

sloupce

• Je-li v řádku/sloupci hodně nul, je v součtu podle věty o rozvoji

hodně nulových sčı́tanců. Stačı́ zapsat jen ty nenulové a reduko-

vat výpočet determinantu matice typu (n, n) na několik (málo)

determinantů matic typu (n − 1, n − 1).

• Pozor: rekurzivnı́ volánı́ výpočtu determinantu podle věty o roz-

voji má složitost n!, takže tento algoritmus je nepoužitelný.

• Důsledkem věty o rozvoji je tvrzenı́:

0 = ar,1 Dk,1 + ar,2 Dk,2 + · · · + ar,n Dk,n pro r 6= k.

Stačı́ provést větu o rozvoji na matici se dvěma stejnými řádky.

• Věta o rozvoji má řadu dalšı́ch teoretických důsledků, některé

se dozvı́me později. . .
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Přı́klad
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∣
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∣
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∣
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∣
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∣
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∣

∣

1 2 3 1

2 4 1 0

4 2 1 0

3 1 2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 4 1

4 2 1

3 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 4 1

2 −2 0

−1 −7 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2

∣

∣

∣

∣

1 −1

1 7

∣

∣

∣

∣

= 2 ⋅ 8 = 16.
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Inverznı́ matice pomocı́ doplňků

Je-li A ∈ Rn,n regulárnı́, pak

A−1 =
1

det A
DT,

kde D = (Di,j) je matice doplňků A v pozicı́ch (i, j).

Důkaz: Ověřı́me, že AA−1 = E.

Označı́me A = (ai,j), DT = (Dk,j), E = (ei,k).

ei,k =
n

∑
j=1

ai,j

1

det A
Dk,j =

1

det A
(ai,1Dk,1 + ai,2Dk,2 + · · · + ai,nDk,n) =

=









1

det A
det A = 1 pro i = k,

1

det A
⋅ 0 = 0 pro i 6= k.

Využili jsme větu o rozvoji determinantu podle i-tého řádku.
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Přı́klad: inverze k matici typu (2, 2)

Je dána matice

A =

(

a b

c d

)

Matice doplňků k této matici je

D =

(

d −c

−b a

)

Takže

A−1 =
1

det A
DT =

1

ad − bc

(

d −b

−c a

)

.
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Přı́klad: inverze matice pomocı́ doplňků

Je dána matice A =





1 2 3

−1 0 1

2 2 1



 .

Matice doplňků je:

D =





















+

∣

∣

∣

∣

0 1

2 1

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

−1 1

2 1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

−1 0

2 2

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

2 3

2 1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

1 3

2 1

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

1 2

2 2

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2 3

0 1

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

1 3

−1 1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

1 2

−1 0

∣

∣

∣

∣





















=





−2 3 −2

4 −5 2

2 −4 2



 ,

takže: det A = −2, A−1 =
1

det A
DT = −

1

2





−2 4 2

3 −5 −4

−2 2 2



 .


