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Determinant

* je ¢islo jistym zptisobem charakterizujici ¢tvercovou matici
e det A = 0 pro singularni matici, det A # 0 pro regularni matici
¢ pouziva se pti FeSeni linearnich soustav

¢ ... a vmnoha dals$ich aplikacich

a) determinant, 9, b) P. Olsék, FEL CVUT, ¢) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

Permutace

Permutace n prvka je uspoiadana n-tice ¢isel z mnoziny
{1,2,...,n}, pritom kazdé ¢islo je v n-tici zastoupeno praveé jednou.
Priklad: (3, 1,2, 5, 4) je permutace péti prvku.

(@i1,72,...,1p) je permutace z n prvkd, pokud i; O {1,2,...,n} a
ij #i, proj #k.

Jiny pohled: Permutace je bijektivni zobrazeni na {1,2,...,n}.

Vztah mezi témito pohledy: Je-li dana n-tice (i1,iq,...,1,), pak je
dano zobrazeni z : {1,2,...,n} - {1,2,...,n} piedpisem z(j) = i;.
Je-li dano zobrazeni z, pak lze sestrojit n-tici (z(1),2(2),...,z(n)).
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Definice determinantu

Definice: Necht A = (q; ;) O R™ je ¢tvercova matice. Cislo
sgnTtlhy; @, - G,
permutace 1=(iy,is,...,in)
nazyvame determinantem matice A a znac¢ime je det A.

Poznamka: Abychom tomu vzorci porozumnéli a dokazali z néj
odvodit zakladni vlastnosti determinant, potiebujeme si p¥ipo-
menout vlastnosti permutaci. ..
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Permutace, vlastnosti

¢ Skladanim permutaci (jako zobrazeni) dostavame permutaci.
* Genericka (jednotkova) permutace je (1,2,...,n).
« Kazda permutace ma svou inverzni permutaci.

e Pocet permutaci n prvku je n!.
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Znaménko permutace

inverze v permutaci (i1,1is,...,1,) je vyskyt jevu:
ij > i, a soufasné j <k.

Priklad: inverze permutace (3, 1,2, 5,4) jsem vyznacil pomoci ob-

loucku:
—
3,1,2,5,9
Tato permutace ma tfi inverze.

Definice: Ma-li permutace 11 sudy pocet inverzi, je sgn m= +1,
ma-li 7lichy pocet inverzi, je sgn = -1.

Cislu sgn T iikdme znaménko permutace.

Priklad: sgn(3,1,2,5,4) = -1.

Znaménko generické permutace je +1.

Cviteni: jaké znaménko ma permutace (n,n-1,...,3,2,1)?

Navrat k definici deterinantu

Definice: Necht A = (a;;) O R™" je ¢tvercova matice. Cislo
detA = sgn Tl ;, a9, - Qny,
permutace 7=(i1,Iz,...,i)
¢ UfZitetna je predstava Sachovych vézi.
¢ Priklad pro matice typu (1, 1), (2, 2), (3, 3) ... Sarrusovo pravidlo.

¢ Pozor, pro matice vétsich typt Sarrusovo pravidlo nelze pouzit!
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Prechod suda -licha

Prohozeni dvou prvka v permutaci zméni znaménko permutace.
Dukaz: V néasledujici permutaci prohodim prvky x a y:
(...prvky vlevo...,x,...prvky uvnitt...,y,...prvky vpravo...)

Inverze, které nenavazuji na prvek x nebo y zistavaji nezménény.
Inverze mezi prvky vlevo a x nebo y ztistavaji nezménény. Inverze
mezi x nebo y a prvky vpravo zaistavaji nezménény. Inverze mezi
x nebo y a prvky uvnité po dvou vznikaji nebo zanikaji nebo se
neméni. Inverze mezi x a y vznikne nebo zanikne.

Dusledek: Znaménko permutace pozname podle poétu transpozic
(jednoho prohozeni dvou prvku), které je potieba na permutaci
provést, aby byla prevedena na generickou permutaci.
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Determinant horni trojihelnikové matice

ail, @12, ..., Qin-1, Q1n
0, az2 ..., agp-1, Qon
det 0, 0, ey 0,3,"_1, a3,n

0, 0, ..., 0, Qnn
je roven soucinu prvki na diagonéle: a1 [hag [hgs - - Qy -

Vidi vsichni proc?
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Zakladni vlastnosti determinantu

¢ Prohozeni tadkt zméni znaménko determinantu
¢ Matice se dvéma stejnymi rfddky ma nulovy determinant
¢ Pronasobeni jediného Fadku a-krat zvétsi a-krat i determinant

e Je-li jeden fadek zapsany jakou soucet dvou ¢asti, pak deter-
minat takové matice je roven souctu determinantd matic, ve
kterych jsou misto tohoto fadku jen jeho ¢asti:

det [ @; | +det| B; | =det | @i+ b:

¢ Treti typ kroku elimina¢ni metody nezméni determinant.
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Priklad
12 3 3 1 2 3 3 12 3 3
2 41 4/ |0 0 -5 —2_(_1)4061110_
4 2 1 2/ |0 -6 -11 -10 00 5 2|
312 1 0 -5 -7 -8 05 7 8
1 2 3 3 12 3 3
1/l0 6 11 10|_1{0 6 11 10|_
6|0 0 5 2|°6/0 0 5 2|
0 30 42 48 0 0 -13 -2
12 3 3 12 3 3
1 0 6 11 10 110 6 11 10
6[%005 27300 0 5 2|1
0 0 -65 -10 00 0 16

Za chvili uvidime, Ze to lze spocitat jednoduseji. . .
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Metoda vypoctu determinantu

Algoritmus: Eliminaci pfevedeme danou matici A na horni troj-
uhelnikovou matici U. Pokud béhem eliminace pouZijeme prvni
nebo druhy typ kroku eliminace, je potieba si poznamenat, jak se
zménil determinant. Tteti typ kroku neméni determinant vtbec.
Konec¢né det U je souéin prvka na diagonale.

Slozitost algoritmu: n3. Vyrazna tspora proti vzorci v definici,
ktery ma sloZitost n!.
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Radky a sloupce jedno jest

Tvrzeni: det A = det A”.

Dukaz: Mam permutaci (i1, 9, .. .,1,) a podle ni provedu sloupcovy
vybér prvkd matice a vynasobim mezi sebou:

aiy1 Wiy 0 @i, = a1, [hgjy - oy,

Soucin redlnych éisel je komutativni, tak jsem ¢initele usporadal
podle velikosti fadkového indexu. Jaky je vztah mezi permuta-
cemi: (i1,1g,...,iy) @ (j1,j2,. - . ,Jn)? dsou si vzajmné inverzni. A in-
verzni permutace maji stejné znaménko. Takze vzorce s fadkovym
i sloupcovym vybérem davaji stejny vysledek.

Dusledek: Pii eliminaci za tcelem vypoétu determinantu lze li-
bovolné pirechazet mezi fadkovymi a sloupcovymi tpravami.
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Regularni a singularni matice

Véta: Matice A je regularni, pravé kdyz det A # 0.

Dukaz: A je regularni pravé kdyz A O E. Déle si staé¢i uvédomit,
ze Gaussova eliminace neméni nulovost determinantu.
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Dusledky véty o determinantu souc¢inu

e detAl=1/detA

e Je-li A = LU rozklad matice A, pak det A = det U, tedy det A je
roven soucinu diagonélnich prvka v matici U.
(pfipominam, Ze matice L. ma na diagonale jednicky).
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Determinant sou¢inu matic

Véta: Pro dvé étvercové matice typu (n,n) plati

det(A [B) = (det A) [det B).

Dukaz*: Lze provést A 0 U; fadkovymi elimina¢nimi dpravami,
aby se nezménil determinant. Déle lze prevést B na Uy sloup-
covymi eliminaénimi dpravami tak, Ze se nezméni determinant.
Snadno se ukaze, ze

det(U1 [Uz) = (det Ul) E(det Uz)

Existuji matice Py, Ps tak, ze U; = P1A, Uy = BPs. Stejné radkové
i sloupcové upravy provedeme na A [B, tedy P1A [BP; = U; (Us.
Upravy neméni determinant, takze

det(A (B) = det(P;A (BPy) = det(U; Wy) =
= (detU;) ddet Ug) = (det A) [{(det B).
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Rozvoj determinantu podle radku

Terminologie: Vyradime-li ze ¢tvercové matice A O R™" j-ty ta-

dek a j-ty sloupec, dostdvame matici A;; 0 R**71. Cislo
D;j=(-1)" detA;;

se nazyva doplnék matice A v pozici (i,J).

Véta o rozvoji: Necht D; ; jsou dopliiky étvercové matice A = (a;;).
Pak plati

detA=a,1D,1+a,2D;0+ - +a,,Drp
Naéznak dikazu: vytknéte ze souctu z definice determinantu a,;

(jen z téch séitanct, kde se a,; vyskytuje), ddle vytknéte a, o atd.
azZ a,,. V zavorkach po vytknuti dostanete D, ;.
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Rozjimani nad vétou o rozvoji

o Protoze detA = detA”, plati analogickd véta o rozvoji podle
sloupce

Je-li v fadku/sloupci hodné nul, je v souctu podle véty o rozvoji
hodné nulovych séitanct. Staci zapsat jen ty nenulové a reduko-
vat vypocet determinantu matice typu (n,n) na nékolik (mélo)
determinanti matic typu (n — 1,n - 1).

¢ Pozor: rekurzivni volani vypoétu determinantu podle véty o roz-
voji mé slozitost n!, takZe tento algoritmus je nepouzitelny.

¢ Dusledkem véty o rozvoji je tvrzeni:
O0=a,1Dp1+a,2Dp0+ - +ar, Dy, pror#k.
Staéi provést vétu o rozvoji na matici se dvéma stejnymi radky.

¢ Véta o rozvoji ma radu dalsich teoretickych dtsledki, nékteré
se dozvime pozdéji. ..
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Inverzni matice pomoci doplinku

Je-li A 0 R™" regulérni, pak
1
= DT
detA ™’
kde D = (D;;) je matice doplikt A v pozicich (i, ).
Dukaz: Ovéiime, ze AA™! = E.
Oznaéime A= (ai‘]‘), DT = (Dk’/'), E= (ei,k).

A—l

n 1 1
€k =le Qi ka,/‘ = m(aka,l +aioDpo+ - +ainDpy) =
1
_— A = ]_ ] =
) de{A det proi==Fk,
JotA 0=0 proi #k.

Vyuzili jsme vétu o rozvoji determinantu podle i-tého Fadku.

Priklad

W b N =

= DN AN

BN N W

[
N

[N

2 31
410
210
120
1 -1
2
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Priklad: inverze k matici typu (2, 2)

Je dana matice

Takze

A—l

A-(22)

Matice doplnku k této matici je

d -c
D =
<—b a
1 T 1
- detAD " ad-bc

)
(

d

—-C

-b
a

).
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Priklad: inverze matice pomoci doplinku

1 2 3
Je ddna matice A= -1 0 1 ].
2 1

2
Matice doplnk je:

Lo 1] |11 -1 0
2 1 2 1 2 2

p-| -2 3] .1 3’ _'1 2' _(_i _2 _§>
2 1 2 1 2 2 9 _4 o
L2 8] |13 12
01 -1 1 -1 0

1 -2 4 2
. o -1 _ T_ _+ = _
takze: detA =-2, A= dot AD = 3 5 -4].



