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Baze

e Kazdy linearni (pod)prostor ma svou bazi

e Vzhledem ke zvolené bazi urcujeme souradnice vektort...

a) base, 4, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsék 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) £, Viz p. d. 4/2010
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Definice baze

Definice: Mnozina vektora B je bdze linearniho prostoru L, pokud

(1) B je linearné nezavisla,
(2) (B)=L.

Podobné definujeme bazi linearniho podprostoru P c L.
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Piiklady bazi

e {(1,2,3), (4,7,8), (3,4,2)} je baze R3.
e {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} je také baze R3.
e {(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1)} je baze R".

¢ libovolné tii linearné nezavislé orientované usecky tvori bazi
linearniho prostoru vsech orientovanych usecek.

¢ libovolné dvé linearné nezavislé orientované tsecky v roviné
tvori bazi linearniho podprostoru orientovanych tusecek lezicich
v této rovine.

e MnoZina {1,x,x2,x3, ...} tvofi bazi lin. prostoru viech polynomd.

Pozorovani: Jeden linearni (pod)prostor ma vice bazi, vSechny
maji spolecnou vlastnost: maji stejny pocet prvkia. (To dokazeme
za chvili.)
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Existence baze

Véta:
e Kazdy netrivialni linearni prostor ma bazi.
e Kazda linearné nezavisla mnozina se da doplnit na bazi.

e V kazdé mnoziné, pro kterou (M) = L, se da najit podmnoZina,
ktera tvori bazi L.
Dikaz: opira se o axiom vybéru. Dikaz najdete ve druhém vydani

linal2.pdf, ale nebudu jej pozadovat ke zkousce.

Pozorovani: Je-li baze koneéna, pak se da lin. nezavisla mnozina
doplnit na bazi postupnym pridavanim vektort z vnéjsku linear-
niho obalu (pouZzije se véta ze slidu [16]).
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Stejny pocet prvku v bazi

Véta 1: Dvé baze stejného linearniho prostoru maji stejny pocet
prvki.

Dikaz: pomoci tzv. Steinitzovy véty o vymeéné:

Véta (Steinitz): Necht M je libovolna mnozina, N je konec¢na li-
nearné nezavisla mnozina vektorua tak, Zze N < (M). Pak 1ze z mno-
ziny M odebrat tolik vektort, kolik jich je vV, a pridat tam vSechny
vektory z N. Nové vznikla mnozina ma stejny linearni obal jako
(M). (Dtikaz Steintzovy véty: viz linal.pdf.)

Dukaz véty 1: Necht B; a Bs jsou dvé baze. Protoze By je lin.
nezavisla a B; c (Bg), ma podle Steinitzovy véty B nejvyse tolik
vektora jako By. Je také Bs lin. nezavisla a By < (B7), takZe pocet
vektoru je stejny.
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Dimenze

Definice: Pocet prvki baze linearniho prostoru L je dimenze L,
znacime dim L.

Pozorovani: Predchozi véta nam zarucuje, Ze definice ma smysl.
Priklady:

e dimR" =n,

¢ dimenze prostoru polynomu je oo,

¢ dimenze prostoru orientovanych tusecek je 3,

e dim. podprostoru orientovanych tusecek ve spolecné roviné je 2,

¢ dim. podprostoru orientovanych usecek ve spolecné primce je 1,
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Dimenze podprostoru

Dimenze podprostoru je mensi nebo rovna dimenzi prostoru.
(Dtkaz: Bazi podprostoru 1ze doplnit na bazi prostoru.)

V pripadé konec¢né dimenze a vlastniho podporostoru je dimenze
podprostoru mensi.

(Dtkaz: Kbazi podprostoru pridame vektor z vnéjsku podprostoru.
Tim zGstane mnozina lin. nezavisla. Pripadné ji doplnime na bazi
prostoru.)

Podminka konecnosti dimenze je nutna: Napiiklad prostor poly-
nomd, i podprostor (1,x2,x%,...) maji stejnou dimenzi oo.
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Rovnost obalu

Dva obaly (U) =(W1,Wa,..., Un)a{V)y={0'1,V9,..., Up) S€ rov-
naji, pravé kdyz
dim(ﬂ}l, 72, ceey 7,1, 71, 72, ceey 7n> = dlm<U> = dlIIl(V)

Dukaz*: Necht (U) = (V), Pak U < (U), V < (V) = (U), takze
UuVccUuV)=(V)=U),tj. dim{U u V) = dim(V) = dim(U).

Necht nyni dim(U U V) = dim(V) = dim(U). Protoze (U) c (U U V),
ale maji stejné dimenze, musi se podprostor (U) rovnat linearnimu
prostoru (U U V).
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Pocet prvku linearné nezavislé mnoziny

Necht dimL =n, M c L, poéet prvka M je m. Potom:
e Je-li M lin. nezavisla, pak m < n.

e Je-li m > n, pak je M linearné zavisla.

e Je-lim =n a M je nezavisla, pak (M) = L.

e Je-lim=na{M)=L, pak M je nezavisla.

e Je-li M je nezavisla a (M) = L, pak m = n.
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Souradnice vektoru vzhledem k bazi

Na co mame bazi? Abychom vzhledem k ni mohli pridélit kazdému
vektoru usporadanou n-tici ¢isel, tzv. souradnice vektoru.

Definice: Souiradnice vektoru x° vzhledem k uspoidadané bazi
H

H H . N/ / hd / / v /
bi,bg,..., b,jsouusporadana n-tice realnych cisel o, oo, . . ., o

takova, ze
— —

N —
X =01b1+0bo+---+0,b,.

Existence soufadnic pro kazdy x € L? Protoze (B) = L.

Jednoznacnost souradnic? Protoze B je linearné nezavisla.



BI-LIN, base, 4, P. Olsak  [11]

Piiklady

Vzhledem k bazi ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) ma vektor x = (a,d,c)
souradnice (a, b, c).

Vzhledem k bazi (1, x,x2) ma vektor ax? + bx + ¢ soutadnice (c, b, a).

Vzhledem k bazi x? + 2, 2x, x — 1 ma vektor ax? + bx + ¢ souiradnice:

—2a +b
(a, ar +C, 2a—c>.

2

Souradnice vektort vzhledem k bazi v prostoru orientovanych use-
cek zjistime geometricky.
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Standardni baze v R”

je baze ((1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)).

Ma zajimavou vlastnost: vzhledem k ni ma vektor
x = (x1,%9,...,X,) souradnice (x1,xo,...,X,). ProtoZe

(x1,%9,...,%,) =21(1,0,...,0) +x9(0,1,...,0)+--- +x,(0,0,...,1).



