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Polynomy

Polynom je mozno definovat dvéma zptisoby:
¢ jako realnou nebo komplexni funkci, jejichz hodnoty jsou dany
jistym vzorcem,

« jako ten vzorec samotny.

a) algebra-all, 1, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsék 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BLLIN, algebracall, 1, Ol [2]
Prvni zpusob zavedeni polynomu
Definice 1: Polynom je komplexni funkce p : C - C, pro kterou
existuji komplexni ¢isla ag,aq,...,a, takova, Ze
p(x) = anx™ + ap1x” L+ ..+ aix +ag
pro vSechna x 0 C.
Cisla ag, a1, ..., a, nazyvame koeficienty polynomu.
Dale zavadime pojmy:

Rovnost polynomu jako rovnost funkei:
p =q, kdyz p(x) = g(x) pro vSechna x 0 C.

Soudet polynomii, ndsobek polynomu jako souéet a ndsobek funkei:
p +q je funkce, pro kterou (p +q)(x) = p(x) +q(x) pro vSechnax 0 C,

ap je funkce, pro kterou (ap)(x) = a [p(x) pro vSechna x [0 C.

BLLIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [3]

Druhy zpusob zavedeni polynomu

Definice 2: Polynom je vzorec tvaru

X" + Q1™ F -+ a1 + ao,

kde ag,as,...,a, jsou komplexni ¢isla a x je formalni proménna.
Cisla ag,ay,...,a, nazyvame koeficienty polynomu.

Hodnota polynomu a,x" + @p-1x" 1+ ... +a1x +ao v bodé a 0 C je
komplexni ¢islo, které dostaneme dosazenim ¢isla a za proménou x
do uvedeného vzorce.

BLLIN, algebra-all, 1, P. Oléak  [4]
Dale zavadime pojmy:
Rovnost polynomii: Dva polynomy se rovnaji, pokud souc¢asné plati
¢ koeficienty se stejnymi indexy se rovnaji,

¢ ma-li jeden polynom koeficient, ktery druhy polynom nema4, pak
tento koeficient je nulovy.

Soucet polynomui, ndsobek polynomu: jako soucet prislusnych vzor-
cu a nasobek vzorce konstantou. Presnéji:

Ma-li polynom p koeficienty ag, a1, . ..,a, a ma-li polynom g koefi-
cienty bg, b1,...,b, aje m < n, pak polynom p + ¢ ma koeficienty

ao +b0,a1 +b1,...,am +bm,bm+1,...bn.
Dale polynom ap ma koeficienty aa, aas,. .., 0a,.

Vysledky operaci jsou tedy popsany pomoci svych koeficientii algo-
ritmicky. Na vstupu do algoritmu jsou koeficienty polynomu, které
séitame resp. ndsobime. S proménnou x algoritmy nepracuji.

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [5]

Soucin polynomu

Soucin dvou polynomii p a q, které maji koeficienty ag,ay,...,an
a by, by,...,by, je polynom, ktery ma koeficienty co,c1, . .., Cmn ta-
kové, ze

Cp = a()bk + albk_l +...+ akbo,
pri¢emz v tomto vzorci klademe a@; =0 proi >m a b; =0 proi >n.
Jak jsme na to p#isli?
(g +a1x+aox? + ...+ amx™) [bo + b1x + box® + ... + byx™) =
= (aobo) + (a0b1 + albo)x +
+ (aobz + a1b1 + azbo)x2 +---+
+(@obman + A1Oman-1+ - + by + - - + Aanbo) x™H.

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [6]

Vztah mezi funkci a koeficienty

Jaky je vztah mezi prvnim a druhym zptsobem pojeti polynomu?

Tj. mezi polynomem jako funkci a polynomem jako vzorcem cha-
rakterizovanym svymi koeficienty?

Tvrzeni:

* Polynom dany koeficienty jednoznacéné uréuje funkcei podle defi-
nice 1.

* Polynom jako funkce ma své koeficienty uréeny jednoznaéné
(az na ,prebyvajici“ nulové koeficienty).

BL-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [7]

Prvni ¢ast tvrzeni je ziejma. Vzorec uréuje funkei.

Druha4 ¢ast tvrzeni neni zcela ziejma. K jejimu dukazu pouzijeme
pomocnou vétu:

Véta: nulova funkce je polynom, ktery musi mit vSechny koefici-
enty nulové.

Dikaz: Necht p(x) = a,x* + ... +a1x +ao = 0 pro vSechna x 0 C,
Koeficient ag musi byt nulovy (sta¢i dostadit x = 0). Takze plati
px) = x(@x" 1+ ... +a1) = xq(x) = 0. Polynom q je nulovy pro
vSechna x 00 C \ {0}. ProtoZe ¢ je funkce spojitd, je také ¢(0) = 0.
Dosazenim x = 0 dostavame a; = 0 a postup mazZeme opakovat.
Dostaneme a, =0, ..., a, = 0.

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [8]

Vratme se k tvrzeni: Polynom jako funkce mé své koeficienty ur-
¢eny jednoznaéné.

Dikaz: At polynom p (jako funkce) ma koeficienty ag,as1,...,a, a
také at ma koeficienty by, b1, .. ., b, (koeficienty doplnime nulami,
kdyby ptivodné mél byt pocet koeficientu rtzny). Funkce p —p je
nulova a ma ziejmé koeficienty ag — bg,a1 — by, ...,a, — b,. Podle
predchozi véty museji byt tyto koeficienty nulové, takze musi byt
a; = b; pro vSechna i. Nemuze se tedy stat, aby mél jeden polynom
(jako funkce) dvé sady riuznych koeficientu.
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Stupen polynomu

Definice: polynom se vSemi koeficienty nulovymi se nazyva nu-
lovy polynom.

Stuperi polynomu p s koeficienty ag,as,...,a, je nejvétsi index i
takovy, Ze a; # 0. Stupen nulového polynomu definujeme hodno-
tou —-1.

Stupen polynomu p znac¢ime Stp
Pozorovani: Pro nenulové polynomy p a q plati:

St(p + q) < max(Stp, Stq), St(p [) = Stp + Stq

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsgk  [10]

Déleni polynomu polynomem se zbytkem

Véta: Pro polynomy p a q (polynom g nenulovy) existuji polynomy
r a z takové, ze

e p=rlf+z, (neboli p/q =r +2z/q),

¢ Stz <Stgq.

Polynomu r ¥ikame édsteény podil a polynomu z tikame zbytek pti
déleni polynomu p polynomem gq.

Platnost véty je zarudena existenci algoritmu, ktery pro kazdé p,
q vytvori r a z uvedenych vlastnosti.

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsgk  [11]

Algoritmus (ptiklad):

2x°-3x*+3x3 - x2- 6x+ 8):(x2-2x+4)=2x3+x2-3x-11
—(2x% — 4x* + 8x3)
x*-5x8- x2- 6x+ 8
—(x* - 223 + 4x?)
—3x3 -5x2— 6x+ 8
—(—3x3 + 6x2 — 12x)
-11x%2+ 6x+ 8
—(~11x2 + 22x — 44)
-16x + 52

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [12]
Algoritmus (néért):

p q = ckxk + Cp-1X

—ckxk |]]
p-oxt [y
_ck_lxk—l DI
- k —_ k-1
p—opx” Ly —cpax™ " [

kL4 +¢o

Ly +co)y=p-rqg=z

p - (cpx® + cpqx
Algoritmus:
¢ vidy skonéi po koneéné mnoha krocich,
¢ vyprodukuje polynomy r a z, které maji vlastnosti podle véty.

(rozmyslete si, proc)

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [13]

Jednoznaénost ¢aste¢ného podilu a zbytku
Polynomy r a z s vlastnomstmi podle piedchozi véty jsou uréeny
vychozimi polynomy p a ¢ jednoznacné.

Dikaz: At kromé r a z jesté polynomy r; a z; maji uvedené vlast-
nosti, tj.
p=rlg+z=rifg+2z, Stz <Stqg, Stz;<Stgq.

Po odeéteni prvni rovnosti je (r - r1)q = z; —z. Stupen na pravé
strané je mensi nez g, takZe na levé strané musi byt ¢ nasobeno
nulou. Tj. r = ry. Z toho také plyne, Ze z = z;.

BLLIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [14]

Hornerovo schéma =

= algoritmus na efektivni vyhodnoceni polynomu v daném bodé.
p(0) =@, 0" + 410"+ ap 002 4+ +asa’ +a10 +ag =
=((-- (@ +ap1)a +a,2)a +---+a2)a +a1) A +ao.
Mezivypocty (zavorky) mohou zustavat v registru procesoru.

Odhadnéte pocet nasobeni a sc¢itani pii vyhodnoceni polynomu
stupné n v bodé

a) ptimo pomoci vzorce z definice polynomu

b) podle Hornerova schématu

BLLIN, algebra-all, 1, P. Olsék  [15]

Tri radky Hornerova schématu
Pti psani mezivypoéti na papir mtzZeme pouzit tiiradkové schéma:

an QAn-1 an-92 ... Q2 ai ao
a: ab,-1 ab,—s ... abs ab; aby
bn—l bn_z bn_3 cen bl bo p(a)

kde b,-1 =ay,, bp-1=a, +ab,prok=n-1,n-2,...,3,2,1.

Vyplati se to, protoze plati nasledujici tvrzeni ...

BL-LIN, algebra-all, 1, P. Olsék  [16]

Tvrzeni: tfeti fadek Hornerova schématu obsahuje koeficienty b;,
coz jsou koeficienty polynomu r, pro ktery plati:

px) =rx)(x—-a)+p(a)
tedy: r je ¢aste¢ny podil polynomu p polynomem (x — o).
Dukaz: je tfeba vyuzit rekurentnich vztaha
bp-1=0an, bpi=a,+aby
a propocitat vyraz r(x) (x — a) + p(a).

K ¢emu to je: nemusime pro vypocet ¢astecného podilu polynomu
polynomem stupné prvniho pouzivat algoritmus ze slidu [12].



BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [17]

Koren polynomu
Definice: Koren polynomu p je takové ¢islo a O C, pro které je
pla)=0.

Jinymi slovy: kofen je éislo, ve kterém ma polynom nulovou hod-
notu.

Definice: Korenovy dinitel polynomu p je polynom tvaru x—a, kde
a je kotren polynomu p.

Pozorovani: Polynom je délitelny svym koienovym ¢initelem.

Dukaz: Casteény podil polynomu p kofenovym é&nitelem (x — o)
musi mit stupen zbytku mensi nez 1, takze zbytek je konstanta z.
Takze

plx)=rx) dx-a)+z.

Po dosazeni x = a dostavame 0 = p(a) = r(a) [0 + z, takze z = 0.

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsgk  [18]

Zakladni véta algebry

Véta: Kazdy polynom stupné aspon prvniho ma v C kofen.

Poznamka: Polynom stupné nula je nenulova konstanta, tj. nema
koten.

Pozorovani: TiebaZe ma polynom stupné aspon prvniho realné
koeficienty, nemusi mit zadny realny koien. Naptiklad polynom
x? + 1. Zakladni véta algebry pravi, Ze polynom ma komplexni,
koten.

Dukaz zakladni véty algebry: neuvadime.

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olssk  [19]

Rozklad polynomu na korenové €initele

Necht p je polynom stupné asponn prvniho. Pak m4 koten a; a
je délitelny kofenovym ¢initelem x — a1, tedy p = (x — a1) [p1(x).
Polynom p; ma stupen o jeden mensi, nez stupen p.

Necht p; je polynom stupné aspori prvniho. Pak ma kofen aq a je
délitelny ¢initelem x—as, tedy p = (x—0a1)P1(x) = (x—a1)(x—0a2) Pa(x).
Polynom ps ma stupen o dva mensi, nez stupen p.

Opakovanym postupem této ivahy dostavame
p=k&-0a1) pi1(x) = (x-ap) Hx—az)--- (x - ay) [K,
kde K = p, je polynom stupné nultého (nenulova konstanta).

Tomuto vzorci se ¥ika rozklad polynomu p na korenové dinitele.

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [20]

Nasobnost korene

Pozorovani: Vsechna ¢isla a; v predchozim vzorcei (v rozkladu na
korenové cinitele) jsou kofeny polynomu p.

Pozorovani: Pocet kofenovych ¢initeli v predchozim vzorci je
roven stupni polynomu.

Definice: Ndsobnost kotene o je poéet vyskytu ¢isla o v kofeno-
vych éinitelich v rozkladu na kofenové cinitele.

Pozorovani: Kazdy polynom ma tolik kotenti, kolik je jeho stu-
pen. Kazdy koren ovSem zapocitame tolikrat, kolik ¢ini jeho na-
sobnost.

Pozorovani: Konstanta K v rozkladu na kofenové cinitele je
rovna koeficientu a,,.

BL-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [21]

Nalézt rozklad na korenové ¢initele

neni algebraicky pro obecny polynom p mozné.

Pti hledani rozkladu je totiz potieba najit vSechny koieny poly-
nomu p na zakladé znalosti jeho koeficienti. Vzorce existuji pro
polynomy stupné 1, 2, 3, 4 a dale pro nékteré specialni polynomy.

Priklad: Pro polynom stupné 2 vzorce pro koreny jisté znate:

—ai+ ,/a§—4a2ao -a1— \/a%—4aza0

a; =
2as 2as

> ag =
Pro polynomy stupné patého a vyssiho algebraické vzorce neexis-
tuji. Pomoci teorie grup Niels Abel a Evartiste Galois dokazali,
Ze tyto vzorce skuteéné neexistuji (tj. je dokdzano, Ze vzorce ani
v budoucnu nikdo objevi).

To neni ve sporu se zdkladni vétou algebry, ktera tika, Ze koien
existuje (zdtivodnéte proc).

BL-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [22]

Specialni pripad: koreny jsou cela ¢isla

Jsou-li koeficienty polynomu celo¢iselné, pak je mozno vyzkouset,
zda nepujde nalézt koien mezi déliteli koeficientu ay. Téch je ko-
ne¢né mnoho. Pokud mezi nimi kofen nenalezneme, nemame sice
rozklad, ale mame aspon jistotu, Ze polynom nema dalsi celoéi-
selné koteny. Plati totiz:

Véta: Je-li a celociselny koien polynomu p s celo¢iselnymi koefi-
cienty, pak a déli koeficient a.

Dikaz: V rovnosti 0 = @,a" + @p-10" 1 + - - - + @10 + ag (ktera plyne
z toho, Ze a je koien) odefteme z obou stran ag a ze zbytku vy-
tkneme a. Dostavame ag = —a Ha, 0" ' +a,10" 2+ +aq) = a [,
kde c je celé ¢islo. Takze a déli ay.

BLLIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [23]
Priklad

Rozlozime p(x) = x° - 12x* + 48x3 — 62x2 - 33x + 90. Ma-li byt koie-
nem celé ¢islo, muze to byt jediné délitel devadesatky, tedy ¢éisla
1,2,3,5,6,...,90,-1,-2,-3,...,-90. Téchto konetné mnoho ¢isel
muzeme zkusit dosadit do polynomu. Vychazi napt. p(2) = 0, takze
2 je koten. Dalsi koieny staé¢i hledat v polynomu p;(x) = p(x)/(x—2).
Koeficienty tohoto polynomu najdeme ve ttetim fadku Hornerova
schématu. Je pi(x) = x* — 10x3 + 28x2 — 6x — 45. Tento polynom ma
kofen 3 a pa(x) = p(x)/((x — 2)(x — 3)) = x° — 7x® + Tx + 15. Trojka je
znovu kofen polynomu ps a p3(x) = p(x)/((x —2)(x - 3)?) = x% - 4x - 5.
Tento kvadraticky polynom ma kofeny 5 a —1. Rozklad daného
polynomu je: p(x) = (x — 2)(x — 3)%(x - 5)(x + 1).

Jiny piiklad: rozklad polynomu x°—12x*+48x%-62x2-33x+91 nelze
algebraicky nalézt. Délitele 91 jsou 1,7,13,91,-1,-7,-13,-91.
MuzZeme zjistit, Ze Zadné z téchto ¢isel neni koten, takZe polynom
nema celo¢iselné koteny.

BL-LIN, algebra-all, 1, P. Olsdk  [24]

Komplexné sdruzené koreny
Polynomy s redlnymi koeficienty ne vidy maji jen realné koteny.
Komplexni kofeny se ovS§em v takovém piipadé vyskytuji v parech:

Tvrzeni: Je-li a O C koien polynomu p s realnymi koeficienty, pak
o (komplexné sdruzené ¢islo k ¢islu a) je také koten polynomu p,
dokonce stejné nasobnosti.

Proc je @ koren? Plati

p@) =ag+a1T+as0>+- +a,0" =
=ao+a  d+az A%2+---+@, A" =

=ag+a10 +a202+---+a,a”=p(a)=0=0.

Proé maji o a @ stejnou ndsobnost? Souéin (x—a) [lx—a) je polynom
s redlnymi koeficienty (propocitejte si to).



BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [25]

Realny rozklad

Dvojici kofenovych €initeld (x — a) a (x — @) miZeme roznasobit a
dostavame kvadraticky polynom s realnymi koeficienty

(x-a)dx-a) = x>+ Px+Yy.

Nahradime-li v§echny takové pary korenovych c¢initelt jejich sou-
¢iny, dostavame v piipadé polynomu s redlnymi koeficienty:

¢ soucin korenovych ¢initelt s realnymi kofeny nasobeny
¢ sou¢inem kvadratickych polynom, které nemaji redlné koteny.

Reélny rozklad ma obecné tvar

px) = c Ox —ar)x— az) - - (x — ap)® + Brxc + Y1) - - - (2% + B + Yin)

BLLIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [26]

Realny rozklad s nasobnostmi

Zapiseme-li v realném rozkladu vicenasobné korenové ¢initele po-
moci mocnin a stejné tak opakované kvadratické polynomy pomoci
mocnin, dostavame rozklad:

p) =clx—ap™ - (c— ap)" [ + Brxc + )" - - (% + Bk + y)'"
Takovy rozklad se ¢asto pouziva,
« aby se vypocet obesel bez pouziti komplexnich ¢isel a
« aby explicitné poéital s moznosti vyskytu vicenasobnych kotent

(napt. integral racionalni lomené funkce).

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsgk  [27]

Parcialni zlomky

Véta: Necht Stp < Stq a a je k ndsobnym kofenem polynomu q.
Oznaéme q = (x — a)* [y;. Pak existuje @ 0 C a polynom p; takovy,
ze Stp; <Stg-1a

px) a pilx)

@) = G-ay + =@ Ox O C takové, ze q(x) # 0

Dukaz: ProtoZe a je k-nasobnym kofenem g, plati g;(a) # 0. Do-
kazovana rovnost je ekvivalentni s p(x) = a [f1(x) + p1(x) Hx - a).
Po dosazeni a - x je p(a) = a Lg1(a), tj. a = p(a)/qi(a). Polynom
p(x)—aldi(x) ma stupen nejvyse roven max(Stp, St g;) a ma koren
a. Déleni jeho kofenovym ¢initelem vychazi tedy beze zbytku a vy-
sledkem déleni je polynom p;. Jeho stupen je tedy aspon o jedni¢ku
mensi nez max(Stp, Stq;) a je tedy mensi nez Stq - 1.

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [28]

Rozklad na parcialni zlomky

je dusledek predchozi véty:

px) ay Ap-1 a1 p2x)
— = + + -+ + =
qlx) (x-a) (x-a)? (x - G) ql(x)
k1 k2
_ a;r, a; L,y
=2 Gay A Goay Z <x ¥
Redlny rozklad na parcialni zlomky:
p(x) L Qi ky ke Ak,
q(x) Z (x-ap) z @-a) z (x crr)‘

zm1x+clm1 zm2x+clmz zmux+clmb

Z(x2+ﬁlx+y1)’ z(x2+B2x+y2)l Z(ac 2 + Box + Vi)

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [29]

Polynom nad télesem
Ciselné obory Q, R a C jsou priklady takzvanych #éles (o tom
promluvime podrobnéji pozdéji). Téleso zde zna¢im pismenem 7.

Pokud polynom ma koeficienty jen z T a defini¢ni obor je také
z T (tj. za formalni proménnou x dosazujeme jen ¢isla z T'), pak
hovoiime o polynomu nad télesem T.

Definice: Polynom p nad télesem T je ireducibilni v T, pokud jej
neni mozné rozlozit na sou¢in polynomu r, s nad 7' stupné aspon
prvniho. TakZe nemuze platit p = r (3.

Pokud je mozné polynom vySe zminénym zpusobem rozloZit, ¥i-
kame mu reducibilniv T.

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olsak  [30]
Piiklad: Polynom x2 + 1 je ireducibilni v R.
Piiklad: Polynom x2 + 1 je reducibilni v C, protoze
22+1 = @x+i)Ox—-1i).

Priklad: V C jsou ireducibilni pouze polynomy stupné nejvyse
prvniho. To zaruéuje zakladni véta algebry.

Priklad: Polynom x? - 2 je ireducibilni v Q, ale je reducibilni v R
i C, protoze x2 -2 = (x - v/2) Ox + v/2) a to jsou polynomy stupné
aspon prvniho nad R i nad C, ale ne nad Q.

Priklad: Rozklad na kotenové ¢initele je rozklad na souéin iredu-
cibilnich polynoma v C.

Priklad: Realny rozklad je rozklad na soucin ireducibilnich poly-
nomd v R.

(1]

Linearni prostor

 je mnozina L jakychkoli objekt s operacemi + a [
« objekty lze s¢itat mezi sebou, soucet je také objekt z mnoziny L
 objekt 1ze nasobit konstantou, nasobek je také objekt z L

* operace s¢itani a ndasobeni splfiuji tzv. axiomy linearity

a) algebra-all, 2, b) P. Olak, FEL CVUT, ¢) P. Olsdk 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [2]

Priklady

* Funkce

e Polynomy

¢ Usporadané n-tice ¢isel
e Orientovné usecky

» Nekoneéné posloupnosti
* Realna ¢isla samotné

* Komplexni ¢isla
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Definice linearniho prostoru

Linedrnim prostorem nazyvame kazdou neprazdnou mnozZinu L,
na které je definovano séitani + : L x L — L a nésobeni re-
alnym ¢islem O0: R xL - L a tyto operace spliiuji pro kazdé
x* 0L,y OL,Z OL,a OR,B OR vlastnosti:

M) F+y=7+7

2 X+P)+Z2 =T +(F +72)

3) aOBx)=(aB)Ox

4) adx+3y)=ax +ay

B5) (@+B) X =a0x + B 0x

6) 10x¥ =%

(7) existuje 0 OL,%eprokazdé ¥ OLjeOx =0
Prvky linearniho prostoru nazyvame vektory. Realnému ¢éislu
v kontextu nasobeni [: R x L - L ¥ikdme skaldr. Prvku o O L
z vlastnosti (7) fikame nulovy prvek nebo nulovy vektor.

BLLIN, algebra-all, 2, P. Olssk  [4]

Jednoduché vlastnosti

Pro nulovy prvek o linearniho prostoru L plati vlastnosti:
1 *+0=%x Ox OL,
2 ado=70 Oa OR,
(3) Nechtx OL. Jeliax =0 aa#0, pak X =70.

BLLIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [5]

Co neni linearnim prostorem

¢ Kvili operacim: (a,d) + (¢c,d) = (a +d,c +b), ...

¢ Kviali mnoziné: mnozina nenulovych funkeci, ...

BILIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [6]

Konecné linearni prostory (nad R)

Jednobodovy prostor (tzv. trivildlni, obsahuje jen nulovy vektor)

ALE: Neexistuje koneény linedrni prostor s aspont dvéma vektory.

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [7]

Neobvykly linearni prostor
¢ Mnozina: R*, operace: 0 : R* xR* - R*, © : RxR* -~ R*

xOy=x¥, aox=x"

BL-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [8]
Linearni podprostor
je podmnozina M linearniho prostoru L, ktera je sama se stejnymi
operacemi linearnim prostorem. Vlastnosti (1) az (7) jsou zaru-

¢eny, protoze tytéz operace ,pracuji“ v L. Nemusi byt ale splnéna
uzavienost operaci, tedy:

Definice: Necht L je linedrni prostor s operacemi ,+“ a ,[. Ne-
prazdnou mnozinu M 0 L nazyvame linedrnim podprostorem pro-
storu L, pokud pro vechna ¥ OM,y OM a a OR plati:

(1) T+yOM,
2 aOx OM.

BIL-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [9]

Priklady linearnich podprostoru

¢ Polynomy v linedrnim prostoru funkeci

¢ Polynomy nejvyse druhého stupné v linearnim prostoru poly-
nomu

+ Podmnoziny z R?:
M = {(x,y,2); x+ 2y =0, z libovolné} ANO,
N ={(x,y,2); 2x +y—-2z=0} ANO,
S ={(x,y,2); 2x+y-z=3} NE.
¢ Orientované tusecky ve spole¢né roviné prochazejici bodem O,

* Orientované usecky ve spole¢né piimce prochazejici bodem O.

BL-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [10]

Pranik a sjednoceni podprostoru

¢ Prunik podprostori stejného lin. prostoru je vzdy podprostor,

 sjednoceni podprostorta stejného lin. prostoru nemusi byt pod-
prostor.
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Linearni
(ne)zavislost

Skupiny, resp. mnoziny, vektori mohou byt linedrné zdvislé nebo
linedrné nezdvislé. ..

a) algebra-all, 3, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsék 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [2]

Odedéitani vektoru, asociativita

Misto, abychom psali zdlouhavé: % + (-1) 0y, piSeme struénéji
- =

xX-y.
Vektoru —¥ = (-1) Oy tikdme opacny vektor k vektoru 7y .
Pozorovani: X - X = 0, protoZe

T-X=1K+-Dx =1+(-)) 0¥ =00x = 0.

Dalsi zkraceni zapisu: ProtoZe (X + )+ 2 = X +(¥'+72), tj. nezalezi
na poiadi provadéni operaci, budeme nadéle zavorky vynechavat
apsatjen ¥ +y + 7.

BLLIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [3]

Linearni kombinace

Ve, co s vektory muzeme délat je:

¢ néasobit je konstantou

« séitat je mezi sebou, neboli:

* tvorit linedarni kombinace.

Definice: Lindrni kombinace vektord X1, X 2,..., X » je vektor:

01DE’1+0(2D72+~-~+0,LD?”

Reélna ¢isla ay, as,. .., a, se nazyvaji koeficienty linedrni kombi-
nace.

BL-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [4]

Trividlni linearni kombinace
Definice: Ma-li linedarni kombinace vSechny koeficienty nulové,
rikame ji trividlni. Trividlni linearni kombinace vypada takto:

0x1+0X g+ +0%,
Ma-li linearni kombinace aspon jeden koeficient nenulovy, fikame
Jji netrividlni.
Pozorovani: Trivialni linearni kombinace je rovna nulovému vek-

toru.

Plyne to z axiomu (7) a z tvrzeni, 7e ¥ + 0 = X

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [5]

Linearni zavislost, linearni nezavislost

Definice: Skupina vektorti X1, X o, ..., X 5 je linedrné zdvisld, po-
kud existuje jejich netrivialni linearni kombinace rovna nulovému
vektoru.

Skupina vektorti X1, X'g, ..., X » je linedrné nezdvisld, pokud nee-
xistuje jejich netrivialni linearni kombinace rovna nulovému vek-
toru, tedy pokud jediné jejich trividlni linearni kombinace je rovna
nulovému vektoru, neboli pokud z rovnosti

(7{1|:|?]_+G{2|:|§>2+“~+(7{n[’7n=6>

nutné plyne a; =as =---=a, =0.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [6]

Piiklady

+ v R3 jsou vektory (1,2, 3),(5,7,8),(3, 3, 2) linearné zavislé
« v R? jsou vektory (1,2, 3), (4,7, 8), (3, 4, 2) linedrné nezavislé.

v prostoru redlnych funkei jsou vektory sin(x), cos(x), e* linearné
nezavislé.

« v prostoru realnych funkei jsou vektory sin®x, cos®x, 3 linearné
zavislé.

« v prostoru polynomi jsou vektory x2 + x + 1,x + 2,x2 — 1 lienarné
zavislé.

Vsechny piiklady si ovétte podle definice.

BL-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [7]

Jiny pohled na linearni zavislost

Tvrzeni: Vektory X', X'g, ..., X » jsou linedrné zavislé pravé kdyz
existuje aspon jeden z nich, ktery je linedrni kombinaci ostatnich.
Dikaz. 1. necht jsou lin. zavislé. Pak existuje jejich netrividlni
lin. kombinace rovna nulovému vektoru, tj. aspon jeden koeficient
je nenulovy, vydélenim timto koeficientem a pfenosem vektoru na
druhou stranu rovnosti zjistujeme, Ze vektor je linedarni kombinaci
ostatnich.

2. necht existuje jeden vektor, ktery je linedrni kombinaci ostat-
nich. Pfeneseme jej na druhou stranu rovnosti (odeéteme jej) a
mame netrivialni linedrni kombinaci rovnou nulovému vektoru.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [8]

Procviéovani pochopeni definice

¢ Linearni (ne)zavislost neni podminéna poradim vektora ve sku-
piné.

» Skupina vektord, v niz se néktery vektor opakuje, je linearné
zavisla.

» Skupina vektori obsahujici nulovy vektor je linedrné zavisla.

e Skupina dvou vektoru je linearné zavisla pravé kdyz jeden je
nasobkem druhého.

e Priddanim vektoru do linedrné zavislé skupiny se jeji zavislost
nezmeéni.

¢ Odebranim vektoru z linedarné nezavislé skupiny se jeji nezavis-
lost nezméni.



BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [9]

Zavislost orientovanych usecéek

¢ Dvé orientované tusecky jsou linedrné zavislé pravé kdyz lezi ve
spole¢né primce.

¢ Tti orientované usecky jsou linearné zavislé pravé kdyz lezi ve
spole¢né roviné.

« Cty¥i orientované usedky jsou zavislé vidy.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsgk  [10]

Zavislost nekoneénych mnozin vektoru
Pravidlo: V algebie pracujeme jen s koneénymi linearnimi kom-
binacemi, tj. séitancu je vzdy koneéné mnoho.

¢ Nekone¢na mnozina M vektort je linedrné zdvisld, pokud exis-
tuje jejich koneén4 linearné zavislad podmnozina, tj. existuji vek-
tory X1, Xo,..., X, zmnoZiny M tak, Ze jsou linedrné zavislé.

¢ Nekoneéna mnozina M vektoru je linedrné nezdvisld, pokud
kazda jeji konetna podmnozina je linearné nezavisld, jinymi
slovy neexistuje linearné zavisla koneéna podmnozina. Jesteé ji-
nak: neexistuje zadny vektor z M, ktery by se rovnal koneéné
linearni kombinaci ostatnich vektora.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsgk  [11]

Priklad nekoneéné lin. nezavislé mnoziny

MnoZina polynomt {1,x,x%,x3,x%, .. .} je linearné nezavisla.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [12]

Linearni obal
Definice: Linearni obal vektord X'1, X'g, ..., X » je mno%ina véech
jejich linearnich kombinaci, tedy
{0171 +C¥272+ B ani’n; ai, dg, ..., 0, O R}
Linearni obal vektort %1, Xg,..., X » znaéime k1, Xg,..., £ 0

Linearni obal (kone¢né nebo nekoneéné) mnoziny vektora M je
mnozina vSech konec¢nych linearnich kombinaci vektorti z mno-
ziny M. Linearni obal mnoziny M znac¢ime [M[J

Pozorovani: M O (M

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [13]

Geometricka predstava linearniho obalu

Predpokladejme vektory z mnoZiny orientovanych tsecek se spo-

le¢nym pocéatkem O.

¢ Linearni obal jednoho nenulového vektoru je mnozina vSech vek-
tora lezicich ve spole¢né primce.

e Linearni obal dvou linearné nezavislych vektorti je mnoZina

vSech vektort lezicich ve spole¢né roviné.

¢ Linearni obal t#i linearné nezavislych vektort je mnoZina vSech
orientovanych usecek.

¢ Linearni obal (libovolné mnoha) vektort lezicich ve spoleéné ro-
viné je mnozina vSech vektora lezicich v této roviné.

BLLIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [14]

Obal obalu

Véta: M [T= (ML) neboli:
linearni obal linedrniho obalu uZ neni vétsi nez puvodni linedrni
obal.

Dukaz: Linearni kombinace linedrnich kombinaci vektora z M je
po vyuziti distributivniho zdkona rovna piimo linearni kombinaci
vektord z M (rozepiste si to).

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsgk  [15]

Obal je podprostor

(1) Je-li P linearnim obalem néjaké mnoziny M, je P linearni pod-
prostor.

(2) P je linearni podprostor praveé tehdy, kdyz (PC= P.

(3) Linearni obal mnoZiny M je nejmensi linearni podprostor ob-
sahujici M.

Dikazy: (1) Soucet prvka z obalu zustava v obalu a a-nasobek

také. ProtozZe linearni kombinace lin. kombinaci je pfimo lin. kom-
binace.

(2) Je-li P linearni podprostor, pak vSechny linearni kombinace
prvku z P zustavaji v P, takze [(PO= P. Obracené: viz (1), stadéi
zvolit M = P.

(3) Necht P = [Ma @ je podprostor obsahujici M, tedy M 0 Q. Je
P = MO [QT= @, takze je P nejmensi.

BL-LIN, algebra-all, 3, P. Olsék  [16]
Rozsireni linearné nezavislé mnoziny
Véta: Je-li N linearné nezavisla mnozina vektord a z [/ IN[) pak
N O0{7Z’} je linearné nezavisla.

Diikaz: Sporem. Necht N 0 { Z’} je linedrné zavisl4. Pak existuje
koneéné mnoho X1, X9,..., x, ON tak, Ze

0171 + 0272 +--+ GHY’,L + am—l? = ?,

a pritom aspon jedno q; je nenulové. Kdyby byla a,,; = 0, mame
netrivialni lin. kombinaci vektort nezavislé mnoziny N rovnu nu-
lovému vektoru a to neni mozné. Takze musi a1 # 0. Po vydéleni
0y.1 a pfevedeni Z' na druhou stranu rovnosti je Z* linedrni kom-
binaci vektort z N, coZ je ve sporu s tim, ze z [/ INT



BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [17]

Redukce lin. nezavislé mnoziny
Véta: Mnozina N je linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz kazda
jeji vlastni podmnozina ma mensi obal.

Dikaz: Necht N je nezdvisld. Necht N’ O N. Vektor z O N \ N’
neni lin. kombinaci prvka z N, protoZe jinak by N byla zavisla.
NemiiZe tedy [INC= [N'[] protoZe v takovém piipadéje z' 0 [N'[]

Necht N je zavisla. Existuje jeden vektor Z', ktery je lin. kombinaci
ostatnich. Jeho odebranim vznika N’, kterd ma stejny lin. obal.

[11

Baze

¢ Kazdy linearni (pod)prostor ma svou bazi

¢ Vzhledem ke zvolené bazi uréujeme souradnice vektor. ..

a) algebra-all, 4, b) P. Olgak, FEL CVUT, ¢) P. Olgak 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) Viz p. d. 4/2010

BLLIN, algebra-all, 4, P. Olsgk  [2]

Definice baze

Definice: MnoZina vektorid B je bdze linearniho prostoru L, pokud
(1) B je linedarné nezavisla,
(2) BO=L.

Podobné definujeme bézi linearniho podprostoru P O L.

BILIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [3]

Priklady bazi

« {(1,2,3), (4,7,8), (3,4,2)} je baze R3.
« {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} je také baze R3.
. {(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1)} je baze R".

* libovolné tfi linedrné nezavislé orientované usecky tvori bazi
linearniho prostoru vSech orientovanych usecek.

¢ libovolné dvé linearné nezavislé orientované usecky v roviné
tvori bazi linearniho podprostoru orientovanych tsecek lezicich
v této roviné.

« Mno#ina {1,x,x2,x3,...} tvoii bazi lin. prostoru viech polynomsi.

Pozorovani: Jeden linedrni (pod)prostor mé vice bazi, vSechny

maji spoleénou vlastnost: maji stejny pocet prvka. (To dokazeme

za chvili.)

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [4]

Existence baze

Véta:
» Kazdy netrividlni linearni prostor ma bazi.
¢ Kazda linearné nezavisla mnozina se da doplnit na bazi.

¢ V kazdé mnoziné, pro kterou (M= L, se da najit podmnozina,
ktera tvoii bazi L.

Dukaz: opira se o axiom vybéru. Dikaz najdete ve druhém vydani
linal2.pdf, ale nebudu jej pozadovat ke zkousce.

Pozorovani: Je-li baze kone¢n4, pak se da lin. nezavisla mnozina
doplnit na bazi postupnym pridavanim vektort z vnéjsku linear-
niho obalu (pouZije se véta ze slidu [16]).

BL-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [5]
Stejny pocéet prvku v bazi
Véta 1: Dvé baze stejného linearniho prostoru maji stejny pocet
prvku.
Dukaz: pomoci tzv. Steinitzovy véty o viméné:

Véta (Steintz): Necht M je libovolnda mnozina, N je koneéna line-
arné nezavisla mnozina vektorua tak, ze N O (M Pak lze z mno-
ziny M odebrat tolik vektort, kolik jich je v N, a ptidat tam v§echny
vektory z N. Nové vznikla mnozina mé stejny linedrni obal jako
M (Dtkaz Steintzovy véty: viz linal.pdf.)

Dikaz véty 1: Necht B; a By jsou dvé baze. Protoze B; je lin.
nezavisla a B; 0 [B3[) ma podle Steinitzovy véty B; nejvyse tolik
vektoru jako By. Je také By lin. nezavisla a Bg 0 (B[] takZe pocet
vektord je stejny.

BIL-LIN, algebra-all, 4, P. Olsgk  [6]

Dimenze

Definice: Poéet prvka baze linearniho prostoru L je dimenze L,
znatime dim L.

Pozorovani: Predchozi véta nam zarucuje, Ze definice ma smysl.
Priklady:

e dimR" =n,

¢ dimenze prostoru polynomi je oo,

» dimenze prostoru orientovanych usecek je 3,

 dim. podprostoru orientovanych tseéek ve spoleéné roviné je 2,

¢ dim. podprostoru orientovanych tsecek ve spole¢né primce je 1,

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [7]

Dimenze podprostoru

Dimenze podprostoru je mensi nebo rovna dimenzi prostoru.
(Dukaz: Bazi podprostoru l1ze doplnit na bazi prostoru.)

V piipadé koneéné dimenze a vlastniho podporostoru je dimenze
podprostoru mensi.

(Dtikaz: K bazi podprostoru pridame vektor z vnéjsku podprostoru.
Tim zustane mnozina lin. nezavisla. Ptipadné ji doplnime na bazi
prostoru.)

Podminka koneénosti dimenze je nutna: Naptiklad prostor poly-
nom1, i podprostor 1,x2,x%, .. .C0maji stejnou dimenzi c.



BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [8]

Rovnost obalu
Dva obaly W= 0y, Ws,..., t,la V=1, Vo,..., U,lse rov-
naji, pravé kdyz

diml]?l, 72, ey 7n, 71, 72, ey 7,,D= dim[l/0= dim[V'[]
Dukaz*: Necht W= V[JPak U 0 W0V 0 WO= WL takze
UODVIOWOVEVEWHt. dmW/ 0 Ve dimVE dim@U0

Necht nyni dim@ O V= dim[V= dim@/0 Protoze WD W O V]
ale maji stejné dimenze, musi se podprostor (/Crovnat linedrnimu
prostoru U O VI

BLLIN, algebra-all, 4, P. Olsék  [9]

Pocéet prvku linearné nezavislé mnoziny

Necht dimL =n, M O L, polet prvka M je m. Potom:
¢ Je-li M lin. nezavisla, pak m < n.

e Je-li m > n, pak je M linearné zavisla.

e Je-lim =n a M je nezavisla, pak (M= L.

e Je-lim =na M= L, pak M je nezavisla.

e Je-li M je nezavisld a M= L, pak m =n.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsgk  [10]

Souradnice vektoru vzhledem k bazi
Na co mame bazi? Abychom vzhledem k ni mohli pridélit kazdému
vektoru usporadanou n-tici ¢isel, tzv. soufadnice vektoru.

lleﬁgice: S(ln‘adnice vektoru x vzhledem k uspoiadané bazi
b1, bo,..., b,jsouusporadana n-tice redlnych &isel a1, as, ..., ay,

takova, ze

N — — —
X =01b1+02b2+~'~+anbn.

Existence souiadnic pro kazdy x 0 L? Protoze [(B[= L.

Jednoznac¢nost soufadnic? ProtoZe B je linedrné nezavisla.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [11]

Priklady

Vzhledem k bézi ((1,0,0), (0, 1,0),(0,0, 1)) ma vektor x = (a,b,c)
soufadnice (a, b,c).

Vzhledem k bézi (1, x,x2) ma vektor ax? + bx +c souiadnice (c, b, a).

Vzhledem k bézi x2 + 2, 2x, x — 1 ma vektor ax? + bx + ¢ souradnice:

< 2a+b+c >
a, — 2a-c ).

Souiadnice vektoru vzhledem k bazi v prostoru orientovanych tse-
¢ek zjistime geometricky.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [12]

Standardni baze v R”

je baze ((1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1).

Ma4 zajimavou vlastnost: vzhledem k ni ma vektor
x = (x1,%2,...,%,) souradnice (x1,%o,...,%,). ProtoZe

(x1,%2,...,%,) =x1(1,0,...,0) +x2(0,1,...,0) +--- +x,(0,0,...,1).

[11

Linearni
zobrazeni

» Zachovava operace + a [linearniho postoru.

e Prenasi vztahy mezi vektory jednoho prostoru do druhého.

a) algebra-all, 5, b) P. Olak, FEL CVUT, ¢) P. Olsdk 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) *. Viz p. d. 4/2010

BL-LIN, algebra-all, 5, P. Olsak  [2]

Zobrazeni (zatim ne nutné linearni)

pritazuje kazdému prvku x jedné mnoziny (L;) jednoznaéné
prvek y mnoziny druhé (Lg). Zna¢ime a : L1 — Lo.
e prvku x zobrazeni A pritadi prvek y, ktery nazyvame hodnota

zobrazeni v bodé x nebo obraz prvku x a znacime jej A(x). Mlu-
vime-li o obrazu prvku x, pak prvek x nazyvame vzor.

* mnoziné M 0 L, zobrazeni A p#ifadi mnozinu hodnot A(M).

e zobrazeni je prosté (injektivni), pokud kazdym dvéma rdznym
vzorum priradi rizné obrazy.

¢ zobrazenti je na Ls (surjektivni), pokud kazdy prvek v Ls ma svij

VZor.

 zobrazenti je bijektivni, je-li prosté a na.

BI-LIN, algebra-all, 5, . Olsak  [3]

Definice linearniho zobrazeni

Zobrazeni A : Ly — Lg je linedrni (homomorfismus), pokud jsou L
a Lo linearni prostory a pokud zobrazeni ,zachovava operace®, tj.
0%,y 0Ly, Oa OR je:

AT +7) = AX) +AY), A(a Ox') = a [A(X).

Operace +, [Wlevo obou rovnosti jsou operacemi v L; a operace +, [J
vpravo jsou operacemi v Lo.

Priklady: Funkce f : R - R, f(x) = ax, dale zobrazeni, které pti-
fadi diferencovatelné funkeci derivaci, integrovatelné funkei uréity
integral, funkci posloupnost f(1),f(2), ..., posloupnosti po ¢astech
konstantni funkeci, orientované tusecce jeji prumét do roviny, vek-
toru soufadnice, ...

Zajimavy priklad: f : R* - R (operace na R* jsou x Oy = xy,
a ®x =x%, operace na R jsou ,,obvyklé“), f(x) = In(x).
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Princip superpozice

Linearni zobrazeni A : L; — Ls pievadi linearni kombinace vzora
v L; na linearni kombinace obrazt v Ly se stejnymi koeficienty,
tedy:

A(Cﬁ?l + 02?2 +---+ Gnyn) = CflA(Yl) + HZA(?Q) +--- 4+ C(nA(Yn)

BL-LIN, algebra-all, 5, P. Olsék  [5]

Zachovani obalu

Dusledek principu superpozice je: A(M D = [A(M)[) neboli:
¢ Je-li P linearni podprostor v L1, je A(P) linearni podprostor v L.

e A(L4) je linearni podprostor v Lg.

BLLIN, algebra-all, 5, P. Olsak  [6]

Jadro linearniho zobrazeni

Definice: Jddro linearniho zobrazeni A : L; — Lg je podmnoZina
Ker A 0 Lq definovana vztahem

KerA={%x 0Ly, A(X) =70},
tj. je to mnozina vzoru, které maji nulovy obraz.

Véta: Jadro linearniho zobrazeni A : L; — Ly je linearni podpro-
stor v L.

Dikaz: nechtA(%) = 0,A(y) = 0. PakA(X +7) = A(X) +A(Y) =
0+ 0 =0.DileA(ax)=0aA(X)=a0 =0

Cviceni: Najdéte jadra diive zminénych piiklada lin. zobrazeni.
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Defekt a hodnost linearniho zobrazeni
Definice: Defekt linearniho zobrazeni a : L1 —» Lg je dim KerA.
Hodnost linearniho zobrazeni a : L1 — Lo je dim A(Lq).

Lapidarné: Defekt urcuje, kolik dimenzi se ,ztrati“ pii prechodu od
vzoru k obrazim. Hodnost je dimenze podprostoru vSech obrazi.
Cviceni: Najdéte defekty a hodnosti diive zminénych priklada
lin. zobrazeni.

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olsak  [8]
Priklad A :R* - R?

Zobrazeni A je v bodé (x1,x2,x3,x4) 0 R* definovano hodnotou:

Alxy,x2,23,%4) =
= (x1 + 2x2 + 2x3 + 4x4, 2361 +x9 + 3x3 + X4, 3x1 + 3x2 + 5x3 + 5x4)

Toto zobrazeni je zjevné linedrni. Najdeme jeho jadro, defekt a
hodnost.

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olsak  [9]

Defekt plus hodnost
Véta: Defekt plus hodnost linearniho zobrazeni A : L; - Ly je
rovno dimezni L.

Dukaz (jen nactr, podrobné viz linal2.pdf)

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olssk  [10]

Prosté linearni zobrazeni

Véta: Linearni zobrazeni je prosté pravé kdyz ma nulovy defekt.

Dukaz: Nema-li nulovy defek, zjevné neni prosté. Ma-li nulovy
defekt a neni prosté, odvodime spor. A(X") = A(¥), tj. A(X)-A(Y) =
A(X -y) =0, takZe vjadrulezi x -y # 0, takZe A nema nulovy
defekt.

Véta: Linedrni zobrazeni je prosté pravé kdyz linearné nezavislé
vzory prevede na linearné nezavislé obrazy.

Dukaz: Neni-li prosté, pak ma nenulovy defekt a netrivialni jadro.
Existuje tedy nenulovy vektor (lin. nezavisly), ktery se zobrazi na
nulovy vektor (lin zavisly).

Je-li prosté a obrazy nezavislych vzora jsou lin. zavislé, pak do-
staneme spor s principem superpozice (ukazat podrobnéji...).

BL-LIN, algebra-all, 5, P. Olsak  [11]

Zobrazeni linearné zavislych vzorua

vytvori vzdy lin. zavisly obraz. Sta¢i pouzit princip superpozice.
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Izomorfismus

Zobrazeni A : L; — Lo, které je linearni, prosté a na Ly se nazyva
izomorfismus.

Pozorovani: Izomorfismus pievadi:

¢ LN mnoziny na LN mnoziny (protoZe je prosty a linearni),

¢ lin. kombinace na lin. kombinace obrazt (protoze je linearni),

¢ LZ mnoziny na LZ (protoZe je linearni),

¢ podprostory na podprostory (protoZe je linearni),

¢ linearni obaly na linearni obaly (protoZe je linearni),

¢ baze na baze (protoze prevadi LN mnozZiny na LN mnoZiny),

Izomorfismus zachovava dimenze pirevedenych podprostortu a za-
ruéi, Zze dim L; = dim Ly (protoZe je linedrni prosty a na).

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olsgk  [13]

Vlastnosti izomorfismu

¢ Slozeni izomorfisu je izomorfismus

¢ Inverze k izomorfismu existuje a je to izomorfismus

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olsak  [14]

Zobrazeni souradnic je izomorfismus

Je tieba ovérit
¢ linearitu,
« zda je toto zobrazeni prosté

¢ zda je ,na“ R".
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Izomorfni lin. prostory kone¢né dimenze

Definice: Dva linearni prostory L; a Ly jsou izomorfni, existuje-li
izomorfismus A : Ly — Lo.

Pozorovani: Kazdy linearni prostor L kone¢né dimenze n je izo-
morfni s R”. Tim izomorfismem jsou soutadnice vzhledem k bazi.

Véta: Kazdé dva linearni prostory stejné koneéné dimenze jsou
vzajemneé izomorfni. (Dikaz plyne z vlastnosti izomorfismu.)

Dulezité: Z pohledu linedrni algebry (vlastnosti vzeslych z axi-
omu linearity) neni mezi dvéma izomorfnimi linearnimi prostory
zadny rozdil. MtzZeme si vybrat, ve kterém z téchto dvou linedrnich
prostort budeme algebraicky problém fesit. Obvykle se problém
resi v R", kde mtizZeme vyuzit algoritmy souvisejici s maticemi.

(1]

Matice

¢ mezi sebou s¢itdme a nasobime konstantou (linearni prostor)
* ménime je na jiné matice eliminaéni metodou

¢ nasobime je mezi sebou

a) algebra-all, 6, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsdk 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olsak  [2]

Zakladni pojmy

Matice je tabulka ¢isel s kone¢nym poétem radk a sloupct.

MnoZina R™" je mnoZina matic s redlnymi ¢isly s m fadky a n
sloupci. Takovym maticim téz fikdme matice typu (m,n).

Na jednotlivé fadky v matici typu (m,n) muZeme pohliZet jako
na vektory z R"” a na jednotlivé sloupce mizZeme pohliZzet jako na
vektory z R™.

Cislo na i-tém ¥adku a j-tém sloupci matice se nazyva (i, j)-ty prvek
matice a pouzivaji se pro néj indexy: a; ; (v tomto potadi).

Matice budeme znacit velkym tuénym pismenem (A, B, atd.).
Nulovd matice obsahuje samé nuly.

Ctvercovd matice je matice typu (n,n).
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Séitani matic, nasobeni matic konstantou

Mezi sebou séitame jen matice stejného typu. Soucet ma stejny typ.
Nasobek kontantou a ma také stejny typ jako ptuvodni matice.

a;l+ bl,l, aig+ bl,g, ceey Q1 t bl,n
A+B= az1 + bzyl, ag o+ b2’2, . , A2n + bzyn ,
am1+ bm,l, am2+ bm,z, . s Qmn + bm,n
aann, aaig, ..., 0ai,
o [A = aag1, 0O0agzz, . , Qagz,
aQam1, dam2, - , OQmn

Mnozina matic R™" s timto + a [kvo#i linedrni prostor.

Cvicéeni: Najdéte bazi a dimenzi linearniho prostoru matic R%2.

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olsak  [4]

Modifikace matic eliminaéni metodou

Vznikne-li matice B z matice A koneénym poctem Fadkovych uprav
eliminaéni metody, piSeme A [0B. Jsou to (obecné) riizné matice.

Pozorovani: Je-li A 0B pak také B 0 A. Jinymi slovy: kazda
zména eliminaéni metodou je vratna.
Stadi si uvédomit, jak pracuji tii zakladni operace v GEM: pro-

hozeni #idkd, prondsobeni fadku nenulovou konstantou a prié¢teni
nasobku rddku k jinému.
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Eliminace zachovava obal radkua

Véta: Gaussova eliminaéni emtoca zachovava linearni obal Fadku
matice.

Jinymi slovy: je-li A OB, pak linearni obal ¥adki matice A je roven
linedrnimu obalu radkd matice B.

Dukaz: Prehozeni Fadku: lin. obal se nezméni, to je ziejmé. Dalsi
dva typy opearci v GEM pridavaji k fadktim linearni kombinaci
(tim nezméni linedrni obal) a odeberou jeden vektor (lin. obal se
muze zmensit). On se ale nezmensi, protoze eliminace je vratna.

BL-LIN, algebra-all, 6, P. Olsk  [6]

Hodnost matice

Definice: Hodnost matice A je dimenze linearniho obalu Fadka
matice A. Znac¢ime hod A, anglicky ,rank of matrix A“.

Pozorovani: Gaussova eliminaéni metoda neméni hodnost ma-
tice, tedy je-li A OB, pak hod A = hod B.

Metoda pocitani hodnosti: Mame-li spocitat hod A, eliminu-
jeme A na matici B schodového tvaru. Poéet nenulovych radku
této matice je hod B a tedy i hod A.

Proc¢? Neulové radky v matici B tvoii bazi svého linearniho obalu.
Jsou totiz linedrné nezavislé.

BLLIN, algebra-all, 6, P. Olsak  [7]

Poznamky k hodnosti

¢ Souvislost mezi hodnosti matice a hodnosti linearniho zobrazeni
ukazeme pozdéji.

¢ Metoda poéitani hodnosti je metodou pocitani dimenze linear-
niho obalu.

¢ Pozor: Hodnost nelze definovat pomoci uvedené metody protoze
eliminaéni metoda neni jednoznaény proces, tj. nemame zaruku
stejného po¢tu nenulovych radkh po provedeni eliminace.

¢ Pozor na alternativni definici: hodnost jako maximalni podet
linearné nezavislych radku. Je tieba si uvédomit, co to znamena.

Hodnost je ptirozené ¢islo, které nemusi byt jednoznaéné stano-
veno pro ,nepresné matice“ a ,nepresné vypoéty“ (tzv. numericky
nestabilni matice).

BILIN, algebra-all, 6, P. Olsak  [8]

GEM zachovava linearni nezavislost radku

Véta: Je-li A 0B pak A obsahuje linearné nezavislé radky pravé
tehdy kdyZz B obsahuje lin. nezavislé radky.

Dukaz: M4-li A lin. nezavislé radky, pak tvoti bazi svého lin. obalu,
takze hod A je rovna po¢tu rfadkt matice A. Je také rovna hodnosti
matice B (kterd méa stejny poéet fadkt jako matice A), takze B
musi mit lin. nezavislé radky.

Metoda ovéreni zavislosti: ZapiSeme zkoumané vektory do rad-
kd matice A a pfevedeme na schodovity tvar B. Zkoumané vektory
jsou lin. zavislé pravé tehdy kdyz B obsahuje nulovy radek.

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olsak  [9]

Metody tykajici se linearnich obala

e VO, UWs,..., U, Opravé kdyz

diijl, 72, ey 7nD= dimEﬂ’l, 72, ey 7,1, ?D
Metoda: Vektor U leZi v linedrnim obalu vektort @1, Wo, ..., Wa,
kdy% hodnost matice obsahujici v ¥adcich vektory @y, Wo,..., Wx

je stejn4 jako hodnost matice, ve které je navic pfidan fadek v'.
* Djl, 72, ey E)nD= IZE’I, 72, ey 7n|]prévé kdyi

dimDI’l, 72, ey 7,,D= dim[ﬁ’l, 72, ey 7,,D=

. — — = = —
=dimd 1, We,..., Wn, V1, Va,..., Unl

Metoda: Ovéiime rovnost hodnosti prislusnych matic.

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olsak  [10]

Hodnost transponované matice

Definice: Transponovand matice k matici A (zna¢ime AT) je ma-
tice, ve které jsou fadky pavodni matice A zapsany do sloupct.

Pozorovani: Plati (AT)T = A.

Véta: hod A = hod A7, jinymi slovy: dimenze linedrniho obalu
radktd matice je rovna dimenzi linearniho obalu sloupcti matice.
Dukaz: Je-li hod A = &, pak A ma k linearné nezavislych radkua.
Jejich nezavislost 1ze ovérit z definice nezavislosti, coz vede na
soustavu s matici AT (az na vynechani nékterych sloupct). Aby
soustava méla jen nulové FeSeni, musi mit linedrné nezavislé rov-
nice. TakZe (po doplnéni vynechanych sloupcil) musi A7 mit aspoii
k linedrné nezavislych #adkd, tedy hod A < hod AT. Rovnost pak
plyne z vySe uvedeného pozorovani.

(1]

Nasobeni matic

* je asociativni, neni komutativni

¢ k regularnim maticim existuji inverzni matice

a) algebra-all, 7, b) P. Olak, FEL CVUT, ¢) P. Olsdk 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olsak  [2]

Maticové nasobeni

Definice: Pro matice A 00 R™" a B [0 R"? existuje maticovy souéin
A B = C OR™ (v tomto poradi). Jednotlivé prvky soucinu c;,
jsou dany vzorcem:
n
Cir=ai1bip +aiobop + - +ainbur =) a;bjp.
J=1

Piiklad: Je-li A 0 R3* a B 0 R*5, pak A [B je definovéno, ale
B [A neni definovano.

Pozorovani: Aby bylo definovano A [B, musi mit A stejny pocet
sloupct jako ma B #4dku. Vyslednd matice ma tolik ¥adku, jako
ma radkt matice A a tolik sloupct, jako ma sloupcti matice B.
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Priklady nasobeni

4
(1 2 3)5(5) =(1#+20B+306)
6

4 4 8 12
5>E(1 2 3)=[5 10 15
6 6 12 18
11 11 2 2
(—1 —1>D<1 1)=<—2 —2)
11 1 1 00
<1 1)D(—1 —1>=(0 0)

BLLIN, algebra-all, 7, P. Olsgk  [4]

Poznatky z predchozich prikladu:

¢ Maticové nasobeni neni komutativni ani pro ¢tvercové matice

¢ Neplati pravidlo: souéin nenulovych matic musi byt nenulova
matice

¢ Co tedy plati? ...

BLLIN, algebra-all, 7, P. Olsak  [5]

Vlastnosti maticového nasobeni:

¢« (AB)C =AOBIC)... asociativni zakon
«c (A+B)[C=AC+B[C... distributivni zdkon
« CA+B)=C[A+C[B... distributivni zdkon
*« a(AB)=(0A)[B = A {aB) ... konstanta

« (AB)T =BT [AT ... transponovana matice

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olsak  [6]

Priklad: soustavy lin. rovnic

Necht A 0 R™",

X1 b1
Al *2 | = by
X b,

Toto je soustava linedrnich rovnic s m rovnicemi a n neznamymi.

Struéné zapisujeme: A [x = b. Matice A se nazyva matice soustavy,
jednosloupcova matice b je vektor pravych stran. Ukolem je nalézt
vSechny jednosloupcové matice x, které vyhovuji maticové rovnici.

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olsak  [7]

Blokové nasobeni

Necht A a B jsou matice sestavené po blocich takto:
A11 A12> (Bll BIZ)
A= ’ “), B= ’ ’
<A2,1 Arp B21 Bgp
Nechtuvedené bloky jsou matice takového typu, Ze ndsobeni matic
A;; (B;,, je definovano pro vSechny pfipady, které se vyskytuji v
néasledujicim vzorci. Pak

A1 Bi1+A12B1 A1 Bio+Ap EBZ,Z)

AB=
<A2,1 B+ Az,z EBz,l A2,1 E31,2 + A2,2 EBz,z

. analogicky pro jinak vytvorené bloky. Naptiklad:

AOB; B B,)=(AB; AB; ... AB,)

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olsak  [8]

Vypocetni slozitost maticového nasobeni

Predpokladejme dvé matice A,B 0 R"". K vypoétu A [B (podle
definice) potFebujeme n3 operaci (ndsobeni dvou éisel). Nedalo by
se usetrit?

* Rekurzivni algoritmus nasobeni matic: vychazi z blokového
nasobeni. Potiebuje F(n) operaci:
F(n) = 8F(n/2) = 8(8F(n/4)) = 8(8(8F(n/23))) =
=...=8"F(n/2™)=8"F(1) =
=8" = (23)m — 23m — (2m)3 — n3.

* Rekurzivni Strassenuv algoritmus: vychdazi z blokového na-
sobeni, ale vystadi si se sedmi souciny. Potiebuje F(n) operaci:
F(n) = TF(n/2) = 1(TF(n/4)) = T1(1(TF(n/2%))) =

= =7T"F(n/2™)=T"F(1) =
=7m = (210g2 7)10g2n - 210g27D0g2n - nlog27 = n2,807.

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olsak  [9]

Strassenuv algoritmus

X; =(A; +Ay) OB; + By),
X2 = (A3 +Ay) By,
X3 =A; [(B;-By),
Xy =A, (B3 -By),
X5 = (A1 + Ap) [By,
X5 = (A3 —A;) OB; + By),
X7 = (A2 - Ay) (B3 + By)
Da se ovérit, Ze plati:
<A1 A2>[<B1 B2>_<X1+X4—X5+X7 X3+ X5 >
A; Ay B; B, Xo + Xy X -Xo+X3+X5

BL-LIN, algebra-all, 7, P. Olsak  [10]

Komutujici matice

Kdyz plati: A[B = B[A, iikame, Ze matice B komutuje s matici A.
Pozorovani: Komutovat mohou pouze étvercové matice stejného
typu.

Uloha: Je pevné déna étvercova matice A, je tfeba najit k ni
mnozinu v§ech matic B, které komutuji s A.

Pozorovani: Uvedenda mnozina matic B, které komutuji s danou
matici A, tvori linearni podprostor linearniho prostoru matic R*".
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Inverzni matice

Ctvercovou matici s jedni¢kami na diagonale a nulami jinde zna-
¢ime E a fikame ji jednotkovd matice.

Pozorovani: ATE = E[A = A analogie s ¢isly:a (l = 1[& = a.

Definice: Inverzi matice ke ¢tvercové matici A je takova matice
B, pro kterou je
AB=BMA=E.

(viz téz analogie s €isly). Invezni matici zna¢ime Al

Pozorovani: Pokud k matici A inverzni matice existuje, pak je
urcéena jednoznaéné. Davod je zde:

B;=EB; =(ByA)B; =B; TA[B;) =By [E = By

Otazka: Jak pozname existenci inverzni matice k matici A?

BLLIN, algebra-all, 7, P. Olsak  [12]
Regularni a singularni matice
Definice: Ctvercova matice je reguldrni, pokud ma inverzni ma-
tici. Ctvercova matice je singuldrni, pokud nem4 inverzni matici.

Pozorovani: Souéin regularnich matic je reguldrni matice. Ma-li
matice A inverzni matici A™! a ddle ma-li matice B inverzni matici
B!, pak inverzni matice k A [B je B! AL, Plati totiz:

BIMAHOAMB)=B'OA'M)B=B'[(EB=B'[B-=E,
AMBOIB'AH)=AOBBHA'I=AEMA'=AA'=E.
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Vypocéet inverzni matice eliminaci
Algoritmus: M4-li A line4rné nezavislé adky, pak existuje A™! a
1ze ji vypocitat takto:
(A|E) O(E|A™)

Ke zdavodnéni této metody potfebujeme zavést t¥i typy ¢tverco-
vych matic, které (pokud jimi ndsobime vybranou matici zleva)

iz

yemuluji “ jednotlivé kroky eliminaéni metody. Soucin téchto ele-
mentarnich matic emulujici v§echny provedené kroky je matice P,
pro kterou plati:

Véta: Je-li A 0B, pak existuje regularni P takov4, ze B = P [A.

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olsak  [14]
Podminky regularity matice
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni s regularitou matice A [
R™™:
* A ma4 inverzni matici (viz definice).
¢ Maticova rovnice A [X = B ma feSeni pro kazdou B 00 R*™,
¢ Matice A ma linearné nezavislé radky.
¢ hodA =n.

« existuje eliminaéni proces, ktery provede A OE.

det A # 0 (o determinantech pohovotrime pozdéji)

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olsak  [15]

Hodnost souéinu

Véta: Je-li P regularni a plati-li B = P [A, pak A OB.

Dikaz: P OE a stejné kroky eliminace pouZijeme na (P |B), tj.:
(P|B)=(P|P[A) I(E|X) =P(P|P[A) = (E|A),

takze A OB.

Véta: Nasobime-li matici A jakoukoli regularni matici, nezméni
se hodnost. Tedy: hod A = hod(P [A).

Véta: hod(A (B) < min(hod A, hod B)

Dukaz*: hod A = &, tj. A OC, C ma k nenulovych radka. Existuje
tedy P regularni, ze A = P [C. Dale plati:

hod(A (B) = hod(P [C [B) = hod(C (B) < k.

[11

LU rozklad

«A=LIU
» nékdy je tfeba prohodit sloupce/tadky

a) algebra-all, 8, b) P. Olak, FEL CVUT, ¢) P. Olsdk 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olsak  [2]

Terminologie

Definice: Ctvercova matice je horni trojihelnikovd, pokud ma
nenulové prvky soustfedény jen v hornim trojihelniku, jinymi
slovy, pokud ma pod diagonélou jen nulové prvky.

Ctvercova matice se nazyva dolni trojihelnikovd, pokud ma nenu-
lové prvky sousttedény v dolnim trojihelniku, jinymi slovy, pokud
ma nad diagonalou jen nulové prvky.

Pozorovani: Ctvercovou matici lze pifmym chodem eliminaéni
metody pirevést na horni trojihelnikovou matici. Schodovita ¢tver-
cova matice je totiz horni trojuhelnikova.

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olsak  [3]

Na co LU rozklad

Necht A je reguldrni étvercova matice. Pfedpokladejme, Ze se po-
dafi najit dolni trojihelnikova matice L a horni trojahelnikova
matice U tak, ze A = L [IU. Mame za tkol feSit soustavu

Axk=Db

Nahradime v soustavé matici A souéinem LU a ozna¢ime UX = z.
Dostavame:

LUk=b pravekdyz Llz=b, Ulk=z.

Nejprve vyfesime soustavu L [Z = b dopiednou substituci a potom
dosadime z do pravé strany soustavy U [k = z, kterou resime
zpétnou substituci.



BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olsak  [4]

Algoritmus LU rozkladu

Na matici A provadime jen jeden typ eliminaéni tpravy: pri¢teni
a-nasobku néjakého radku k jinému, ktery je napsan pod nim.
Tuto upravu lze ,emulovat® nasobenim zleva matici L;, ktera je
jisté dolni trojuhelnikova.
AJA; =L;A0A; = Lo(L;A) O
OAs = L3(La(L;1A)) O--- OU = (L, - - - LgLoLy)A

Soucéin dolnich trojihelnikovych matic s jednickami na diagonéle
je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagonéle. Inverze
dolni trojuhelnikové matice s jednickami na diagonale je dolni
trojuhelnikova matice s jednickami na diagonéle. Takze:

L'A=1, A=L)U=LU.

BL-LIN, algebra-all, 8, P. Olsék  [5]

Priklad
1 2 3 1 2 3 1 00
A=|2 3 1|0[l0 -1 -5 |=(—= 1 0]|AO
4 2 0 0 -6 -12 4 0 1
1 2 3 1 0 0 1 00
olo -1 -5|=[0 1 o]0 -2 1 0|A=LL;A
0 0 18 0 6 1 4 0 1
100 100 100
L=L'O;'=(2 10000 10]=|2 10
4 0 1 0 6 1 4 6 1
1 2 3
U=(0 -1 -5
0 0 18

BLLIN, algebra-all, 8, P. Olsak  [6]

Jak vznika matice L

Plati L = (L - - - L3LoLy) ™ = Lingngl x ~L,;1. Je:

10 ... 0 ... 0
o1.. 0 ... 0
oo D el
00 o
00 Do Il

kde o; je koeficient elimina¢niho kroku. Celkovy souéin matic
Li'L;'L;t - L;! (v uvedeném pofadi) obsahuje pod diagonélou
na odpovidajicich mistech opa¢né hodnoty koeficienta vsech eli-
minac¢nich krokt, které byly v eliminaci provedeny.

BILIN, algebra-all, 8, P. Olsak  [7]

Jiny piiklad
1 2 3 1 2 3

A=|12 4 1|10/l0 0 -5

4 2 0 0 -6 -12

Nelze pokracovat v eliminaci bez prohozeni radkd. ..

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olsak  [8]

Problém

PrestozZe A je regularni, mtzZe se stat, Ze béhem eliminace se objevi
nulovy diagonalni prvek. Klasicka eliminace pak dovoluje prohodit
fadky. To je ale emulovdno ndsobenim zleva permutaéni matici
P;;, ktera neni dolni trojihelnikova. Vysledny soucin emulaénich
matic pak neni dolni trojihelnikova matice.

Je tedy tfeba prohodit fadky matice A tak, aby nova matice A’

tento problém neméla a dala se rozlozit na LIU. Necht P’ je vhodna

permutaéni matice. Pak P’ [A prohazuje radky. Pfedpoklddejme:
A'=PA=L1IU

Oznaéme (P')! = P. To je také permutaéni matice. Plati totiz

(P)! = (@P)T. S timto oznadenim dostavame rozklad:

A=PILOU

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olsak  [9]

Otazka

Necht A je regularni.

Pajde vzdy najit takové prohozeni radkt matice A, aby pak eli-
minace s jedinym povolenym typem operace (pricteni a-nasobku
tadku k ¥adku pod nim) dovedla prevést matici na horni trojihel-
nikovou?

Odpovéd’ Ano.

Zdtvodnéni: pokud narazime p¥i eliminaci na potiebu prohodit
radky, prohodime je ve vychozi matici A a eliminujeme znovu od
zacatku. Tuto metodu ,,pokus-omyl“ opakujeme tak dlouho, az se
povede matici A s prohozenymi Ffadky eliminovat na U.

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olssk  [10]

Prakticky vypocet LU rozkladu

se samoziejmé nedéla metodou pokus-omyl. Koeficienty eliminac-
nich krokt nasobime -1 a ukladdame postupné do matice L, ktera je
na pocéatku eliminace jednotkova. P#i pottebé prohodit tadky pro-
hodime také radky v matici L, ale necelé: pii prohazovani k-tého
fadku s (k +j)-tym v eliminované matici prohodime v matici L
tytéz radky, ale jen po sloupec & — 1.

Dalsi vylepSené numerické metody LU rozkladu maji stejnou slo-
zitost jako algoritmus pro maticové nasobeni.

BL-LIN, algebra-all, 8, P. Olsak  [11]

Shrnuti

Véta: Ke kazdé regularni matici A existuji matice:

e P ... permutacni matice,

e L ... dolni trojuhelnikova matice s jedni¢kami na diagonéle,
* U... horni trojuhelnikova matice,

tak, ze A = P [L [U.

Poznamka: pti vyskytu nulového prvku na diagonale lze také
misto fadkd prohodit sloupce. Pak se permutaéni matice P;; ,ne-
michaji“ s maticemi L;, nebot ndsobi matici A zprava. Dostdvdame
pak vzorec: A = L (U [P.
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Determinant

« je ¢islo jistym zpusobem charakterizujici ¢tvercovou matici
¢ det A = 0 pro singularni matici, det A # 0 pro regularni matici
¢ pouziva se pri FeSeni linearnich soustav

¢ ... a v mnoha dalsich aplikacich

a) algebra-all, 9, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsék 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [2]

Definice determinantu

Definice: Necht A = (a;;) O R™" je ¢tvercova matice. Cislo

sgn Tl @o4, -+ Ay,
permutace 1=(i1,is,...,in)

nazyvame determinantem matice A a zna¢ime je det A.

Poznamka: Abychom tomu vzorci porozumnéli a dokazali z néj
odvodit zdkladni vlastnosti determinanti, potiebujeme si pFipo-
menout vlastnosti permutaci. ..

BLLIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [3]

Permutace

Permutace n prvka je uspoiradana n-tice ¢isel z mnoziny
{1,2,...,n}, pfitom kazdé ¢islo je v n-tici zastoupeno pravé jednou.

Priklad: (3, 1,2, 5, 4) je permutace péti prvku.

(i1,72,...,1,) je permutace z n prvkd, pokud i; O {1,2,...,n} a
ij #1, proj #k.
Jiny pohled: Permutace je bijektivni zobrazeni na {1,2,...,n}.

Vztah mezi témito pohledy: Je-li dana n-tice (i1,is,...,i,), pak je
dédno zobrazeni z : {1,2,...,n} - {1,2,...,n} piedpisem z(j) = i;.
Je-li dano zobrazeni z, pak lze sestrojit n-tici (z(1),2(2), .. .,z(n)).

BILIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [4]

Permutace, vlastnosti

¢ Skladanim permutaci (jako zobrazeni) dostavame permutaci.
¢ Genericka (jednotkova) permutace je (1,2,...,n).
* Kazda permutace ma svou inverzni permutaci.

¢ Pocet permutaci n prvkda je n!.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [5]

Znaménko permutace

inverze v permutaci (i1,1is,...,1,) je vyskyt jevu:
ij > i, a soucasné j <k.

Priklad: inverze permutace (3, 1,2, 5, 4) jsem vyznacil pomoci ob-

loucku:
—
(3,1,2,5,%)
Tato permutace ma tfi inverze.

Definice: Ma-li permutace 1 sudy pocet inverzi, je sgn = +1,
ma-li i7lichy pocet inverzi, je sgn m= -1.
Cislu sgn m¥ikame znaménko permutace.

Priklad: sgn(3,1,2,5,4) = -1.
Znaménko generické permutace je +1.

Cviéeni: jaké znaménko ma permutace (n,n-1,...,3,2,1)?

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [6]

Prechod suda - licha

Prohozeni dvou prvki v permutaci zméni znaménko permutace.
Dukaz: V nasledujici permutaci prohodim prvky x a y:
(...prvky vlevo...,x,...prvky uvnitt...,y,...prvky vpravo...)

Inverze, které nenavazuji na prvek x nebo y ztistavaji nezménény.
Inverze mezi prvky vlevo a x nebo y ztistavaji nezménény. Inverze
mezi x nebo y a prvky vpravo zustavaji nezménény. Inverze mezi
x nebo y a prvky uvnitt po dvou vznikaji nebo zanikaji nebo se
neméni. Inverze mezi x a y vznikne nebo zanikne.

Dusledek: Znaménko permutace pozname podle poétu transpozic
(jednoho prohozeni dvou prvki), které je potieba na permutaci
provést, aby byla pfevedena na generickou permutaci.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [7]

Navrat k definici deterinantu

Definice: Necht A = (q; ;) O R™ je ¢tvercova matice. Cislo
detA = z sgn nﬂzl,il Qagi, " Qn,
permutace 77=(i1,iz,...,i,)
» Uziteén4 je predstava Sachovych vézi.
¢ Ptiklad pro matice typu (1, 1), (2, 2),(3,3) ... Sarrusovo pravidlo.

e Pozor, pro matice vétsich typt Sarrusovo pravidlo nelze pouzit!

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [8]

Determinant horni trojuhelnikové matice

ail, @12, ..., Qinp-1, Q1n
0, asp, ..., agp-1, Qgz,
det 0, 0, ..y QA3n-1, a3,n

0, 0, ..., 0, aun
je roven soucinu prvki na diagonédle: a1 Chago [hgs- - @y .

Vidi vsichni proc?



BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [9]

Zakladni vlastnosti determinantu

¢ Prohozeni tadkt zméni znaménko determinantu
¢ Matice se dvéma stejnymi rfaddky ma nulovy determinant
¢ Pronasobeni jediného Fadku a-krat zvétsi a-krat i determinant

¢ Je-li jeden radek zapsany jakou soucéet dvou casti, pak deter-
minat takové matice je roven souctu determinantd matic, ve
kterych jsou misto tohoto fadku jen jeho ¢asti:

det | @; | +det ?i =det E’i+?i

¢ Treti typ kroku elimina¢ni metody nezméni determinant.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsgk  [10]

Metoda vypocétu determinantu

Algoritmus: Eliminaci prevedeme danou matici A na horni troj-
thelnikovou matici U. Pokud béhem eliminace pouZijeme prvni
nebo druhy typ kroku eliminace, je potieba si poznamenat, jak se
zménil determinant. Tieti typ kroku neméni determinant vibec.
Koneéné det U je soudin prvka na diagonéle.

SloZitost algoritmu: n3. Vyrazna tspora proti vzorci v definici,
ktery ma slozitost n!.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsgk  [11]

Priklad
1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3 3
24 1 4/ 10 0 -5 2| 40 6 11 10/ _
4 2 1 2| |0 -6 -11 -10| 00 5 2|
31 2 1 0 -5 -7 -8 05 7 8
1 2 3 3 1 2 3 3
1jo 6 11 10{_1|0 6 11 10| _
6|0 0 5 2|7 6/0 0 5 2|
0 30 42 48 0 0 -13 -2
1 2 3 3 1 2 3 3
1 0 6 11 10 1|10 6 11 10
6%005 2 |%30(0 0 5 2| 1
0 0 -65 -10 0 0 0 16
Za chvili uvidime, Ze to lze spocitat jednoduseji. ..
BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [12]
Radky a sloupce jedno jest
Tvrzeni: det A = det A”.
Dukaz: Mam permutaci (i1, s, .. .,i,) a podle ni provedu sloupcovy

vybér prvki matice a vynasobim mezi sebou:
i1 [y 20+ Qi = @y Wz, o @,

Soucéin redlnych ¢isel je komutativni, tak jsem ¢initele uspoiadal
podle velikosti fadkového indexu. Jaky je vztah mezi permuta-
cemi: (i1,19,...,.,) a (j1,J2, - - . ,Jn)? Jsou si vzajmné inverzni. A in-
verzni permutace maji stejné znaménko. TakzZe vzorce s fadkovym
i sloupcovym vybérem davaji stejny vysledek.

Dusledek: Pfi eliminaci za téelem vypoétu determinantu lze li-
bovolné prechazet mezi fadkovymi a sloupcovymi ipravami.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [13]
Regularni a singularni matice

Véta: Matice A je regularni, pravé kdyz det A # 0.

Dukaz: A je regularni pravé kdyz A OE. Déle si sta¢i uvédomit,
ze Gaussova eliminace neméni nulovost determinantu.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [14]

Determinant soué¢inu matic

Véta: Pro dvé ¢tvercové matice typu (n,n) plati

det(A [B) = (det A) ({det B).

Dukaz*: Lze provést A 00 U; fddkovymi eliminaénimi dpravami,
aby se nezménil determinant. Déle lze prevést B na Us sloup-
covymi eliminaénimi dpravami tak, Ze se nezméni determinant.
Snadno se ukaze, Ze

det(U1 [Uz) = (det Ul) E(det Uz)

Existuji matice Py, Pq tak, ze U; = P1A, Uy = BPs. Stejné fadkové
i sloupcové upravy provedeme na A [B, tedy P,A [(BP; = U; [(Us.
Upravy neméni determinant, takze

det(A (B) = det(P;A (BP3) = det(U; ) =
= (det U;) Hdet Uy) = (det A) [{(det B).

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsgk  [15]

Dusledky véty o determinantu souc¢inu

o detA™l =1/detA

e Je-li A = LU rozklad matice A, pak det A = det U, tedy det A je
roven souéinu diagonalnich prvka v matici U.
(pfipomindm, Ze matice L m4 na diagonale jednicky).

BL-LIN, algebra-all, 9, P. Olsdk  [16]

Rozvoj determinantu podle radku

Terminologie: Vyradime-li ze ¢tvercové matice A I:IV R™" i-ty ra-

dek a j-ty sloupec, dostdvame matici A;; 0 R*1*71. Cislo
D;j=(-1)" detA;;

se nazyva doplnék matice A v pozici (i,).

Véta o rozvoji: Necht D; ; jsou dopliiky ¢tvercové matice A = (a;;).
Pak plati

detA=a,1D,1+a,2Dr2+ -+, Drp
Naznak dikazu: vytknéte ze souctu z definice determinantu a, ;

(jen z téch scitanct, kde se a,; vyskytuje), dale vytknéte a,, atd.
azZ a,,. V zavorkach po vytknuti dostanete D, ;.



BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [17]

Rozjimani nad vétou o rozvoji

+ Protoze detA = detA”, plati analogickd véta o rozvoji podle
sloupce

Je-li v fadku/sloupci hodné nul, je v sou¢tu podle véty o rozvoji
hodné nulovych séitanct. Staci zapsat jen ty nenulové a reduko-
vat vypocet determinantu matice typu (n,n) na nékolik (mélo)
determinanti matic typu (n — 1,n - 1).

¢ Pozor: rekurzivni volani vypoétu determinantu podle véty o roz-
voji ma slozitost n!, takze tento algoritmus je nepouzitelny.

¢ Dusledkem véty o rozvoji je tvrzeni:
O0=a,1Dp1+a,2Dp0+---+ar, Dy, pror#k.
Staéi provést vétu o rozvoji na matici se dvéma stejnymi radky.

¢ Véta o rozvoji ma radu dalsich teoretickych dtsledki, nékteré
se dozvime pozdéji. ..

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsgk  [18]

Priklad
12 3 3 12 31
2414_2410__231_
4212'4210'312'
3121 3120
2 4 1
-2 —20=2H _71'=2EB=16.
-1 -7 0

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsgk  [19]

Inverzni matice pomoci dopliku

Je-li A 0 R™" regularni, pak
1
= D7
detA ™’
kde D = (D;) je matice doplitkti A v pozicich (i, ;).
Dikaz: Ovéiime, ze AA™! = E.
Oznaéime A = (a;,), DT = (Dy,), E = (e; ).

A—l

i 1 1
er= Z a;; kaJ = m(ai,le,l + ai,2Dk,2 +o ai,nDk,n) =
J=1
ﬁdetA:l proi==Fk,
= 1
——[0=0 | # k.
detA proi 7

Vyuzili jsme vétu o rozvoji determinantu podle i-tého Fadku.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [20]

Priklad: inverze k matici typu (2, 2)

b
A=(?
(¢ 4)
Matice dopliika k této matici je

p-(4 )

_ 1 1 d -b
1_ T _
A _detAD _ad—bc<—c a>'

Je ddna matice

Takze

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [21]

Priklad: inverze matice pomoci doplinku

1 2 3
Je ddna matice A= | -1 0 1
2 21
Matice doplnk je:
Jo 1 11 -1 0
2 1 2 1 2 2
p-| -2 3] .2 3‘ _‘1 2‘ _i _2 _Z
2 1 2 1 2 2 9 _4 o
+2 3 1 3 1 2
01 -1 1 -1 0
1 1 -2 4 2
takze: detA=-2, Al= D'=-—-( 3 -5 -4
detA 2 9 9 9

[11

Soustavy
linearnich rovnic

* vlastnosti mnozin reSeni
* metody hledani feseni

* nejednoznaénost zapisu reseni

a) algebra-all, 10, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsdk 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [2]

Terminologie

Definice: Necht A = (a;;) O R™" je matice, b O R™! je jedno-
sloupcova matice. Maticova rovnost

Akx=Db

s neznamou jednosloupcovou matici x [0 R™! nazyvame soustavou
linedrnich rovnic (m rovnic, n neznamych). A je matice soustavy,

b je sloupec pravych stran, (A |b) je rozsifend matice soustavy.
Je-li o O R™! nulovy sloupcovy vektor, pak A X = o je homogenni
soustava linedrnich rovnic.

Reseni soustavy je takovy vektor z R, ktery, zapsany do sloupce

misto neznamé matice x, spliiuje danou maticovou rovnost.

Uloha: Najit viechna Fedeni, tj. vymezit podmnozinu M O R"
vSech feSeni soustavy.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [3]

Dva pohledy na soustavu lin. rovnic

Pohled po radcich, tedy po jednotlivych rovnicich. Kazda rov-
nice sama vymezuje podmnoZinu vSech svych reseni M; O R",
i 0{1,2,...,m}. Geometricky je M; nadrovinou (podprostorem
dimenze n — 1 posunutym z poc¢atku do néjakého jiného bodu).
Vsechny rovnice maji byt splnény soucasné, hledame tedy spo-
le¢ny prinik vsech téchto nadrovin M;.

Pohled po sloupcich. RozepiSme matici soustavy A do sloupcti:
A=(A,A,... A, Soustava A [x = b piechdzi na:

X1
ATk = (ApAg,.. ., ADD[ ™2 | = xiA; + 2040+ +2,A, = b
Xn

Hled4ame tedy koeficienty linedarni kombinace sloupct matice A,
které zarudi, Ze se dand kombinace rovna pravé strané b.



BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsik  [4]

K ¢éemu slouzi eliminaéni metoda

Ma-li soustava A [k = b mnozinu feSeni M a je
(Alb) O(CC|d)
pak soustava C [x = d ma stejnou mnozinu feSeni M.

Kdyz eliminujeme na schodovitou matici C, pak pujde u soustavy
C X = d hledan4 mnozina ieSeni M 1épe najit.

BL-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [5]

Frobeniova véta, resitelnost soustavy

Véta: Soustava A [x = b ma aspon jedno feSeni praveé tehdy, kdyz
hod A = hod(A |b).

Dtkaz: (sloupcovy pohled): soustava ma reSeni pravé kdyz vek-
tor b lezi v linearnim obalu sloupcovych vektoru Aj, Ag,...,A,,
coZ je pravé tehdy, kdyz hod A = hod(A |b). Vyuzijeme také toho,
ze hodnost matice neni jen dimenze lin. obalu radkd, ale je to také
dimenze linedrniho obalu sloupcti matice, nebot hod A = hod A”.

Dtkaz: (eliminaéni pohled): Po eliminaci na schodovitou matici
méame soustavu C Ok = d ktera nema feSeni pravé tehdy, kdyz
existuje nulovy radek v matici C s nenulovym ¢islem na pravé
strané. Tj. pravé tehdy kdyz hod C # hod(C |d). Elimina¢ni metoda
ovSem neméni hodnost.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [6]

Homogenni soustava Ax = o

¢ Homogenni soustava linearnich rovnic ma vzdy nulové feSeni.

¢ Mnozinou feSeni My homogenni soustavy je vzdy podprostor :

ullMy, viOMy, tj. Au=o0, Av=o.
A(u+v)=Au+Av=0+0=0, tj.u+vM,
ullMy, aOR, tj. Au=o.
A(au)=aA(m)=ao=o0, tj. aulM,.

BILIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [7]

Jak vyresit homogenni soustavu

* Nejprve prevedeme eliminaci na soustavu se stejnou mnozinou
feseni, ale se schodovitou matici soustavy:

(Alo)O(Clo)

¢ Kazda nenulova rovnice v soustavé Cx = o umozni spoéitat
jednu neznamou (pii zpétné substituci zespoda nahoru). Témto
proménnym ¥ikame vdzané proménné. Ostatni (takto nespoci-
tané) proménné jsou volné proménné, neboli parametry. Necht

t1,te,...,t;jsou vSechny volné proménné. MuZeme volit tyto hod-
noty za (¢1,%s,...,%z)
(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1)

a pro kazdou tuto volbu volnych proménnych dopocitdme pro-
ménné vazané. Dostdvame tak linedrné nezavislou mnozinu re-
Seni. kterd ie bazi nodorostoru M, vSech reSeni.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [8]

Priklad (homogenni soustava)

ReSme soustavu A [x = o s matici:

X1, X2, X3, X4, X5
X1, X2, X3, X4, X5
SRR F
A= 9 8 5 3 7 oljo 2 1 31
000 2 3

3 9 6 2 12
Vazané proménné: x1, x2, X4, volné proménné: x3, x5.

Pti volbé x3 = 1, x5 = 0 vychazi: x4 = 0, x9 = -1/2, x1 = -1/2,
pii volbé x3 = 0, x5 = 1 vychdzi: x4 = —-3/2, xo = 7/4, x1 = —33/4.

TakZe mam dveé linearné nezavisla reseni:
(-1/2,-1/2,1,0,0), (-33/4,7/4,0,-3/2,1).
Vsechna feSeni tvori linedrni obal téchto dvou reseni:
M, =01-1,-1,2,0,0), (-33,7,0,-6,4)0
BLLIN,algebrarall, 10, Ok [9]

Dimenze prostoru reseni
¢ Dimenze prostoru feseni homogenni soustavy je rovna pocétu
volnych proménnych,

* coZje rovno poctu vSech proménnych minus poc¢tu vazanych pro-
ménnych,

e coZ je rovno poctu vSech proménnych minus po¢tu nenulovych
rovnic soustavy Cx = o se schodovitou matici,

* coZ je rovno poctu vSech rovnic minus hodnost matice soustavy.

Zavér: Necht M je mnozina feSeni soustavy Ax = 0 s m rovnicemi
a n neznamymi. Pak

dim My =n —hod A.

BL-LIN, algebra-all, 10, P. Olssk  [10]

Dva podprostory v R” vymezené matici A

Necht je dana matice A O R™"

¢ Oznaéme R linearni obal #adka matice A. Je to podprostor v R".

¢ Oznaéme M, mnozinu v8ech FeSeni homogenni soustavy Ax = o.
Je to rovnéZz podprostor v R". Nazyva se nulovym prostorem
matice A.

¢ Do radkt matice B napisme néjakou bazi prostoru M.

Plati:

« Kazdy vektor z M iesi soustavu Ax = o.

» Kazdy vektor z R fesi soustavu Bx = o.

e Jeliw ORa v OM,, pak w Ov'F = 0.

e dimR +dim M, =n = dimR"

BL-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [11]

Algoritmus hledani baze nulového prostoru

Algoritmus: Necht A O(E|C), kde E je jednotkova matice. Pak
fadky matice (-CT |E’) obsahuji bazi feSeni soustavy Ax = o.

Poznamka: E’ je zde také jednotkova matice, ovSem obecné jiného
typu nez matice E.

Dutkaz: Radky matice (-CT |E') jsou linedrné nezavislé a jejich
pocet je roven n —hod A. Takze lin. obal téchto Ffadkd ma stejnou
dimenzi, jako prostor feSeni M. Staéi ukazat, ze kazdy radek
matice (-CT | E’) fe$i soustavu Ax = o:

(E|C)D(;E—(,j> ~E0-C)+C[E =-C+C=0.
Pozndmka: nelze-li provést A O(E|C), pak je mozné dostat (E|C)
po vhodné permutaci sloupcti (zména poradi neznamych). Zpétnou
permutaci sloupcti pak provedeme na matici (-C” |E’) a mame
hledanou bazi nrostoru reseni.



BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [12]
Priklad

Metodou ze slidu [11] vyfesime soustavu ze slidu [8]. Matici pte-
vedeme Gauss-Jordanovou eliminaci:

1 ? f _01 2 1 0 12 0 334
A=l, ¢ s 3 - |0l0 1 120 -4
00 0 1 32

3 9 6 2 12
Prohodime sloupce a piejdeme od matice (E |C) k matici (-CT |E’):

X1, X2, X4, X3, X5

1 0 0 172 33/4 (

X1, X2, X4, X3, X5

0 1 0 12 —7/4 -2 -1/2 0 1 0)

0 0 1 0 32
Po zpétném prohozeni sloupct dostdavame v fadcich bazi mnoziny
reseni M()Z X1, x2, x3, X4, X5

-172 -1/2 1 0 O
-33/4 74 0-3/2 1

-33/4 74 -3/2 0 1

BL-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak [13]

Nehomogenni soustava linearnich rovnic
Terminologie: Jakékoli FeSeni soustavy Ax = b nazyvame parti-
kuldrni Feseni této soustavy.

Soustava Ax = o se nazyva pfidruzend homogenni soustava k sou-
stavé Ax = b.

Véta: MnoZzina M vSech feSeni soustavy Ax = b je bud’ prazdna,
nebo je tvaru
M=v+M 0

kde v je partikuldrni fesSeni soustavy Ax = b a M, je mnozina
vSech feSeni pridruzené homogenni soustavy Ax = o.

Dukaz: Oznaéme v partikularni fe$eni a necht u 0 M. Staéi ové-
rit, ze v+u 00 M. Déle musime ovérit, ze pro kazdé w [0 M existuje
u M, tak, zev+u=w.

Poznamka: Vyhodna je geometricka predstava, udélejte si nacrtek.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [14]

Jak vyresit nehomogenni soustavu

¢ Najit jedno partikularni feseni v.

¢ Vytesit pfidruzenou homogenni soustavu, najit M.

¢ VSechna feSeni napsat ve tvaru M = v + M.

Jediny problém: najit partikularni reSeni v. Typicky postup:

¢ Eliminovat (A |b) O(C|d), na soustavu se schodovitou matici.

¢ Sloupce s volnymi proménnymi odstranit (tj. dosadit za volné
proménné nuly). Vznika soustava s reguldrni ¢tvercovou matici.

« Dotesit tuto soustavu zpétnym chodem eliminace.

¢ K teseni pripsat nuly na mista volnych proménnych.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [15]

Priklad (nehomogenni soustava)

Soustava ze slidu [8] je doplnéna o pravou stranou. Gauss-Jorda-
novou eliminaci upravim rozsifenou matici soustavy:

1 3 2 0 3| 3

1 1 1 -1 5 -2
2 8 5 3 7|13
3 9 6 2 12] 11

Odstranim sloupce odpovidajici volnym proménym:

1 0 12 0 334)| -3
ojo 1 12 0 -7/4| 2
0 0 0 1 32| 1

X1, X2, X4

1 0 0| -3
0 1 0| 2
0o 0 11

Partikularni feseni je (-3,2,0, 1,0) a mnoZina vSech feSeni je

M = (-3,2,0,1,0) + [{-1,-1,2,0,0), (-33,7,0,-6,4)C]

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsik  [16]

Problém nejednoznaénosti zapisu reseni

Stejna mnoZina feSeni soustavy Ax = b se da vyjadrit riznymi
vektory baze reSeni pridruzené homogenni soustavy a rdznymi
partikularnimi ¥eSenimi. Jak poznat, Ze:

7+Eﬁ1,72,...,7kD= W+EE’1,?2,...,?kD?

Stadi porovnat hodnosti nasledujicich matic:

w
—.> — —
Ur ui 21
hod Z1 =hod | : =hod | :
_
2
w-v

Viz téz stranu [9] k tématu ,matice“.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [17]

Soustavy se ¢tvercovou matici A

¢ Je-li matice A regularni, pak soustava ma jediné reSeni.

¢ Je-li matice A regularni, pak lze soustavu A x = b fesit vyna-
sobenim této rovnosti inverzni matici A™! zleva:

ATAx=A"b, tj. x=Alb.

e Je-li matice A regularni, je mozné také provést LU rozklad
této matice a fesit jednu soustavu dopiednou substituci a dalsi
zpétnou substituci. Viz stranu [3] k tématu ,,LU rozklad®. Je to
nepatrné numericky vyhodnéjsi nez pocitat inverzni matici.

¢ Je-li matice A regularni a zajimaji nas jen nékteré slozky te-
Seni, je mozné pouzit Cramerovo pravidlo, viz nasledujici stranu.

¢ Je-li A singularni, pak po eliminaci (A |b) O(C|d) dostavame
soustavu s matici C, ktera neni ¢tvercova. Déle je nutné pouzit
postupy uvedené na piedchozich stranéach.

BL-LIN, algebra-all, 10, P. Olssk  [18]

Cramerovo pravidlo

Necht A je regularni étvercova matice. Pak pro i-tou slozku fe$eni

soustavy Ax = b plati
_ det Bi

YT GetA”
kde matice B; je shodna s matici A az na i-ty sloupec, ktery je
zaménén za sloupec pravych stran.

Dikaz: VyuZijeme vztah x = A™! [b a zamé&iime se v maticovém
soudinu na vypocet i-tého ¥addku v matici x. Pfitom matici A™!
zapiSeme pomoci dopliikd. Viz stranu [19] k tématu ,determinant®.

BL-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [19]

Priklad
Vyresime soustavu s parametrem p [0 R, kterd ma rozSifenou
matici:
2 -p -1| 3
Ap)=|1 -7 5| 0
-1 3 p |-1

Je detA = (p —2)(p — 17). Takze pro p = 17 nebo p = 2 je matice
soustavy singularni:

2 -17 -1| 3 1 -7 -5|0
p=17:11 -7 -5/ 0|00 -1 8 |1]..M=0
-1 3 17| -1 0 0 0 |1

2 2 -1/ 3
p=2:|1 -7 -5/ 0 D((l) ;7 ;5(1)>
-1 3 2 | -1

..M = (5/3,0,1/3) + 11,3,-4)0



BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [20]

Priklad (pokracovani)

Pro p # 17 a p # 2 je matice soustavy regularni a soustava ma
jediné feseni. Najdeme toto feseni pomoci Cramerova pravidla.

3 —p -1 2 3 -1
det| 0 -7 -5 |=-26(p-2), det|{ 1 0 -5 |=-3p-2)
-1 3 »p -1 -1 p
2 -p 3
det| 1 -7 0 |=-(p-2). Protoze detA =(p-2)(p-17),je:
-1 3 -1
-26(p - 2) 26 3 1
X1 = = X9 X3

@-2@-17) 17-p> " 11-p0 BT 11-p

Pro ptipad p # 17 a p # 2 obsahuje mnozina M jediné feSeni:

26 3 1
M= {(17-17’ 17-p’ 17-p>}'

BL-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak [21]

Maticova rovnice AX =B

« Je-li A reguldrni matice, pak rovnice m4 jediné feseniX = A" B.
¢ Jinak sta¢i matice X a B rozepsat do sloupct:
X=X;X;...X;), B=(B;B;...By),
takZe maticova rovnice piechdzi na k soustav linearnich rovnic
AX; =B;, AX;=B;, ...AX;=B;.

Tyto soustavy maji spole¢nou matici soustavy, tj. spoleénou pti-
druZenou homogenni soustavu, tj. spoleénou mnozinu M, vSech
reSeni pridruzené homogenni soustavy. Pro kazdou soustavu
zv1ast je tfeba spoéitat partikularni Fe$eni.

¢ Mnozina vSech feSeni je mnozna vSech matic X, které maji ve
sloupcich odpovidajici partikularni feSeni, ke kterym je v kaz-
dém sloupci (nezavisle) pri¢tena mnozina feseni M.

(11

Matice
linearnich
zobrazeni

¢ matice urcuje zobrazeni A(x) = Ax
e zobrazeni A : R” - R™ ur¢uje matici
¢ zobrazeni lin. prostori koneéné dimenze maji matici vzhledem

k vybranym bazim

a) algebra-all, 11, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsék 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/20010, g) . Viz p. d. 4/2010

BILIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [2]

Pripomenuti

Zobrazeni A : Ly — Ls je linedrni, kdyz
AT +7) = AR+ AD),

e A(a Ox) = a [A(X).

Coz je ekvivalentni s principem superpozice:

c A X1+ + 0, X)) = AT )+ + 0, AT )

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [3]

Je dana matice A (1 R™",
pak mame zobrazeni A : R” . R™.

Skuteéné, zobrazeni A : R” —. R™ dané predpisem
Ax)=Ax
je linearni.

Poznamka: vektory z R”, R” nyni povazujeme za
sloupcové vektory.

BL-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [4]

Priklad
Zobrazeni A : R* — R3 je uréeno matici A 0 R3*:
132 2 “
Aley,xz,x3,209)= (3 1 0 2|0 ’;2‘ =Ax=
57 46 8
X4

= (x1 + 3xg + 2x3 + 2x4, 3x1 + X9 + 2x4, Hx1 + Txo + 4x3 + 6x4)7

« jadro tohoto zobrazeni je nulovy prostor matice A.
¢ hodnost zobrazeni A je hodnost matice A

e véta defA + hod A = dim L; piechazi na vétu
dim M + hod A = poéet proménnych.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [5]

Hodnost zobrazeni je hodnost matice

Véta: Necht A 0 R™", Hodnost linearniho zobrazeni A : R* - R™,
které je dano predpisem A(x) = A [X, je rovna hodnosti matice A,
tedy:

hodA =hod A

Dukaz: hodnost zobrazeni je dimenze obalu obrazt bazovych vek-
tord, coZ je dimenze obalu sloupct matice, coz je hodnost matice.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [6]

Linearni prostor linearnich zobrazeni

* VSechna linearni zobrazeni A : L1 —» Ly ozna¢im T'.

e Symboly A a B na této strance jsou prvky z 7.

¢ Definujeme A + B : L1 — Ly ptedpisem (A + B)(x) = A(x) + B(x).
» Pozorovani: Soucet prvka z T je prvek z T'.

e Definujeme a [A : L; - Ly piedpisem (a [A)(x) = a [A(x).

¢ Pozorovani: a-nasobek prvku z T je prvek z T.

¢ Uvedené operace splnuji axiomy linearniho prostoru (diky tomu,
Ze Lo je linearni prostor), takze:

e T je linearni prostor linedrnich zobrazeni.



BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [7]

Lin. zobrazeni ur¢eno hodnotami na bazi

Véta: Jsou-li znamy hodnoty linearniho zobrazeni A : L; — Lg na
koneéné bazi B lin. prostoru Ly, je tim zobrazeni A jednoznacné
urcéeno na celém L.

Ditkaz: A(0y b1+ + 0y bn) = A A )+ + 4 A(D )
Zobrazeni soutradnic je linedrni, takze takto dodefinované zobra-
zeni A je linearni. Na bazovych vektorech ma predepsané hodnoty.

Jednoznac¢nost: Kdyby existovalo dalsi linedrni zobrazeni B se stej-
nymi hodnotami na bazi B, pak A - B je linearni zobrazeni s nu-
lovymi hodnotami na bazi a podle principu superpozice musi byt
A - B nulové zobrazeni vsude. Takze A = B.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [8]
Priklad
Je dano
A(1,1,2)=(1,0,1,0), A(1,2,2) =(2,0,2,0), A2,1,5) =(1,2,2,1).

ProtoZe trojice vektora (1,1,2), (1,2,2), (2,1,5) tvoii bazi v R3,
existuje jediné linearni zobrazeni s uvedenou vlastnosti. Najdeme
vzorec pro A(x1,xg,x3):
(x1,292,x3) =a(1,1,2)+B(1,2,2) + y(2,1,5)
(x1,%2,x3) = (8x1 —x9 — 8x3) ((1,1,2) + (-8x1 +x2 +x3) ((1,2,2) +
+ (x3 —2x1) 02, 1,5),
A(xy,x9,x3) = A((8x1 —x2 — 3x3) (1,1,2) + (—3x1 +x2 +x3) (1,2, 2) +
+(x3—-2x1)(2,1,5)) =
= (8x1—x2-3x3) (1,0, 1,0) + (-3x1+x2+x3) (2,0,2,0) +
+(x3—2x1)(1,2,2,1) =
= (xg, —4x1 + 2x3, —2x1 + X + X3, —2x1 + X3).

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [9]

Kazdé lin. zobrazeni A : R* . R™
ma svou matici A 0 R™"

Véta: Pro kazdé linearni zobrazeni A : R” - R™ existuje jedind
matice A 0 R™", pro kterou je

Ax)=Ax

Diukaz: Necht A = (A(eq) A(eg) ... A(e,)). Ziejmé plati A(x) = A X

prox O{ej,es,...,e,}.
Zobrazeni A i zobrazeni A [k jsou linearni zobrazeni, ktera se
shoduji na bazi {ej, eq, ..., e,}. TakZe se shoduji vSude.

Dusledek: Vzorec pro hodnoty jakéhokoli linedrniho zobrazeni
z R" do R ma vzdy tvar A k.

BILIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [10]

Od zobrazeni k matici

A:Ly - Ly «— A:R"-R" «— AOR™
Kazdému linedarnimu zobrazeni A : L; - Ly linedrnich prostora
koneténé dimenze prifadime matici takto:

¢ V L; zvolime usporadanou béazi (B).

¢ V Ly zvolime uspotradanou béazi (C).

¢ Zobrazeni soufadnic L; —» R” vzhledem k (B) ozna¢ime C;.

e Zobrazeni soufadnic Ly — R™ vzhledem k (C) ozna¢ime Cs.

* NechtA’'=Cy0A 0 CyL

e Zobrazeni A’ je linedrni a m4 svou matici A.

Matice A se nazyva matice zobrazeni A vzhledem k bdzim (B) a (C).

BL-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [11]

Vlastnosti matice zobrazeni

A je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C) pravé tehdy
kdyz:

soufadnice souradnice
vektoru vektoru
. A0 w = A(W)
vzhledem vzhledem
k (B) k (O)

« ABD ADY ... AB)=(T1 Ty ... Tw)A.

¢ A obsahuje v i-tém sloupci souradnice vektoru A(?i) vzhledem
k bazi (C)

BLLIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [12]

Priklad

Necht P3 jsou polynomy nejvyse tfetiho stupné. Je ddno linedrni
zobrazeni A : P3 - Pj3, které derivuje polynomy. Najdeme jeho
matici vzhledem k uspoiddanym bazim (1, x,x2,x3) a (1, x,x2, x3).

Matice ma ve sloupcich soutradnice obraza bazovych vektoru, tj.
A1) =0, Ax)=1, A@x®=2x, A@3) =32

Soutadnice téchto obrazi vzhledem k bézi {1,x,x2,x3} napiseme
do sloupct matice:

S W oo

Zkuste ,derivovat® polynomy pomoci maticového nasobeni. ..

BL-LIN, algebra-all, 11, P. Olsgk  [13]

Skladani zobrazeni «— souéin matic

Véta: Nechtlinedrni zobrazeni A m4 matici A a linearni zobrazeni
B 4 matici B (vzhledem k odpovidajicim b4zim). Pak slozené line-
arni zobrazeni B o A ma matici B A (vzhledem k odpovidajicim
bazim).

Poznamka: Je-liA : Ly - Ly a B : Ly - Lg, pak ,odpovidajici
baze“ jsou usporadané baze (U) v L1, (V) v Ly a (W) v Ls. V uvedené
vété se pak pracuje s matici A vzhledem k (U), (V), s matici B
vzhledem k (V), (W) a s matici B [A vzhledem k (U), (W).

Dukaz véty se opira o rovnost

souradnice souradnice soutradnice
vektoru vektoru vektoru
BMADO w =BO A(W) = BA@))
vzhledem vzhledem vzhledem
k (U) k (V) k (W)
BL-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [14]
Priklad
Matice
0100
00 2 0
A =
0 0 0 3
00 0O

je matice derivace vzhledem k uspofddanym bazim (1,x,x2,x3) a
(1,x,x2,2%). Podle véty o slozeném zobrazeni je A2 matice druhé
derivace a A3 matice tieti derivace.



BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [15]

Zobrazeni A:L - L

Definice: Zobrazeni do stejné mnoziny se nazyva transformace.
Linearni zobrazeni do stejného linearniho prostoru se nazyva li-
nedrni transformace.

Matice transformace A : L - L vzhledem k bdzi (B) je matice
linedrniho zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (B).

BIL-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak [16]

Piiklady
0 0 O

«A=|0 1 0 | jematice projekce.
0 01

.A=(COSG —smda

. je matice rotace.
sina  cosa

o A= (g 2) je (pro a # 0, b # 0) matice zmény méritka.

e Dalsi transformace vznikaji skladdnim téchto elementérnich
transformaci, jejich matice jsou pak soucinem téchto elemen-
tarnich matic.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [17]
Priklad
Necht osa o prochézi poéatkem a svira s osou x dhel a. Najdeme
matici osové somérnosti podle osy o..
Osova soumérnost vznika jako slozeni nasledujicich zobrazeni:
¢ otoceni o uhel —a,
¢ zrcadleni, tj. zména métitka s parametry 1, -1,
¢ otoceni zpét o uhel a.

Matici tohoto slozeného zobrazeni spoéitdme jako souéin matic
uvedenych zobrazeni zapsanych ,zprava doleva“:

cosa -—sinda 0 1 0 0 cos(—a) -—sin(-a) _
sin o cos a 0 -1 sin(-a) cos(—a)
_[cos2a  sin2a
" \sin2a -cos2a

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [18]

Nestandardni baze, priklad

Najdeme matici zobrazeni A : R3 - R* které je dané piredpisem
A(xy,x2,x3) = (xg, —4x1 + 2x3, —2x1 + X9 + X3, —2x71 +X3),
vzhledem k bazim (B) = ((1,1,2),(1,2,2),(2,1,5)) a (Sy)

Protoze A(1,1,2) = (1,0,1,0), A(1,2,2) = (2,0,2,0), A(2,1,5) =
(1,2,2,1), a protoze slozky téchto obrazu jsou rovny souiadnicim
vzhledem ke standardni bazi (Sy4), staci slozky téchto obrazt na-
psat do sloupcti hledané matice:

121
00 2
A‘122
00 1

Pokud bychom méli hledat matici zobrazeni A : L1 — Lg vzhledem
k nestandardni bazi v Ly, budeme mit vice problému. ..

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [19]

Hodnost matice je hodnost zobrazeni
e Tuto skuteénost jsme zatim dokazali pro specidlni zobrazeni
tvaru A [k.

¢ Pro obecné linearni zobrazeni A : L1 — Ly také plati
hodA =hodA,
protoze hodA = hodA’, kde A’ = C3 0 A o C7L. Plati:

— = —
hodA = dimA(L;) = dimA(Th 1, by, ..., b0 =
— — —

= dimA(D 1),A(D ), ..., AL )=

= dimC; 0 A 0 Cy(B ), ..., C3toA o Cy(B )=

=dim C;Y(A'(€1),A'(€y),...,A'(e,)0 =

= dim@A/(2),A(T),...,A(T )=

= dimA((F'1, s, ..., €n0 = dimA(R") = hod A’

Uvedené rovnosti plati, protoze C; a Cs jsou izomorfismy.

BLLIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [20]

Transformace je prosta pravé kdyz

ma regularni matici

Necht L ma koneénou dimenzi, dimL = n.

Véta: Linearni transformace A : L — L je prosta pravé kdyz:
e jena

¢ ma regularni matici

Dukaz: A je prostd pravé kdyz def A = 0.

Protoze def A + hodA = dim L, je def A = 0 pravé kdyz hodA = n.
To plati pravé kdyz A(L) =L, tj. Ajena L.

Uvedené vlastnosti jsou splnény pravé kdyz hod A = n, kde A je
matice zobrazeni A, tj. pravé kdyz A je regularni.

BL-LIN, algebra-all, 11, P. Olsgk  [21]

Prostor linearnich zobrazeni je izomrofni
s linearnim prostorem matic

Kazdému zobrazeni A : L; — Ly (kde dim Ly = n, dim Ly = m) je
jednoznaéné piifazena matice A [0 R™" vzhledem k bazim (B)

a (C).

Toto piifazeni je zobrazeni prosté a na.

Toto ptifazeni je dokonce linedrni zobrazeni. Sta¢i ovérit, Ze sou-
éet dvou zobrazeni A a B s maticemi A a B (vzhledem ke zvole-
nym bazim) ma matici A + B. Déle je tfeba ovétit, Ze a nasobek
linearniho zobrazeni ma matici, kterd je rovna o nasobku pu-
vodni matice.

Mam na mysli zobrazeni a pi$u jeho matici. Mam na mysli matici
a vnimam ji jako zobrazeni. Je to jedno.

(1]

Zmeéena baze

* matice prechodu od baze k bazi
* jak se zméni souradnice vektoru pii zméné baze?
* jak se zméni matice linearniho zobrazeni p¥i zméné baze?

« jak se zméni matice transformace pii zméné baze?



BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsik  [2]

Matice prechodu

Definice: Necht (B) = (51, b3,..., bn) a (C) = (€1, Tay..., Tn)
jsou dvé baze stejného linearniho prostoru L. Pak existuje jedina
linearni transformace A : L — L, pro kterou je

AB)=7: 0i0{1,2,...,n}

Matice této linearni transformace vzhledem k bazi (B) se nazyva
matice pfechodu od bdze (B) k bdzi (C).

¢ Znaceni: Py _ ¢ je matice prechodu od (B) k (C).

BL-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [3]

Vlastnosti matice prechodu

* P3_c mé vi-tém sloupci souradnice vektoru ¢’;
vzhledem k béazi (B).

. (?1 ?2 cen ?n) = (3}1 3}2 cae ?n) D)B_,Cg

¢ Pg_c je matice identity vzhledem k bazim (C) a (B)

» Pro kazdy vektor w O L je

soufadnice souradnice
vektoru vektoru
PB ~C O 7 = ﬂ)
vzhledem vzhledem
k(©C) k (B)

Pozor, je to opaéné, nez by odpovidalo ndzvu matice prechodu!

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [4]

Matice prechodu je regularni

Plati:

e Pp_cjeregularni.
*Pp.cPc.p=Pg p
« (Pp.o)'=Pc.p

Dukaz: Protoze ma matice Pg_ ¢ lin. nezavislé sloupce, je regu-
larni. Sou¢in matic pirechodu vyplyva z véty o matici slozeného
zobrazeni. Je potfeba v tomto pripadé skladat identické zobrazeni
a jeho matice vzhledem k raznym bazim. Kone¢né tieti puntik je
dasledkem druhého.

BILIN, algebra-all, 12, P. Olsék  [5]
Priklad

Jdsou dany (S) = (1,x,x%) a (C) = (2 +x, x — 1, x + 2), dvé baze
linearniho prostoru vSech polynomt nejvyse druhého stupné. Na-
jdeme matici pfechodu Pg . ¢. Ta obsahuje ve sloupcich soutadnice
bazovych prvkii ¢; vzhledem k bazi (S), tedy

0o -1 2
Ps.c=1 1 1
1 0 O

Jsou-li (a, 3, y) souradnice polynomu p vzhledem k (C), pak

0 -1 2 a B +2y
1 0 O y a

jsou soufadnice téhoz polynomu vzhledem k bazi (S), neboli

px) = ax® +(a+ P +y)x—p +2y.

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [6]

Algoritmus pro sestaveni matice prechodu

e Matici prechodu Pg_ g od standardni baze (S) k bazi (E) sesta-
vime snadno: do sloupcid zapiSeme souradnice vektort b ; vzhle-
dem k bazi (S).

o Plati: PBﬁC =Pg_s D)SHC = (Ps_,B)_1 H’Sﬁc.
e Protoze (A|B) O(E |A'1B), staéi napsat néasledujici dvoubloko-
vou matici a eliminovat:

(PSﬂB |PSQC) OE |P§ﬁ3 D)sﬁc) =(E |PBﬂc).

V pravém bloku po eliminaci najdeme hledanou matici Py _ ¢

BL-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [7]

Priklad

Jsou dany baze (B) = (x®+1,x2+2,x+3)a (C) = (x% +x, x -1, x+2)
linearniho prostoru polynomu nejvyse druhého stupné. Najdeme
matici ptrechodu Pg _ ¢.

Zvolme bazi, vzhledem ke které se soutadnice dobte hledaji, nap#i-
klad (S) = (1, x,x2). Podle algoritmu z piedchozi stranky sestavime
(Ps_.p|Ps_c) a eliminujeme na tvar (E | Pg_ ).

12 3/0 -1 2 1005 4 1
(0 0 11 1 1)5(0 1 0/-4 4 —1)
1 10/1 0 0 0011 1 1
V pravém bloku po eliminaci mdme matici Pg_¢. Zname-li sou-
fadnice polynomu vzhledem k (C), pak ndsobenim matici Pg_ ¢
ziskame souradnice polynomu vzhledem k (B). Kdybychom potie-

bovali ze soutadnice vzhledem k (B) spoc¢itat souiadnice vzhledem
k (C), pouzijeme inverzni matici (Pz_¢)™! = Py _c.

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [8]

Zména matice zobrazeni pri zméné baze

Necht A je matice zobrazeni A : L; — Ly vzhledem k bazim (B) a
(C). Necht A’ je matice téhoz zobrazeni, ovéem vzhledem k bazim
(B') a (C"). Pak

Po.cAPg.p=A

Nacrt dukazu:

soufadnice souradnice
w 74
Po.cAPpp 0 vzhledem | ~ Po.ctAD vzhledem | ~
k (B) k (B)
souiadnice souﬁ;\dnice
_ Au) _ A)
=Pccl vzhledem |~ | vzhledem
k(O k(C)
BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [9]

Dusledky véty o zméné matice

Necht A je matice zobrazeni A : L; - Ly vzhledem k bazim (B)
a (C). Pak

* Pco ¢ [A je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C').

e A [Pg_p je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B’) a (C).
Necht A je matice transformace A : L — L vzhledem k bazi (B).
Pak

* Pp _p[A [Pp_p je matice transformace A vzhledem k bazi (B'),
neboli:

« (Pg_p) ! (A [Pp_p je matice transformace A vzhledem k (B’).



BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [10]
Priklad

Necht A(xy,x9,x3) = (x1 + x9,%2 + x3,x3 + x1). Najdeme matici této
transformace ke standardni bazi (S). Dale najdeme matici této
transformace vzhledem k bazi (B) = ((2,2,2), (3, 3,0), (4, 0,0)).

110 2 3 4
As=({0 1 1|, Psg=|2 3 0.
1 01 2 00

Matice Ap transformace A vzhledem k bazi (B) spoéitame takto:

2 3 2
Ap = Pp_sAs[Ps_ 3 = (Ps_.p) ' [As[Ps_p= (0 0 —§)
0 3 1

BLLIN, algebra-all, 12, P. Olsak [11]

Algoritmus: sestaveni matice zobrazeni
vzhledem k libovolnym bazim

Je dano linearni zobrazeni A : L; — Ly. Najdeme matici tohoto
zobrazeni vzhledem k bazim (B) a (C).

Necht (S) je baze Lo, vzhledem ke které se souiadnice dobte hle-
daji. Sestavime matici (Ps_ ¢ | Ap,s), ve které Ag g znaci matici zob-
razeni A vzhledem k bazim (B), (S). Eliminujeme na tvar (E | X).
Pak X je hledana matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C).

Pro¢? Je (Ps_c | Ag;s) O(E | Pc_s Apg).
Pritom P¢_ g (Ap s je matici zobrazeni A vzhledem k (B) a (C).

Poznamka: matice Ps_ ¢ a Ap s 1ze sestavit snadno.

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [12]
Priklad

Je dano zobrazeni A : P3 — P, které derivuje polynomy nejvyse
tretiho stupné. Najdeme matici tohoto zobrazeni vzhledem k:

(B) = (P +x+2,22+2x+3,22+2,x-1), (C) = (x®~x+1,x%2-x-1,x+4)

Zvolim (S) = (x2,x, 1). To je baze, vzhledem ke které se souiadnice
polynomu z Py dobie hledaji. Je:

AP +x+2) = 3x%+1, A®+2x+3) = 2x+2, A2 +2) = 2x, A(x-1) =1
Sestavim matici (Ps_ ¢ |Ag,s) a eliminuji:
1 1 0[3 000 4 -3 4 ]
-1 -11/02 20|00 E |7 38 4 -1
1 -1 4/1 201 '3 2 2 0

Hledana matice je v pravém bloku po eliminaci.

BILIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [13]
Priklad

Je ddana matice A’ zobrazeni vzhledem k bazim (B) a (S3). Hledame
matici A zobrazeni vzhledem k bazim (S7) a (Ss).

Jinymi slovy: zname zobrazeni A na béazi (B) a hleddme vzorec,
ktery udava hodnotu tohoto zobrazeni v libovolném bodé. Napii-
klad je znamo

A(1,1,2)=(1,0,1,0), A(1,2,2) =(2,0,2,0), A(2,1,5) =(1,2,2,1).

Reseni. Podle strany [9] je A = A’ (Pp_s, = A’ {Pg,_p)"L. Matici
prechodu Pg, _p sestavime snadno. Jde tedy o to ji invertovat a
nasobit zprava s danou matici A’

1 21

11 2\
A= ololr 2 1) =3
1) \2 25

SO = O -
= - N O

0
1
0

o N O

BL-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [14]
vy
Priklad
Necht osa o prochédzi poéatkem a svira s osou x dhel a. Najdeme
matici osové somérnosti podle osy o.

Zvolime bazi (B) tak, aby vektor ?1 leZel v ose 0 a ?2 byl na ni
kolmy. Vzhledem k této bazi je matice osové soumérnosti rovna

1 0
0 -1
Nyni provedeme piechod od baze (B) k bazi (S). Matice osové sou-
meérnosti vzhledem k (S) je
1 0
Ps_3 E|<0 _1> (Pp_s,

Ps p= (cosa —sina)  Pe = (cos(—or) —sin(—or)) ’

sin a cos a sin(—a) cos(—q)

Srovnejte tento priklad se stranou 17 kapitoly ,,matice zobrazeni“.

BLLIN, algebra-all, 12, P. Olsik  [15]

Priklad

Necht A : L - L je linearni transformace, ktera zobrazi bazi (B)
na béazi (C). Vime, Ze matice piechodu Pp_ ¢ je rovna matici této
transformace A vzhledem k bazi (B). Jak vypada matice stejné
transformace vzhledem k bazi (C)?

Regeni: Oznaéme matici zobrazeni A vzhledem k (B) symbolem Ag
a hledanou matici oznaéme A¢. Je Ag = Pg_ . Podle dusledku ze
strany [9] je

Ac=Pp o) ' MAgPp..=Pp.¢) Ps..[Pp_.=Ps_.

Ejhle, matice transformace A vzhledem k bazi (C) je stejnd, jako
matice této transformace vzhledem k bazi (B) a je to matice pie-
chodu od (B) k (C).

(1]

Afinni
transformace

* je posunuti plus linedrni transformace
* ma svou matici vzhledem k homogennim soufadnicim

 vyuziti napiiklad v pocitacové grafice

a) algebra-all, 13, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsdk 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [2]

Idea afinniho prostoru

 Linearni prostor V volnych vektorta: dvé orientované usecky re-
prezentuji stejny volny vektor, pokud jsou rovnobézné, stejné
velké a stejné orientované.

e S¢itani a nasobeni konstantou v linearnim prostoru V prove-
deme pomoci vhodné zvolenych reprezentatnu stejné jako v Up.

¢ Kromé vektord z V budeme v afinnim prostoru pracovat s mno-
zinou bodu X. Nové operace:

¢ bod1 + vektor =bod2. Na bodl navazeme reprezentanta vektoru
a koncovy bod tohoto vektoru je vysledek operace.

¢ bodl - bod2 = vektor. Vysledkem je vektor s reprezentantem,
ktery ma poc¢ateéni bod2 a koncovy bod1l.



BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsik  [3]

Definice afinniho prostoru

Definice: Necht V je linedrni prostor a X je libovolnd mnoZina.
Dvojici mnozin (X, V) nazyvame afinni prostor, pokud kromé ope-
raci + a [ha V je definovana operace + : X xV - X s vlastnostmi:

(1) P+o =P 0OPOX (9 OV jenulovy vektor),

Q) P+W)+ T =P+(W+7) OPOX,wOV, 70OV,

(3) OPOX, Q OX existujejediny w OV tak,72e P=Q+ 7w

Vektor & z vlastnosti (3) znaé¢ime P — @ nebo @

Mnozina X a linearni prostor V mohou byt jakékoli takové, aby $lo
definovat operaci + s uvedenymi vlastnostmi.

Dobra a postaéujici piedstava afinniho prostoru je linearni pro-
stor V volnych vektort a mnoZzina X boda.

BL-LIN, algebra-all, 13, . Olsak  [4]

Souradnicovy systém afinniho prostoru

Dimenze afinniho prostoru je dimenze linearniho prostoru V.

Nadale budeme predpokladat afinni prostory s koneénou dimenzi
(zejména s dimenzi 3 nebo 2).

Zvolme béazi (B) prostoru V a dale bod O O X. Dvojici (O, B) nazy-
vame souradnicovym systémem afinniho prostoru.

Vektor 7 0O V m4 souiadnice vzhledem k (O, B) definovany jako
jeho soutradnice vzhledem k bazi (B).

Bod P 0O X ma soutradnice vzhledem k (O, B) definovany jako sou-
fadnice vektoru OP. Tomuto vektoru fikame radiusvektor bodu P.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [5]

Vlastnosti souradnic v afinnim prostoru

Necht C je zobrazeni souiadnic, @, 7 OV, P,Q 0X, a OR. Pak
(1) C(@ +7)=CW)+C(D)
(2) Cla W) = a [C(W)
3 CR+W)=CQ) +C(W)
4) CP-Q)=CP)-CQ)

Dukaz: (1) a (2): jsou to obvyklé souradnice vektoru. (3), (4): staéi
souradnice bodu vyjadi#it jako soufadnice jejich radiusvektoru.

BILIN, algebra-all, 13, P. Olsik  [6]

Homogenni souradnice

Necht ma afinni prostor dimenzi n.

Homogenni soufadnice vektoru v souradnicovém systému (O, B)
je usporadana (n + 1)-tice; prvnich n slozek obsahuje soutadnice
vektoru, posledni slozka obsahuje nulu.

Homogenni soufadnice bodu v soutradnicovému systému (O, B)
je usporadana (n + 1)-tice; prvnich n slozek obsahuje soutadnice
bodu, posledni slozka obsahuje jednicku.

Pozorovani: Tvrzeni z ptedchozi strany [5] o soutadnicich plati i
v pripadé, Ze C znaéi homogenni souradnice.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [7]

Matice v homogennich souradnicich

Zobrazeni A : X - X, pro které existuje matice A 0 Rr*1+!
s vlastnosti:

homogenni homogenni
souradnice souradnice
AQO bodu P = | boduA(P)
vzhledem vzhledem
k (O,B) k (O,B)

se nazyva transformace s matici A v homogennich soutadnicich.

Pozorovani: Matice A musi byt tvaru:

At
A‘(o 1)

kde A’ O R™", t O R™!, o O R je nulovy vektor.

BL-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [8]

Vlastnosti matice
v homogennich souradnicich

(5 D8)-(*7)

tj. bod je transformovan linedrni transformaci s matici A’ a na-
sledné posunut o t.

(5 1)A5)=(%%")

tj. vektor je pouze transformovan linearni transformaci s matici A’.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [9]

Priklad 2D

Obecna matice transformace v homogennich souradnicich ma tvar:
a b ¢
d e f
0 01

Je tedy urcena Sesti parametry.

Bod se soutradnicemi (x,y) piejde pti transformaci s touto matici
na bod se souradnicemi (x’,y’):

x a b ¢ x ax+by+c
y]l=d e f|0Oy|=|dc+tey+f |,
1 0 0 1 1 1

takze bod se transformuje linearné a posune o vektor (c,f).

BL-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [10]

Priklad 3D
Obecna matice transformace v homogennich soutadnicich ma tvar:
a b c d
e f g h
i1 j k1
0 001

Je urcena dvandcti parametry.

Transformace bodu probih4 podle néasledujictho vzorce:

x' a b ¢ d x ax+by+cz+d

y' e f g h y ex+fy+gz+h
=1 " O = "

F4 i j k1 z ix+jy+kz+1

1 00 0 1 1 1



BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [11]

Skladani transformaci — souéin matic

Véta: Necht A a B jsou matice transformaci A a B v homogennich

soufadnicich
At B s
A= B:
(o 1)’ <o 1)

Pak sloZena transformace B o A m4 matici:
U ! U ! /
BA= B s 0 At _ B'A B+s .
o 1 o 1 o 1

Poznamka: Je (B o A)(x) = (B(A(x)).

Dukaz véty se provede analogicky, jako dikaz véty o sloZeném
linedrnim zobrazeni.

BLLIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [12]

Inverzni transformace — inverzni matice

Véta: Ma-li transformace A regularni matici A v homogennich sou-
fadnicich, pak je prostd a na a A™! m4 matici A™! v homogennich
soufadnicich.

Pozorovani:

/ n-1 _ n-1
Jeli A=<A t), pak A‘1=<(A) @) t)
o 1 o 1

Inverzni matice k A existuje, pravé kdyz A’ je regularni.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [13]
Priklad: elementarni transformace ve 2D

v v,

Zména méritka ma matici v homogennich souradnicich:

a 0 O
0 b 0
0 0 1

Rotace o ihel a ma matici v homogennich souiadnicich:

cosa -sina 0
sin o cosa 0],
0 0 1

Posunuti o vektor se souradnicemi (¢,,%,) ma matici v homogen-
nich souradnicich:

10 t
0 1 t
00 1

Dalsi transformace vznikaji sklddanim téchto transformaci.

BLLIN, algebracal, 18, P, Olsak [14]
Priklad

Najdeme matici (v homogennich soufradnicich) rotace o dhlel a
kolem bodu (2, 3).

Uvedena transformace je slozenim néasledujicich transformaci:

¢ posunuti o vektor (-2, 3),

¢ rotace o uhel a,

¢ posunuti o vektor (2, 3).

Matice vysledné transformace je souc¢inem matic:

(posunuti o (2,3)) O(rotace o thel o) ((posunuti o (-2,-3)) =

1 0 2 cosa -sina 0 1 0 -2
=10 1 3|0 sina cosa 0|0lO0 1 -3]|=---
001 0 0 1 00 1

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [15]

Priklad, pokraéovani

cosa -—sind —2cosa +3sina + 2
- = | sina cosa —2sina-3cosa+3
0 0 1
Takze bod o soufadnicich (x,y) prechazi po této transformaci na
bod o soutradnicich (x'y’), pro ktery plati:

x' cosa -—sina -2cosa+3sina+2 x
y' | =1 sina cosa —2sina-3cosa+3 |0y | =
1 0 0 1 1

(cosa)x—(sina)y—2cosa +3sina +2
(sina)x + (cosa)y—-2sina —3cosa + 3
1

BLLIN, algebra-all, 13, P. Olsik  [16]

Afinni transformace

Definice: Necht (X, V) je afinni prostor. Transformace A : X - X
se nazyva afinni, pokud existuje linedrni transformace A’ : V - V
tak, ze

AP+W)=AP) +A (W) OPOX,wOV.

Zvolme bod O 0 X. Protoze pro kazdy P [0 X plati P = O + OT’, je
A(P) = A(O) +A’(075), takze kazd4 afinni transformace je jedno-
znaéné uréena hodnotou A(O) a linearni transformaci A’ : V - V.

ProtoZe kazda linearni transformgce é’ .V -, V je jednoznaéné
uréena hodnotami na bazi (B) =(b 1, bg,..., b,), je kazda afinni
transformace jednoznaéné uréena hodnotami v n + 1 bodech:

O, O+b1, O+bsy ... O+b,.

BL-LIN, algebra-all, 13, P. Olssk  [17]

Matice afinni transformace

je jeji matice v homogennich souradnicich. Je tieba ukazat:

« Kazda transformace, kterda ma matici v homogennich soutadni-
cich, je afinni.

« Kazda afinni transformace mé matici v homog. soutadnicich.

Puntik prvni: Je ddna matice A néjaké transformace v homogen-
nich soufadnicich vzhledem k (O, B). Matice hledaného zobrazeni
A’ je také matice A. Jsou-li p soutadnice bodu P 0 X a u soufadnice
vektoru 7 OV, pak

ai(73)oac3) ().

Puntik druhy: Hledana matice obsahuje ve sloupcich homogenni
soufadnice obrazt baze nasledované homogennimi soutadicemi
obrazu bodu O. Tikové matice uréuje hodnoty afinni transformace
na bodech O, O+ b ;, takZe urcuje afinni transformaci jednoznaéné.

BL-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [18]

Vlastnosti afinni transformace

¢ Skladani afinnich transformaci je afinni transformace
* Afinni transformace je prostd pravé kdyz je na pravé kdyz ma
reguldrni matici v homogennich soufadnicich.

e Je-li afini transformace prostd, pak jeji inverze je také afini
transformace.

» Prosta afinni transformace zobrazuje rovnobézné pfimky na rov-
nobézné primky.
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Priklad

Je déna afinni tansformace ve 2D prostoru takova, Ze posune po-
¢atek souradnicového systému do bodu (3, 2) a transformuje prvni
bazovy vektor na vektor se souradnicemi (-1,2), druhy bazovy
vektor transformuje na vektor se souradnicemi (4, 1).

Najdeme matici v homogennich souiadnicich této transformace.

Podle predchoziho matice obsahuje homogenni souradnice obrazi
béaze a v poslednim sloupci homogenni souradnice obrazu poéatku.
Tedy

-1 4 3
A= 2 1 2
001

Prondsobime-li pixelové souradnice kazdého pixelu touto matici,
dostavame pixelové soutradnice obazu: maticovym nasobenim mu-
zeme tansformovat dvourozmérny obrazek.

[11

Vlastni
cislo, vektor

¢ motivace: smér primky, kterou lin. transformace nezméni

* invariantni podprostory

¢ charakteristicky polynom

¢ baze, vzhledem ke které je matice transformace nejjednodussi

¢ podobnost s diagonalni matici

a) algebra-all, 14, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) %%, Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [2]

Motivace

Je dana transformace A : R2 . R2?. Najdeme takovou piimku p
prochézejici pocatkem, aby A(p) = p.

p={tw;t0R}, A(@p)={A¢®);tOR} ={tA(@); t DR}

Musi tedy existovat A O R tak, aby A(%) = A%W. Pfitom % musi
byt nenulovy vektor.

Zvolme v R? né&jakou bézi (napi. standardni). Necht x jsou sou-
fadnice W vzhledem k této bazi a A je matice transforamce A
vzhledem k této bazi. Pak musi

Ax=)Ax, x#o0, tj. (A-AE)x=0, xFo
Takze matice A — AE musi byt singuldrni, neboli det(A —-AE) = 0.

Cislu A budeme ¥ikat vlastni ¢islo a vektoru @ ¥ikame vlastni
vektor transformace A prislusejici vlastnimu ¢islu A.

BILIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [3]

Vlastni ¢isla jsou i komplexni

Kvadraticka rovnice det(A — AE) = 0 (viz piedchozi motivaéni pti-
klad) maze ale nemusi mit redlné koreny. Pokud ma dva rdzné
realné koreny, pak existuji dva sméry, které transformace A ne-
méni. Tj. existuji dvé primky, pro které je A(p) = p. Napriklad
zkosenti, které (1, 0) necha beze zmény a (0, 1) zobrazi na (1, 1/2).

Pokud jsou kofeny rovnice det(A —AE) = 0 komplexni, pak neexis-
tuji piimky, pro které je A(p) = p (napriklad rotace). Pokud bychom
chtéli najit vlastni vektory prislusejici komplexnim vlastnim &is-
lim, budou mit komplexni soutadnice. Je tedy potfeba pracovat
s linedrnim prostorem nad komplexnimi ¢isly.

Budeme pottebovat zaruku existence vlastnich ¢isel. Budeme tedy
muset pripustit komplexni vlastni éisla a pracovat s linearni pro-
storem L nad C.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [4]

Invariantni podprostor

Necht A : L - L je linearni transformace. Podprostor P O L, pro
ktery plati A(P) = P nazyvame invariantni podprostor vzhledem
kA.

Predbézna uvaha:

Je-li L linearni prostor nad C, pak zarucené existuji vlastni ¢isla
A OC, pro kterd je A(X¥) =A%, * # 0. Spoleéné s nulovym vek-
torem tvori vSechny vlastni vektory prislusejici pevné vybranému
vlastnimu ¢islu A invariantni podprostor.

Je-li Lline4rni prostor nad R, pak kromé& {0’} a L dal$i invariantni
podprostory vzhledem k A nemuseji existovat: vlastni éisla mohou
byt jen komplexni. Napiiklad A je rotace.

BL-LIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [5]

Vlastni ¢islo, vlastni vektor matice

Definice: Necht A je ¢tvercova matice typu (n,n) redlnych nebo
komplexnich &sel. Cislo A O C se nazyva viastnim &islem matice
A, pokud existuje vektor x 0 C*!, x # o, takovy, 7e A [k = A x.
Vektor x, ktery spliiuje uvedenou rovnost, se nazyva vlastni vektor
matice A prislusny vlastnimu &islu A.

Pozorovani: Z rovnosti A [k = A x plyne (A - AE)x = o. Protoze
z definice musi x # 0, je tieba, aby soustava méla nenulové feseni,
tedy musi det(A - AE) = 0.

Definice: Polynom v proménné A tvaru det(A - AE) se nazyva
charakteristicky polynom matice A.

Pozorovani: Charakteristicky polynom je stupné n a jeho koteny
jsou vlastni ¢isla matice A. Matice A ma tedy (véetné nasobnosti)
n vlastnich ¢isel.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [6]

Vlastni ¢islo, vlastni vektor transformace

Definice: Necht L je linedarni prostor koneéné dimenze nad C a
necht A : L - L je linedrni transformace. Cislo A O C se nazyva
vlastnim éislem transformace A, pokud existuje vektor ¥ O L,
X # 0 takovy, ze A(X) = A x. Vektor ¥, ktery spliiuje uvede-
nou rovnost, se nazyva vlastni vektor transformace A prislusny
vlastnimu &islu A.

Pozorovani: Vlastni éislo transformace A je stejné jako vlastni
¢islo jeji matice A vzhledem k jakékoli bazi (B). Vlastni vektor
matice A pak obsahuje soutadnice vlastniho vektoru transformace
A vzhledem k bazi (B).

Dusledek: Vsechny matice stejné linedrni transformace (vzhle-
dem k riznym bazim) maji shodna vlastni éisla (maji shodné spek-
trum).

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [7]

Priklad
Je ddna matice
5 -2 2
A=|-1 4 -1
-4 4 -1

Najdeme jeji vlastni ¢isla a k nim prislusejici vlastni vektory.
5-A -2 2
det -1 4-A -1
-4 4 -1-A
Toto je charakteristicky polynom matice A. M4 dvojnasobny koien

A = 3 a jednonasobny kofen A = 2. Tyto kotfeny jsou vlastni ¢isla
matice A.

=-A3-8A2+211-18 = (A -3)2 (A -2)

Najdeme jesté vlastni vektory ptislusejici vlastnim ¢islim 3 a 2...
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Priklad, pokraéovani

5-3 -2 2
A=3: -1 4-3 -1 oa -1 1),
-4 4 -1-3
takze k A = 3 prislusi vlastni vektory z [(1, 1, 0),(-1,0, 1)

5-2 -2 2
A=2: 1 4-2 -1 D<_01 y j)
4 4 -1-2

takze k A = 2 prislusi vlastni vektory z (-2, 1,4)0]

Pro vlastni ¢isla a vlastni vektory plati napt. nasledujici vztahy:

5 -2 2 1 1 5 -2 2 -2 -2
-1 4 -1 1|=311],]-1 4 -1 1 ]1=2|1
-4 4 -1 0 0 -4 4 -1 4 4
BL-LIN, algebra-all, 14, . Olsak  [9]
Jiny priklad

2 4 -3

Je ddna matice B=| -1 10 -6

-1 8 -4

Jeji charakteristicky polynom je
detB-AE)=-A3-8A2+21A -18 = -(A —=3)2(A - 2).

Hledame vlastni vektory piislusejici vlastnim ¢islim 3 a 2:

2-3 4 -3 1 4 -3 vlastni

A=3: -1 10-3 -6 a ( _ ) vektor:
1 8 -4-3 0 1 -1 111

2-2 4 -3 1 8 -6 vlastni

A=2: -1 10-2 -6 O < 0 4 _3) vektor:
-1 8 -4-2 0,3,4)

B ma stejna vlastni ¢isla jako A, ale jiné invariantni prostory.
BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [10]

Podobné matice

Idea: Jak se ,podobaji“ matice A a A’ stejné linedrni transfor-

mace A, jen vzhledem k raznym bazim (B) a (B')? Plati:
A'=(Pp_p) " APg_p

To nés ispiruje k nasledujici

Definici: Rikame, Ze dvé &tvercové matice A, B O R™" jsou po-
dobné, pokud existuje regularni matice P 0 R™" takova, ze

B=P![A[P.

Pozorovanil: podobnost je relace ekvivalence.

Pozorovani2: podobné matice maji stejna vlastni ¢isla.

BLLIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [11]

Podobné matice maji stejny char. polynom

Tvrzeni: Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.
Diikaz: Necht B = P1AP je matice podobna s A. Je
det(PIAP - A E) = det (P"'AP - A P"'EP) =
=det(PAP-P A EP) =
=det(P1(A-AE)P)=
=detP™! det(A-AE) detP = det(A- A E).

Upozornéni: Obracené tvrzeni ,maji-li dvé matice stejny charak-
teristicky polynom, pak jsou podobné“ neplati. Za chvili ukdzeme,
ze matice A a B z predchozich piikladi nejsou podobné.

BL-LIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [12]

Podobnost s diagonalni matici

Uloha: Budeme se ptat, za jakych podminek je étvercova matice A
podobna s diagonalni matici tvaru:

Ar O 0 ... O
0 X 0 ... O
D=]0 0 A ... O
0o 0 O An

Jiny pohled na dlohu: je dana transformace A svou matici A vzhle-
dem k né&jaké bazi. Ptame se, zda existuje jina baze, vzhledem ke
které je matice transformace A diagondlni. Ptame se tedy, zda lze
vhodnou volbou baze co nejvice zjednodusit matici transformace
az na diagonalni tvar.

Pokud se to povede, pak z pohledu takové baze je transformace A

jen zménou métitka ve smérech vektora baze (resp. projekce).

BLLIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [13]

Rovnost AP = P[D

Véta: Necht A, P a D jsou ¢tvercové matice typu (n,n), necht P
obsahuje nenulové sloupce a necht D je diagonélni. Pak plati

AP =PD

praveé tehdy, kdyz D obsahuje vlastni ¢isla matice A a i-ty sloupec
matice P obsahuje vlastni vektor prisluSejici i-tému vlastnimu
¢islu v D.

Dikaz: Necht D obsahuje na diagonale ¢&isla A;. Roznasobenim
rovnosti A [P = P D po sloupcich matice P = (p1,p2,...,Pn)
dostavame rovnosti A [; = A; p;. Tyto rovnosti plati pravé kdyz A;
je vlastni ¢islo matice A a p; je k nému piislusejici vlastni vektor.

Pozorovani: Kdyby byla P regularni, pak P'AP = D, takze A
bude podobna s diagonalni matici.

BL-LIN, algebra-all, 14, P. Olssk  [14]

Podminka podobnosti s diagonalni matici
Tvrzeni: Matice A typu (n, n) je podobna s diagonalni matici pravé
kdyz ma n linearné nezavislych vlastnich vektort.

Skuteéné, staci tyto vektory napsat do sloupct matice P, dale
sestavit diagonalni matici D z odpovidajicich vlastnich ¢isel a plati
rovnost z predchozi strany.

Véta: Ruzna vlastni ¢isla maji linedrné nezavislé vlastni vektory.
Dukaz: technicky, viz skriptum.

Dusledek: Ma-li matice A pouze jednondsobna vlastni éisla (téch
je n ajsou vzajemné rizna), pak je podobna s diagonalni matici.

Upozornéni: Obracené tvrzeni ,A je podobna s diagonalni, pak
ma vzajemné ruzna vlastni ¢isla“ neplati. Nap#. E ma n-ndsobné
vlastni éislo 1 a je pfimo rovna diagondlni matici.

BL-LIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [15]
Priklad
Matice A z predchoziho piikladu je podobna s diagonalni. M4 tii
linearné nezavislé vlastni vektory, napi.

(1,1,0), (-1,0,1), (-2,1,4).

Tudiz plati

1 -1 2\t /5 2 2 1 -1 -2 300
1 0 1) 0-1 4 1)1 o 1]=(0 30
0 1 4 -4 4 -1 0 1 4 00 2

Matice B z predchoziho ptikladu neni podobné s diagonalni, pro-
toZe nema t¥i linedrné nezavislé vlastni vektory.
Takze: matice A a B nejsou vzdjemné podobné, ackoli maji stejny

charakteristicky polynom a stejna vlastni éisla.
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Priklad: zména baze

Matice A z predchoziho piikladu odpovida transformaci:

= bBx—-2y+22
y= -x+4y -z
Z=-4dx+4y -z
Vzhledem k bazi (C) = ((1, 1,0), (-1,0, 1), (-2, 1,4)) m4a tataz trans-
formace diagonalni matici

3 0 0
D={0 3 0
0 0 2

takze v této bazi se souradnice obrazu pocitaji takto:

x=3x, ¥y =3y, 2 =2

BL-LIN, algebra-all, 14, P. Olsak [17]

Nutna podminka podobnosti
s diagonalni matici

Da se ukazat, Ze dimenze nulového prostoru matice A-AE je vzidy
mensi nebo rovna nasobnosti vlastniho ¢éisla A.

Matice A typu (n,n) je podobna s diagonalni pravé kdyz ma n li-
nearné nezavislych vlastnich vektora. To znamena, Ze ma-li &£ néa-
sobné vlastni ¢islo A, musi mu prisluSet £ linedrné nezavislych
vektord, neboli dimenze nulového prostoru matice A - AE musi
byt pfesné rovna k.

Pokud tedy pro kazdé vicenasobné vlastni ¢islo A je dimenze nu-
lového prostoru matice A — AE pfesné rovna nésobnosti tohoto
vlastniho ¢isla, je matice A podobna s diagonalni matici.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [18]

Jordanuv kanonicky tvar

Da se ukazat, ze kazda matice A je podobnéa aspon se ,skoro dia-
gondlni “ matici tvaru:

J O ... 0 Ao 10 0
o J o 0 A 1 0
J= 2 , kde J;=
000 ... 1
0 0 .. dn 0 0 0 ... A

Cisla A; jsou vlastni &sla matice A. Matici J se ¥ika Jordantiv
kanonicky tvar matice A.

Na diagonéle matice J se objevi kazdé vlastni éislo tolikrat, kolik
je jeho nasobnost.

Dimenze nulového prostoru matice A-AE odpovid4 poétu Jordano-
vych blokt J; se stejnym vlastnim éislem A. TakZe tyto Jordanovy
bloky se mohou pro stejné (vicenasobné) vlastni ¢islo opakovat.

BILIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [19]
Cvicéeni
* Vysvétlete, pro¢ det A je roven soucdinu vlastnich ¢isel matice A.

¢ Vysvétlete, pro¢ det A je roven absolutnimu ¢lenu charakteris-
tického polynomu matice A.

¢ Predpokladejte A matici podobnou s diagondlni. Kdyz do cha-
rakteristického polynomu matice A misto A zapiSete matici A,
dostavate nulovou matici. Proc?

¢ Predchozi tvrzeni pati i pro matice, které nejsou podobné s dia-
gonalni matici.

(1]

Skalarni soucin

 axiomaticka definice
¢ odvozeni velikosti vektortu a thlu mezi vektory

» geometrickd interpretace

ortogonalita

vlastnosti ortonormalnich bazi

a) algebra-all, 15, b) P. Olzak, FEL CVUT, ¢) P. Olsdk 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BLLIN, algebra-all, 15, P. Olsak  [2]

Definice skalarniho soucinu
Necht L je linearni prostor nad R. Operaci [t L xL - R nazyvame
skaldrni soucin, pokud pro viechna ¥, ), Z spliiuje:

1) Oy =y Ox,

Q) X+y)Z=x0z+y 0z,

3) (@Ix)Iy =adx 0y),

(4) ¥ Ox 20, % Ox =0jentehdy kdyZ ¥ = 0.

Poznamka: Je-li L linearni prostor nad C, pak se skalarnim sou-
¢inem oznacuje operace [ L xL - C se stejnymi vlastnostmi, jako
vySe, az na prvni. Misto ni je:

Ty =y 0x

Cisla jsou si vzajemné komplexné sdruzena.

BI-LIN, algebra-all, 15, P. Olsak  [3]

Priklady skalarnich souéinu
¢ V R" definujeme

(x1,%2, ... %) Ly1,¥2, -, ¥n) = X1Y1+X2Y2 + - +XpYn.
Toto je skalarni souéin, skute¢né splinuje axiomy (1) az (4).
» V prostoru orientovanych useéek definujeme skaldrni souéin
w00 = |[Z[|[[7] cos a,

kde |...|| znadi velikost vektoru a o je thel mezi vektory.

¢ V linearnim prostoru spojitych funkci na intervalu [0, 10definu-
jeme skalarni souéin

1
flg= J'f(x)g(x)dx
0

BI-LIN, algebra-all, 15, P. Olsak  [4]

Dalsi skalarni souciny v R”
Na R? je operace

1 2
(@1,22)0 (y1,¥2) = (x1,%2) ( 5 6) (z 1) = X1y1+6x2y9+2%1y2 + 269y 1.
2

také skalarni souéin. Na druhé strané treba

1 2
(x1,x2) 0 (y1,¥2) = (x1,%2) <2 2) (§1> = x1y1+2x9y9 + 2x1y2 + 2X0Y1
2

neni skalarni sou¢in (neplati axiom 4).

Obecné, je-li A symetricka a pozitivné definitni matice (vSechny
hlavni subdeterminanty jsou kladné), pak

TAmyT

je skaldrni souéin. Z tohoto pohledu nazyvame x’ D]’T standardnim
skalarnim sou¢inem na R".
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Skalarni sou¢in — velikost

V linearnim prostoru L se skaldrnim soué¢inem definujeme velikost
— . —
vektoru x, neboli normu vektoru x” vzorcem

2]l = v Ox.

Axiom (4) zarucuje, ze velikost je definovana pro libovolny vektor
a ze nulovou velikost ma pouze nulovy vektor.

Tvrzeni: |Ja x| = |a| /% |, protoze

lo®|=Vax % = Vo2(x 0x) = Va2 V¥ Ox = |a| O

BL-LIN, algebra-all, 15, P. Olsak  [6]

Skalarni souc¢in — thel mezi vektory

V linearnim prostoru L se skalarnim souc¢inem definujeme tihel
mezi dvéma nenulovymi vektory X a y jako takové @ O [0, 1), pro
které je

cospe 2 _
TEEAL

Ze cos @ v uvedeném vzorci existuje pro libovolné dva nenulové
vektory zarucuje

Schwartzova nerovnost: Pro libovolné dva vektory plati
[ Oy < IZ Ny Il

Dikaz:0<s (T +a y)AX +ay) =% & +a (% ) +a20y [F).
Pro uvedeny kvadraticky polynom Aa? + Ba + C musi platit:
B*-4AC<0, tj. B*<4AC, tj. (-2(F ) <4177,
. VE2<VIZPVIZIP 6 [ <2107
BI-LIN, algebra-all, 15, P. Olsak  [7]

Skaldarni sou¢in — vzdalenost vektora

V linearnim prostoru L se skalarnim soucinem definujeme vzdd-
lenost mezi dvéma vektory X a 7y, neboli metriku vzorcem

p(x,y) =% -7l
Pro metriku pati trojuhelnikova nerovnost:

p(x, )+ p(¥,Z) = p(x,72),

neboli 7 =%+ -Z|2Ix - Z||, kterd oznaéeni @ =X - ¥,
b =7y — 7 prechazi na tvar

— —

I@l+1ol 2 |[@+ b
— — — — = —

Dikaz: |[@ + b|P=(@d+b)da+b)=aa+2a b+b b <

— 2 — M 12 — N2
(Schwartzova nerovnost) < || |?+2([@ |00 |+ | = (12 ||+]1 & |)*.
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Axiomy metriky a normy

Je-li na mnoziné L zavedena metrika p(x,y) s vlastnostmi
(1) px,y) =20, plx,y) =0 pravé kdyz x =y,
(2) p,y) = ply,x),
3) pl,y)+ply,2) = pl,2),

fikdme mnoziné L s metrikou p metricky prostor.

dJe-li na linedrnim prostoru L zavedena norma ||.. .|| s vlastnostmi
(1) [FN20, [I%]=0pravékdyz ¥ =0,
@ o=l = |alO/x1,

@ IX+7l = I%N+1Y1,
fikame prostoru L linedrni prostor s normou.

My jsme odvodili normu a metriku ze skalarniho souc¢inu. Je oviem
mozné je zavést jen podle uvedenych axiomt, nebo zavést normu

avinmatiolv a ndvadit metvrileir salka Al ) = I3 — |l
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Priklady

Pythagorova véta: Pravouhly trojuhelnik budou tvofit dva na
sebe kolmé vektory x a y. Jejich rozdil tvoii pieponu.

IX-FIP=F-7AX-3) =% & 27 HF+y F = [ZIP+][7IP
Ve vypoétu jsme vyuzili toho, Ze dva nenulové vektory x a ¥ jsou
na sebe kolmé pravé kdyz x OOy = 0.

Rovnobéznikova rovnost: soucet druhych mocnin velikosti th-
loptiéek v rovnobézniku je roven dvojnasobku souétu druhych moc-
nin velikosti sousednich stran.

I+ T +IF -FI = 2 (IFIF+ 17 1P).
protoze

2 2 2 2 2 2
IZ+5IF+1% =51 = X1+ 2% O + [T I+ 1% -2% O + 171
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Ortonormalni baze

Na linedrnim prostoru se skalarnim souf¢inem muzeme mérit ve-
likosti vektora a thly mezi nenulovymi vektory.

Zejména kolmost (ortogonalitu) dvou nenulovych vektort ¥ a y
pozname podle podminky x 0y = 0.

Mezi riznymi bazemi se ukaze vyhodné vybirat takové baze, ve
kterych jsou si vSechny vektory navzdjem kolmé a maji jednotko-
vou velikost. Tyto baze nazyvame ortonormdlni.

Definice: Bize se1 nazyva grtogmdlm’, pokud pro kazdé dva razné
prvky baze b;a b plati b;0b; = 0.

Baze se nazyva ortonormdlni, je-li ortogonalni a vSechny jeji prvky
mayji jednotkovou velikost, neboli

- 1 proi=j,
b’DbJ_{O proi #j.
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Skalarni soucin pocéitany pomoci souradnic

Véta: Necht (B) je koneéna ortonormalni béaze linedrniho pro-
storu L. Necht (x1,xz, . . .,X,) jsou soutadnice vektoru x vzhledem
k bazi (B) a necht (y1,Ys, . ..,y,) jsou souradnice vektoru % vzhle-
dem k bazi (B). Pak

T OY = x1y1+%2y2+  +XnYn.
Dukaz:

— — — — — —
(x1b1+x2b2+~-~+xnbn)E(y1b1+y2b2+-~~+ynb,,)=
- = - — - - -
=x1y10 10D 1+x2y1b20b 1+ -+x1y2b 1 Do+ +2, 7, b, b, =
=x1y1E[l+x2y1|:0+---+x1y2I:()+---+xnynDl=

= X1y1+xey2+ - +XpYn.
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Kolmost zarucuje linearni nezavislost

Véta: Necht x'1, X'o,..., % » jsou nenulové vektory, které jsou na
sebe navzajem kolmé. Pak jsou tyto vektory linearné nezavislé.

Dtikaz: Ovérime
01D?1+02D?2+---+Cln[’?n=7 0O a=0 0O

Vynésobime-li obé strany rovnosti skalarné vektorem «x';, dosta-
vame na levé strané soucet nul s vyjimkou jediného séitance, pro-
toZe vektor X'; je kolmy na vSechny vSechny ostatni vektory =;.
Mame tedy
ai?i Wﬁ:?ﬂ?i=0.

ProtoZe x'; 0x'; je nenulové &islo, musi byt a; = 0. Tuto operaci
muzeme provést pro kazdy index i 0 {1,2,...,n}, takze vSechna
¢isla ¢isla a; jsou nutné nulova.
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Souradnice pocitané ze skalarniho souc¢inu

Véta: Necht (B) = (?1,?2, .. .,?n) je ortonormalni baze linear-
niho prostoru se skalarnim souéinem. Pak soutadnice libovolného
vektoru X vzhledem k bazi (B) jsou

(X1, by, ..., TLh ).

Diikaz: Oznaéme 3 = (¥ Dbl)?ﬁ(? 2) Do+ +(T D) b
Mame dokéazat, e X = y . Nasobme vektor y vektorem b;:

—

FO0b:=(F 06 ) b1+(7Db2) Dot +(T 0, ba)0b; =
=(x0by)b;0b,; == 0b,,
protoZe baze je ortonormalni. Je X’ IZI?- =y D?- 0: 0{1,2,...,n}.
Co, kdyby ¥ # y? Vektor

protoze (X — ) Db =0. PakJsou vektory b 1, D 2 ...
linearné nezavislé, ale to je ve sporu s tim, Ze (B) je baze.

¥ je kolmy na Vsechny prvky b, i
s b ns e 7)
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Basnicka: ¢tvrta dimenze

Jednou v hospodé u Karla ¢tvrtého,
uvidél jsem kus prostoru étvrtého.

Cty#i ptllitry u stropu nad salem,
letély k sobé kolmo navzdjem,

coz neni mozné v dimenzi treti,
kde nejvyse tii pullitry k sobé leti.
Tak poznal jsem diky otci vlasti,
jaké jsou v pullitru skryty slasti.
Jak vSem €echum rozsituje obzory
o n-dimenzionalni prostory.

in: Emil Calda: Rikanky mno#inové nelogické
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Geometricka predstava skalarniho souc¢inu

Piedpokladejme, Ze vektory X a y jsou orientované tseéky, na-
vic necht 3 m4 jednotkovou velikost. Sestrojme z koncového bodu
vektoru X kolmy primét na p¥imku, prochéazejici vektorem .
Velikost tohoto kolmého primétu (je-li na polopiimce spole¢né
s vektorem ') je skalarni sou¢in X [Jy. Je-li primét na opaéné po-
lopiimce, pak skalarni souéin je zaporny a jeho absolutni hodnota
je rovna velikosti priumétu.

Tato geometricka interpretace vychazi ze vzorce:
* Oy = [[Z] Y]l cos .

Z tohoto pohledu rika véta ze stranky [13], Ze soutadnice vektoru
jsou pruméty vektoru na jednotlivé souradnicové osy.
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fJ'hly vektoru s osami

Véta: Necht (x1,xs,...,x,) JSOU souradnice vektoru X vzhledem
k ortonormalm bazi ( b 1, Iy 2,..., bp). Pak dhel @ mezi vektorem
x a vektorem b ma velikost @, pro kterou je

Xi
I
Dikaz:
_ 7 D?i _ ? Db i Xi
B G
V tpravach jsme vyuzili toho, Ze || b il=1 (baze je ortonormalni) a

dale predchozi véty, podle které je x; = X Db
Dusledek: cos? @ +cos? @ +---+cos?@, =1
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Schmidtav ortogonalizac¢ni proces

Zhruba: kazdou koneénou bazi 1ze ,opravit® tak, aby byla ortonor-
malni. Oprava k-tého vektoru vzdy probiha v linearnim obalu prv-
nich & vektoru. Tj. prvni vektor opravime na piimce dané prvnim
vektorem, druhy vektor opravime v roviné dané prvnimi dvéma
vektory, atd.

Piesné: Necht {?1,?2, - ,?n} je libovolna baze. Pak existuje
ortonormalni baze { €1, Ca,..., Cn} takova, Ze

@1,?2,...,?;3&[E}l,?z,...,?km DkD{l,Z,...,n}.

Dukaz: oprava kazdého vektoru probiha ve dvou krocich. Vektor
se (uvniti zminéného lin. obalu) ,natoé¢i“ a nasledné se ,normuje*:

3 ?’
7 7 7 — — kel
bk+1=bk+1‘2(bk+1[’?i)ci, Chi1 = ——.
=1 16 4l
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Ortogonalni matice

Predpokladejme v R” standardni skalarni souéin. Matice A 00 R™",
ktera ve sloupcich obsahuje né&jakou ortonormadlni bazi prostoru
R”, se nazyva ortogondlni.

Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

¢ A je ortogonalni,

« ATTA=E,

« ATAT =E,

+ AT je ortogonalni,

* A obsahuje v Fadcich soutadnice ortonormaélni baze,

* A je matici pfechodu mezi dvéma ortonormalnimi bazemi.

BL-LIN, algebra-all, 15, P. Olssk  [19]

Dalsi vlastnosti ortogonalni matice

e Je-li A ortogonalni, pak det A = 1 nebo det A = -1.

« Je-li A ortogonalni a je-li x sloupcovy vektor, pak sloupcovy vek-
tor A (X ma stejnou velikost jako vektor x.

* Soucin ortogonalnich matic je ortogonalni.
Prvni puntik:
1 = detE = det(A [AT) = (det A) (det AT) = (det A)%.
Druhy puntik:
lAx|? = (Ax)” [(Ax) = x” (AT [A x = x” 0k = ||x]f.
Treti puntik:
(ABHAB) =B’ (AT(AB=B'(EB=E.

BILIN, algebra-all, 15, P. Olsak  [20]

QR rozklad

Je-li A regularni matice, pak existuje ortogonalni matice Q a horni
trojuhelnikova matice R tak, ze

A=QMR.

Dukaz: Sloupce matice A tvori néjakou bazi (B). Na tuto bazi pro-
vedeme Schmidtuv ortogonalizaéni proces a tim dostaneme orto-
normalni bazi (C). ZapiSeme ji do sloupci matice Q. Matice R je
matici prechodu od ortonormalm baze (C) k bazi (B). Obsahuje

soufadnice vektortl b 1 z baze (B) vzhledem k (C). Diky vlastnosti
I:bl,b2,...,ka=EE'1,?2,...,?kI;I DkD{l,2,,n}

jsou souradnice vektoru ?k vzhledem k (C) pro i > k& nulové, takze
R je horni trojuhelnikova.
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Euklidovsky
prostor

Euklidovy Zaklady (pohled do historie)
* dnesni definice

¢ kartézsky souradnicovy systém

¢ vlastnosti ,rovin“ v E,

¢ specidlni vlastnosti v E3 (vektorovy souéin)

a) algebra-all, 16, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsék 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010
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Euklides
Euklides (jiny preklad: Eukleides) byl fecky matematik (kolem
roku 300 p¥. n. 1.).

Hlavni dilo: Euklidovy Zdklady (ve 13 kapitolach). Po Bibli nejvice
publikované dilo az do 19. stoleti.

Pokusil se o presné formalni vyjadfovani, vybudoval geometrii
systémem definice, véta, dukaz. Pokusil se definovat i nedefinova-
telné:

¢ bod je to, co nema G4sti,

¢ kFivka je délka bez Sirky,

* pFimka je kiivka s body, ktera lezi rovné,

¢ rozdélenim p¥imého dhlu na dva stejné vznika dhlel pravy,

BLLIN, algebra-ll, 16, P, Ofsak (3]
Euklidovy postulaty (axiomy)

Euklides si uvédomil, Ze néktera tvrzeni nelze dokazat, je nutné
je predpokladat. Formuloval pét tzv. postulati:

¢ Dva body urcuji jedinou usecku, ktera v téch bodech konéi.

« Kazda usecka muze byt prodlouzena tak, Ze vznikne opét usecka.
¢ Je mozné nakreslit kruznici s libovolnym stiedem a polomérem.
¢ VSechny pravé dhly jsou si rovny.

« Jestlize pfimka protina dvé primky tak, Ze vnitini thly na téze
strané jsou mensi nez dva pravé uhly, pak se tyto dvé primky
protnou na stejné strané, na které jsou ihly mensi nez dva pravé.
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Otazniky kolem patého axiomu

Paty axiom je formulovan slozité, je v geometrii nutny?

Ukazalo se, Ze paty axiom je (za predpokladu platnosti prvnich
Ctyt) ekvivalentni s nasledujicimi tvrzenimi:

¢ Danym bodem lze k dané primce vést jedinou rovnobézku.

¢ Trojuhelniky maji soucet vnitinich ahla 180°.

« Plati Pythagorova véta.

Pozdéji se ukazalo (Gauss, Lobacevskij, Riemann), Ze uziteéna
je i geometrie bez patého axiomu (tzv. neeuklidovska geometrie).
Napriklad dvourozmérna geometrie na sfére: trojihelniky maji
soucet thla vétsi nez 180°, kazdé dvé ,primky“ (nejkratsi spojnice
dvou bodt prodlouzené na obou koncich) se protinaji, tj. neexistuje
rovnobézka. Neplati Pythagorova véta.

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olsak  [5]

Euklidovsky prostor dnes

V euklidovském prostoru chceme pracovat s pfimkami (to umime
v afinnim prostoru), dale chceme v rovindch vymezit kruznice.
K tomu potiebujeme mérit vzdalenosti. Potfebujeme tedy met-
ricky prostor. Metrika musi byt odvozena z Pythagorovy véty (ji-
nak by tato véta neplatila a neplatil by paty Euklidav axiom). Tuto
vlastnost spliiuje metrika odvozena ze skalarniho soucinu. Ko-
necné v euklidovském prostoru potfebujeme mérit ihly. K tomu
také slouzi skalarni soucin. Dnesni definice euklidovského pro-
storu je tedy nasledujici:

Definice: Euklidovsky prostor E, je afinni prostor (X, V) dimen-
ze n, pritom V je linearni prostor se skaldrnim souc¢inem. Z tohoto
souéinu je odvozena norma a metrika na V. Metrika na X je defi-
novana takto: vzdalenost bodt P, @ je rovna velikosti vektoru P-@.
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Zakladni objekty v euklidovském prostoru

« Piimka:p={A+¢5, tOR}, kdeAOX, 50V, 5 #0.

Ptimka je tedy ddna bodem A, kterym prochazi a nenulovym smé-
rovym vektorem s . Miize byt té% ddna dvéma body A a B:
p={A+t(B-A), t OR}.

« Usedka s koncovymi body A, B: u={A+¢t(B-A), t 00,10.
» Kruznice se stfedem S a polomérem r: £ ={X, p(S,X) =r}.

Kruznici lze takto definovat jen v Ey (dimenzi 2). Pro vétsi dimenze
je uvedena mnozina povrchem n-rozmérné koule.

. — - — 77 .
e Rovina:c={A+ta +ub, t,u0R}, AOX, @, b 0V jsouLN.
Rovina je ddna bodem a dvéma nezavislymi sméry.

» Zobecnéna rovina (afinni podprostor): T=A + [y, ..., @0
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Vztahy mezi primkami

Dvé piimky p = {A; +t51, t DR} agq
jsou totoZné, pravé kdyz vektory As —A; a
smérové vektory 51, 52 jsou LZ.

= {Az +t?2, t O R}
5’1 jsou LZ a soucasné

Dvé piimky p = {A; +t51, t DR} aq = {Ay +t59, t O R} jsou
rovnobézné, pravé kdyz nejsou totozné a vektory 51, 52 jsou LZ.

Dvé piimky p = {A; +t5 1, t DR} aq ={Ag+t5s, t O R} lezi ve
spolecéné roviné, pravé kdyz vektory Ag —Aq, 51, 59 jsou LZ.

Dvé piimky jsou riznobéky (protinaji se v jednom bodé), pravé
kdyz lezi ve spole¢né roviné a nejsou totozZné ani rovnobézné.

Dvé piimky jsou mimobéZky (mijeji se v prostoru), pravé kdyz
neleZi ve spole¢né roviné.

Uvedené vztahy rozpozname algebraickymi metodami: vySetie-
nim linedrni zavislosti nebo nezavislosti vektoru.

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olsak  [8]
Priklad

Najdeme parametr a O R takovy, aby se pifimky
p=@Q,2,3)+02,2,5)0a q = (4,3,7) + [(3, a, 1)(protinaly.

Reseni: PFimky nejsou rovnobézné ani totozné, protoze jejich smé-
rové vektory jsou linedrné nezavislé. Aby tyto pfimky byly riz-
nobézkami, musi byt vektory (3, 1,4),(2, 2,5),(3,a, 1) liendrné za-
vislé, takze kdyz jejich soufadnice zapiSeme do fadkt matice A,
musi mit tato matice nulovy determinant:

31 4
det|2 2 5| =-5-Ta=0.
3 a1l

. 5
Takze a = 7
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Zobecnéna rovina: afinni podprostor
Je dan bod A 0 X a linedrn& nezdvislé vektory w1, Ws,..., U}
v afinim prostoru (X, V). Mnoziné
M=A+m1,Ws,...,u0
fikame zobecnénd rovina. Ma dimenzi &.
Zobecnéna rovina dimenze 1 je piimka.
Zobecnéna rovina dimenze 2 je ,skuteéna“ rovina.

Pojem zobecnénd rovina tedy zahrnuje pojmy primka a rovina do-
konce pro linedrni prostory libovolné dimenze n. Zobecnéna rovina
je podprostor v afinnim prostoru (X, V).

Presngji, p¥ioznadeni W = (I 1, W, . . . , W z[Je dvojice (M, W) afinni
podprostor: operace afinniho prostoru jsou na mnoziné M a line-
arnim podprostoru W uzavieny.
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Vzajemna poloha zobecnénych rovin

Oznatme U = (1, Wo,..., wp0a V = 'y, Va,..., Uml Necht A
a B jsou body v afinnim prostoru (X,V) a necht jsou dany dvé
zobecnéné roviny M =A+U aN=B+V.

e M a N jsou totozné, pravée kdyz U =V aA-BOU.
¢ M je obsaZena v N, pravée kdyzU 0V aA-BOV.

Dalsi pojmy se tykaji jen zobecnénych rovin M a N takovych, ze
Zadna neni obsaZena v druhé.

* M je rovnobéznd s N, pravé kdyz U 0 V nebo V 0O U.
e Zobecnéné roviny M a N se protinaji, pravé kdyzA-BO U OV.

e Zobecnéné roviny jsou mimobézné, pravé kdyz nejsou rovno-
bézné a neprotinaji se.

* M a N jsou na sebe kolmé, pravé kdyz w; Ov’; = 0 pro viechna
1 0{1,...,k}ajO{1,...,m}
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Kartézsky souradny systém

Necht E, = (X, V) je euklidovsky prostor. Kartézsky souradny sys-
tém tohoto prostoru je soutadnicovy systém (O, B) afinniho pro-
storu (X, V) takovy, Ze baze (B) je ortonormalni.

Necht (x1,%s,...,%,) a (y1,¥2,...,¥,) jsou souradnice vektord x
a ¥ vzhledem ke kartézkému souradnému systému. Pak

X Oy = x1y1+%2y2+ -+ X Yn,
I = \/x2+x2+ - +a2.

Necht (a1, as,...,a,) a (a),as,...,a},) jsou souradnice bodi A a A’
vzhledem ke kartézkému soutradnému systému. Pak vzdalenost
téchto bodu se poéita ,podle Pythagorovy véty“:

PAA) = A=Al = \fla1-a)?+(@z-ap)? + - +(an - ap)
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Idea analytické geometrie
Geometrické ulohy lze fesit algebraicky pirechodem k soufadnicim
vzhledem ke kartézskému souradnému systému.

Geometrické konstrukce pravitkem a kruzitkem v roviné sestavaji
z téchto elementarnich ukonu:

¢ najit praseéik dvou primek (pokud existuje),

 najit prusecik primky s kruznici (pokud existuje),

¢ najit praseéik dvou kruznic (pokud existuje).

VsSechny tyto dkoly lze prevést na vypocet souradnic hledanych
prusec¢ikd vzhledem ke kartézskému soutradnicovému systému,
pokud jsou ddny soutadnice vychozich objektu (souradnice bodu a

smérového vektoru piimky, souradnice stfedu a hodnota poloméru
kruznice).
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Priklad: prausecéik primek

V E; jsou dany piimky p = (1,2) + [(3,4)0a ¢ = (2,0) + [{1, 3)0J
Vektory a body jsou dany v kartézskych souiadnicich. Najdeme
prusecik primek p, q.

Protoze smérové vektory (3,4) a (1,3) jsou linearné nezavislé,
primky se protinaji (v E3 neexistuji mimobézky). Prusecik najdeme
v misté, pro které nastava rovnost:

(1,2) +£(3,4) = (2,0) +u(1,3)

To vede na soustavu dvou linedrnich rovnic s nezndmymi ¢,u. Ta
ma teSeni t = 1, u = 2, takze prusecik je v bodé

P=(1,2)+1013,4) =(4,6).
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Priklad: prusecik primky a kruznice
V E; je dana ptimka p = (1,2) + [(3,4)0a kruznice % se stiedem
(1, 1) a polomérem 3. Najdeme jejich pruseéiky.
Vzdalenost stfedu kruznice od bodu (1, 2) + ¢ (3, 4) na ptimce je

@) =@ +3t-12+2+4t-1)2 = V252 +8t+1

Prtsecik nastava v misté, kde (f' (2))? = 32, neboli

-8++v54

25t2 +8t-8=0 tig =
+ , 1,2 95 ,

takze jsme nasli dva pruaseéiky:

L2+ 8+\/_(34) <1 3v54 18 4\/ﬁ>,

25 25725 ' 257 25

25 25 ° 25 25
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Priklad: pruseéik dvou kruznic

L.2)+ -8- \/_(34) (1 3v54 18 4@)1

Jsou dany kruznice k; se stfedem (1, 1) a polomérem 3 a kruznice
kg se stfedem (3,4) a polomérem 2. Najdeme jejich pruseéiky.
Prtsecik méa souradnice (x,y), které vyhovuji dvéma rovnicim:
(x-12+(@y-1)?2=32
(x-3)2+(y-4)? =22
Odeétenim rovnic dostdvame linedrni rovnici 2x + 3y = 14. Dosa-
zenim x = 7 — %y do prvni rovnice dostavéme kvadratickou rovnici
13y2-80y+112 = 0, ktera ma f"eéeniyl =4,y = 13 Pouzitim vzorce

x="1 —%y dostavame x; = laxs = 13, takzZe hledané pruseéiky jsou

49 28
P =(1,4), Py = (1—3, ﬁ) .

BL-LIN, algebra-all, 16, P. Olsak  [16]

Nekopirovat vzdy konstrukeci vypocétem

Ne vzdy se vyplati postupovat stejné jako pti reseni tloh pravit-
kem a kruzitkem jen vypoétem souiadnic postupné vznikajicich
pruseéiku.

Napriklad sestrojeni kolmice na danou primku p prochazejici da-
nym bodem P udélame kruzitkem tak, Ze zapichneme kruzitko
s dostateéné velkym polomérem do P a najdeme pruseéiky na p.
Pak pichneme kruzitko do téchto priusec¢ikd se shodnym polomé-
rem vétSim nez polovina vzdalenosti pruseéika a najdeme pruse-
¢iky kruznic. Jejich spojnice je hledana kolmice.

Analyticky ale sta¢i kolmici vyjadfit jako P + 5[] pticemz 5 je
vektor kolmy na smérovy vektor ptimky p. Kolmy vektor k vektoru
v roviné § = (u,v) je vektor 7= (-v, u), protoze skalarni souéin
téchto dvou vektoru je nulovy.
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Dva popisy zobecnéné roviny v E,,, n >3

Zobecnéna rovina M muze byt zadana dvéma zpusoby:
* Bodem a smérovymi vektory: M = A + 0’1, Wo,..., W0
¢ Soustavou linearnich rovnic Bx = b takovou, Ze soufadnice

vSech bodu zobecnéné roviny M tvori mnozinu jejich FeSeni. Tuto
soustavu nazyvame soustavou zobecnéné roviny M.

Tyto dva popisy umime pievadét jeden na druhy:

¢ Je-li dana soustava zobecnéné roviny, pak jeji smérové vektory
jsou bazové vektory piidruzené homogenni soustavy Bx = o a
bod A je partikularni FeSeni soutavy.

e Je-li ddna zobecnéna rovina smérovymi vektory, pak zapiSeme
jejich soutradnice do fadka matice A a vyreSime Ax = o. Bazi
reSeni zapiSeme do fadkt matice B a pravou stranu zjistime
dosazenim soutadnic bodu A za neznamy vektor x.
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Priklady popisu primky a roviny v E3

Piimka: Je popsana bodem a smérovym vektorem A + (5 [ Casto
se tento popis rozepisuje do soutadnic jako

x=a;+tsy, y=ag+tss, z=ag+tss, tUOR.

Pi#imku mtzeme také popsat soustavou dvou rovnic Bx = b. Neni
to typické, ale predvedeme si to. Bazi feSeni soustavy s jednou
rovnici s; x+89y +532z = 0 oznac¢ime (u1, us, ug), (v1,vs,v3). Hledana
soustava ma pak matici obsahujici tyto dva ¥adky a pravou stranu:

b1=u1a1+u2a2+u3a3, b2=v1a1+vga2+v3a3.

Rovina: Je popsdna dvéma smérovymi vektory A + 0z, v'0J Vy-
feSenim homogenni soustavy dvou rovnic se souradnicemi téchto
vektora v fadcich matice dostavame bazovy vektor (n1,n9,n3). Ro-
vinu pak mtzZeme popsat rovnici roviny

nix+ngy+ngz =d, kde d=n1a1 +ngag +nsas.
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Pruseciky zobecnénych rovin

Dvé zobecnéné roviny se mohou protinat. Pranik pak tvoii bod
nebo zobecnénou rovinu. Jak tento prunik nalezneme?

Sestavime soustavu prvni zob. roviny Bx = b a druhé zob. roviny
B'x = b'. ReSime pak soustavu, ktera vznikne slouéenim téchto

dvou soustav. Soustava ma rozsifenou matici

B|b
B | b

a jeji feSeni popisuje prunik danych zobecnénych rovin.

Priklad: Prinik dvou rovinax + by +cz =d aax + by +c'z = d’
najdeme jako FeSeni soustavy

d

d/

ax+by+cz
adx+by+cz
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Priklad: prusecik pirimky s rovinou
Je dana piimka p = (1,2, 3) + [(2, 2, 1)(a rovina
M=(2,3,4)+13,3,1),(3,4,3)0v E3. Najdeme jejich praseéik.

Podle predchozi stranky bychom mohli pfimku p popsat dvéma
rovnicemi a rovinu M tieti rovnici a pak vyresit soutavu téchto tii
rovnic. OvSem v tomto pripadé se vétsSinou postupuje jinak:

Rovnice roviny M ma tvar 5x — 6y + 3z = 4 a piimka p ma pa-
rametrické vyjadieni x = 1 +2¢,y = 2+ 2¢, z = 3 + t. Dosadime
parametrické vyjadieni ptimky do rovnice roviny:

5(1+2H)-62+2t)+3@B+1t)=4.
Tato rovnice s jednou proménnou ma feSeni ¢ = 2. Prusecik je

P=(1,2,3)+2(2,2,1) = (5,6,5).
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Kolmice k zobecnéné roviné v £,

Je ddana zobecnéna rovina dimenze k:
— —
M=A+D71, Ugy..., ukD

Kolmice k M vedena z bodu B je zobecnéna rovina N dimenze n—k,
kterou lze zapsat ve tvaru

N=B+[71,72,...,7/@@=B+m1,72,...,7n_km

priéemz vektory U1, Vg,..., Un ziskdme nasledovné: Zvolime
kartézsky souiadny systém a soutadnice vektoru vzhledem k to-
muto souradnému systému ztotoznime s vektory samotnymi. Vek-
tory U1, U's,..., Uns pak tvori bazi FeSeni homogenni soustavy
Ax = 0, kde matice A obsahuje v Fadcich vektory @y, W, ..., Wj.

Priklady: V euklidovském prostoru E3 je kolmice k roviné piimka
a kolmice ke p¥imce je rovina.
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Kolmice ve 2D a 3D

Kolmici v E,, pocitdme feSenim homogenni soustavy, jak bylo zmi-
néno na piedchozi strance. To je univerzalni postup.

V pripadé E; a Ej5 jsou jesté jiné postupy:
* V E; plati: Qa, b)T = @b, a)]
» V E;3 plati pro lin. nezavislé vektory:
&, v0 =00 x70

kde symbolem X je oznafem vektorovy soucin. O ném si povime
vice pozdéji.
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Kolmy prumét bodu do zobecnéné roviny

Je dana zobecnéna rovina M = A + (i1, UWs,..., Wi0a bod B (ty-
picky mimo M). Najdeme bod B’ O M takovy, ze B — B’ je vektor
kolmy na M. Bodu B’ ¥ikdme kolmy primét bodu B do zobecnéné
roviny M.

Bod B’ 1ze najit takto: sestrojime kolmici K = B+ 1, Wo, ..., W 0.
Pranik M n K obsahuje jediny bod B'.

Jiny postup*: skalarnim soucinem lze pocitat kolmy primét vek-
toru na vektor. Oznaé¢me symbolem p; kolmy primét vektoru B-A
na vektor ;. Pak je B' = A + 3 p; (W/|| @l

Pozorovani: V bodé B’ ma zobecnénd rovina M nejmensi vzdale-
nost od bodu B.

Dikaz: Je-li C O M, pak BB'C tvoii pravouhly trojuihelnik a mu-
Zeme pouzit Pythagorovu vétu.
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Kolmy prumét zob. roviny do zob. roviny
Predstavme si, Ze napriklad hleddme kolmy pramét primky do
roviny. Nebo délame néco podobného ve vice dimenzich...

Kolmy primét zob. roviny N = B+[1'1, U's,. .., U n[do zob. roviny
M=A+0001,Us,..., wOspoéitame v nasledujicich krocich:

* Najdeme Djl,ﬂ)%. ey ﬁk@ = Dﬂl,w% . ,wn_kD

e Oznaéme K = B + [5)1, 72, ey 7,”, wl, w% ey wn_kD Je to zo-
becnéna rovina, ktera je nejmensi takova, Ze obsahuje zobecné-
nou rovinu N a souéasné obsahuje smér kolmy na M.

¢ Hledany kolmy pramét je prunik M n K.
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Priklad: Kolmy prumét

Je dana primka p = (1,2,3) + [(5, 2, 2)[] Najdeme kolmy pramét
této piimky do roviny M = (2,2, 1) + [(1, 3, 4), (3,2, 6)l] Souradnice
jsou dany vzhledem ke kartézskému soufadnému systému.

Resenim homogenni soustavy s matici

134D134
3 2 6 0 7 6

je @10, 6, -7)Ctakze [(1, 3, 4), (3,2, 6)[J = [10, 6, 7)1 Kolm4 rovina
k M obsahujici p je K = (1,2, 3) + [(5, 2, 2),(10, 6, 7)1 Rovnice ro-
viny M je 10x + 6y — 7z = 25 a rovnice K je —26x + 55y + 10z = 114.
Hledany pramét je feSeni soustavy s matici

10 6 -7 | 25)\,(10 6 7 | 25
-26 55 10 | 114 0 353 -41 | 895)°
Hledany pramét je p’ = (-524/41, 0, -895/41) + [{445, 41, 353)0]
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Determinant méri objem rovnobéznosténu

Necht ¥'1, T'g, ..., U jsou vektory, které tvoii hrany pomyslného
n-dimenzionédlniho rovnobéznosténu. Vektory tvoii jen hrany, kte-
ré se potkavaji ve spoleéném vrcholu. Ostatni hrany rovnobéznos-
ténu je treba dorysovat doplnénim na rovnobézniky.

Tvrzeni: Zapiseme-li do sloupcii matice A soutadnice vektort 7’;
vzhledem k ortonormalni bazi (B), pak absolutni hodnota deter-
minantu matice A je rovna objemu zminéného rovnobéznosténu.

Idea dikazu*: Jsou-li vektory LZ, pak je ziejmé objem nulovy a
je detA = 0. Jsou-li ¥'; LN, tvoii bazi a je mozné ji Schmidto-
vym ortogonaliza¢nim procesem upravit na ortonormalni bazi (C).
NapiSeme do sloupcti matice R souiadnice 7’; vzhledem k (C).
Pak detR je roven objemu rovnobéznosténu (diukaz indukei, v in-
dukénim kroku se pouzije vzorec ,zakladna krat vyska“). Matice
prechodu od (B) k (C) je ortogonélni a je tedy
detA = det(Pg_.c [(R) =detPg_ cdetR =+1[detR
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Piiklady

Soutradnice uvedenych bodu jsou v téchto prikladech vzhledem ke
kartézskému souradnému systému.

Plocha rovnobéznika s vrcholy (0, 0), (a,b) (c,d), (@ +¢,b +d) je

rovna
det<“ b)‘ = lad - be),
c d

Objem éty¥stenu s vrcholy (0,0, 0), (@1,a2,a3), (b1,b2,b3), (c1,c2,¢3)
je roven

1 a b1 C1
= |det| as by co ||,
6

as b3 C3

protoze ¢tyistén mé objem roven jedné Sestiné objemu rovnobéz-
nosténu.

Souiadnice miZeme zapsat i do Fadk, protoze det A = det AT.
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Orientace linearniho prostoru

V linedrnim prostoru zvolime jednu usporadanou bazi (B) a pro-
hlasime ji kladné orientovanou. VSechny baze (C), pro které je
detPgp ¢ > 0, nazveme také kladné orientované. VSechny béaze
(C"), pro které je det Py _ o <0, nazveme zaporné orientované.

Obvykla imluva pro E5: kladné orientovand baze ma druhy bazovy
vektor sméfujici vlevo od prvniho.

Obvykla idmluva pro E3: kdyz se na bazi divame z vhodného mista,
pak kladné orientovana baze ma prvni vektor orientovany k nam,
druhy doprava od nés a tieti nahoru.

Pozorovnani: determinant pouzity pfi vypoctu objemu rovnobéz-
« . ) 4 v v . o — — — .
nosténu je zaporny, kdyZz soutadnice vektort v’y, U'e,..., U, jsou
zapsany vzhledem ke kladné orientované ortonormalni bazi a vek-

tory U1, U'g,..., U, samotné tvoii zadporné orientovanou bazi.
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Specialni vlastnosti v E3

¢ Je mozné definovat vektorovy soudin.

¢ Kolmice k roviné je primka, smérovy vektor této kolmice je nor-
mdlovy vektor roviny.

¢ Normaélovy vektor je moZzné hledat pomoci vektorového soucinu.

* Rovina je déna jedinou rovnici se tiemi neznamymi, koeficienty
této rovnice jsou souiadnice jejiho normalového vektoru.
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Vektorovy souéin

Definice: Vektorovy souéin dvou vektord % a v z E3 znaéime
U X7 aje to:

« nulovy vektor, pokud jsou 7 a 7 linedrné zavislé, jinak:

« vektor kolmy na rovinu [07', 7' Us velikosti plochy rovnobéznika
mezi W a V. Baze (W, 7, W x 7) je kladné orientovan4.
Pozorovani: Vektorovy souéin je definovan jednoznaéné.

Plati |7 x V|| = |Z||||7|| sin a, kde a je tihel mezi vektory @ a

Véta: Jsou-li (u1,us,us3) a (v1,ve,v3) souradnice vektora
vzhledem ke kladné orientované ortonormaélni bazi, pak
ma vzhledem k této bazi soutradnice:

Dukaz*: technicky, viz skriptum.
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Priklad: normalovy vektor roviny

SIS cl

4
w
4

Uz usg
U2 Ug

uir us
U1 Usg

Ui ug
U1 Vg2

s s

Je dana rovina (2,2,2) + [(1, 2, 3), (3,1, 1)l Najedeme jeji norma-
lovy vektor. Soutadnice jsou uvedeny vzhledem ke kladné orien-
tovanému kartézskému souradnému systému.

Normalovy vektor je roven vektorovému souéinu (1, 2, 3) (3,1, 1),
protoZe ten je (podle definice) kolmy na oba smérové vektory. Podle
véty o souradnicich vektorového soucinu je

2 3] |1 3
11 |3 1

Rovnice roviny tedy je —x + 8y — 5z = 4.

1 2
3 1

’

(1,2,3)x(3,1,1) = (‘

D - (-1,8,-5)

Jind moZnost, jak najdeme normalovy vektor: vyreSime homo-
genni soustavu s matici

1 2 3

31 1)°

Priklad: rovina dana tiremi body
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Jsou-li dany tii body A, B, C, které nelezi ve spole¢né ptimce, pak
jimi prochazi jedina rovina A + (B —A), (C —A)JNormalovy vektor
roviny je (B -A) x (C - A).
Tteba jsou dany body (1,1, 2),(2,3,5),(4,2,3) v kartézskych sou-
fadnicich. Pak rovina je ddna vzorcem:

(1,1,2) + 01,2,3), (3,1, )0

Protoze (1,2,3) x(3,1,1) = (-1, 8,-5), ma rovina tento normalovy
vektor. Ma tedy rovnici

-x+8y-5z=d, pritom d=-1+80-5[2=-3.
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Priklad: vzdalenost bodu od primky

MiuiZeme najit kolmy primét bodu B do piimky (oznaéime B’) a ddle
spoéitame velikost vektoru B — B’. OvSem v E3 mame vektorovy
soufin a muzeme ulohu Fesit jesté jinak (efektivnéji):

Vzdélenost bodu B od pfimky A + 5 e vyska rovnobéznika vyme-
zeného vektory B —A, s a ta je rovna ploSe rovnobéZnika délena
velikosti zdkladny. Vzdalenost bodu B od ptimky tedy je

B-A) x|
rsn -
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Priklad: vzdalenost bodu od roviny

MiuzZeme najit kolmy priamét bodu B do roviny (oznaéime B’) a dédle
spotitame velikost vektoru B — B’. OvSem v E3 mame vektorovy
soufin a muzeme ulohu Fesit jesté jinak (efektivnéji):

Vzdélenost bodu B od roviny A + [I7', U [jje rovna vysce rovnob&#-
nosténu se stranami B - A, W,V s podstavou w, V. Tato vyska
je rovna objemu tohoto rovnobéznosténu déleno plocha podstavy.
Vzdalenost bodu B od roviny tedy je

detA
lw x|’
kde matice A obsahuje v tadcich (nebo ve sloupcich) souiadnice
vektori A — B, w, U vzhledem k néjaké ortonormalni bazi.
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Priklad: vzdalenost mimobézek

Vzdalenost mimobézek A + (I Ja B + [I’Uje rovna vySce rovno-
béZnosténu vymezeného vektory B-A, 7,7 se zakladnou %, V.
Takze vzdalenost je rovna objemu tohoto rovnobéznosténu deleno

plochou zakladny:
detA

@ x|’
kde matice A obsahuje v tadcich (nebo ve sloupcich) soufadnice
vektori A — B, W, U vzhledem k néjaké ortonormalni bazi.
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Priklad: kolmice v E3

¢ Kolmice k pfimce je rovina, ktera ma normalovy vektor rovny
smérovému vektoru piimky.

¢ Kolmice k roviné je pfimka, kterd ma smérovy vektor rovny
norméalovému vektoru roviny.

Rovina dana rovnici ax + by + cz = d ma normalovy vektor (a, b, ¢),
takze prechod od roviny ke kolmé ptimce nebo od ptimky ke kolmé
roviné je snadny.
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Uhly mezi primkami a rovinami
Uhel ¢ mezi vektory @ a T vypoéitame ze vzorce pro skaldrni

souéin
cos @ w 0o tj. @ =arccos w 0o
= i, e = T
Il Nl
« Uhel mezi dvéma piimkami je dhlel mezi smérovymi vektory.
Pokud ¢ > 90°, je hledany thel 180° - ¢
(nebo ve vzorci v Citateli pouzit absolutni hodnotu).

« Uhel mezi rovinami je thel mezi jejich normélovymi vektory.
Pokud ¢ > 90°, je hledany thel 180° - ¢
(nebo ve vzorci v Citateli pouzit absolutni hodnotu).

« Uhel mezi p¥imkou a rovinou je 90° minus thel mezi sméro-
vym vektorem piimky a normalovym vektorem roviny (ve vzorci
v Citateli je tfeba pouzit absolutni hodnotu).
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Priklad: plocha trojihelnika ABC

Trojahelnik ma plochu polovi¢éni plose rovnobéznika.

¢ V E; spoéitame plochu rovnobéznika jako ,,objem rovnobéznos-
ténu v E5“, tedy spocitame absolutni hodnotu determinantu ma-
tice A, ktera obsahuje ve sloupcich soufadnice vektora B - A,
C - A vzhledem k ortonormalni bazi.

Priklad: A = (1,2), B =(3,4), C = (5, 8). Plocha trojihelnika je:

1 2 4
o= b fan(2 1)

* V Ej3 spotitame plochu rovnobéznika jeko velikost vektorového
sou¢inu vektoru B-A, C - A.

Priklad: A =(1,2,2), B=(2,3,4), C =(7,8,9).

=2

1 1 5v2
8o =511,1,2)x(6,6, 7 = 5 -5,5,0)| = Tf
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Uvaha*: k-dimensionalni objem v E,,.

Jak spocitat nap¥. plochu rovnobéznika v E4? Tam to neni ani
objem rovnobéznosténu, ani nemdme moznost pouzit vektorovy
souéin. Odpovéd najdeme v diikazu ze stranky [26].

Uloha: Jsou dény line4rné nezavislé vektory U1, T, ..., U V En,
k < n. Mame najit k-dimensiondlni objem v E,,.

Reseni: Vektory doplnime na bézi T'1, Ts,..., Uk, ..., Un & zapi-
Seme jejich souradnice do sloupcti matice A. Provedeme QR roz-
klad A = QR. Matici R ,zmensime“ na matici Ry, ktera obsahuje
jen prvnich k& tadku a % sloupcu. Hledany % dimenzionalni objem
je roven det R;,.

Poznamka: doplnéni na bazi neni prakticky potieba délat. Soft-
ware dokaze provést i neuplny QR rozklad obdélnikové matice
A = Q,R;. Zde matice A obsahuje ve sloupcich jen souiadnice
vektora 71, 72, ey ?k.

(1]

Grupy, télesa

e grupa: mnoZina s jednou ,rozumnou“ operaci

piiklady grup, vlastnosti

¢ téleso: mnozina se dvéma ,rozumnymi“ operacemi

priklady téles, vlastnosti, charakteristika télesa
* linedrni prostor nad télesem
¢ polynomy nad télesem

¢ polynomy modulo polynom
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Realna ¢isla, inspirace

Na mnoziné R redlnych ¢isel mame operaci +. P¥itom plati:

e x+(+2)=(x+y)+z... (asociativni zdkon),

 existuje prvek 0 O R takovy,ze 0+x=x+0=x Ox OR
... (existence neutralniho prvku),

¢ Ox O R existuje opaény prveky DR tak, Zex+y=y+x=0
... (existence opa¢ného prvku, zna¢ime y = —x),

e x+y=y+x ... (komutativni zdkon).

Na mnoziné R mame také operaci [lktera spliuje:

e x [y %) =(x @) & ... (asociativni zdkon),

¢ existuje prvek 1 0 R takovy,Zze 1 k=x0 =x Ox OR
... (existence jednotkového prvku),

e Ox OR, x # 0 existuje prveky DR tak, zex =y k=1
... (existence inverzniho prvku, znac¢ime y = x7Y),

e x ¥ =y k... (komutativni zakon).
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Mnozina s jednou operaci: grupoid, grupa
Definice: Predpokladejme mnoZinu G a na ni operaci o.
Daéle uvazujme vlastnosti:
Dxoyoz)=xoy)oz Ox,y,z0G ... (asociativni zakon),

(2) existuje prvek e 0 G takovy, zeeox =xoce=x Ox 0G
... (existence neutralniho/jednotkového prvku),

(8) Ux O G existuje prvek y 0 G tak, zexoy=yox=e
... (existence opa¢ného/inverzniho prvku),

4)xoy=yox Ox,y 0G ... (komutativni zdkon).

¢ Mnozina G s operaci o se nazyva grupoid.

¢ Grupoid, kde plati asociativni zakon (1), se nazyva pologrupa.
¢ Pologrupa s vlastnostmi (2) a (3) se nazyva grupa.

¢ Grupa, kde plati komutativni zdkon (4), je komutativni grupa.
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Priklady

* R s operaci + je komutativni grupa.

* R s operaci [je pologrupa, R\ {0} je komutativni grupa.

¢ Q, Z s operaci + jsou komutativni grupy (podgrupy grupy R s +).
e Z\ {0} s operaci Oneni grupa (je to pologrupa).

¢ Mnozina {e} s operaci o, pro kterou e oe = e, je grupa.

¢ Mnozina regularnich matic s maticovym nédsobenim je grupa.

¢ MnozZina ctvercovych matic s nasobenim je pologrupa.

¢ Mnozina funkciR — R prostych a na s operaci skladéani je grupa.
¢ Mnozina bijektivnich zobrazeni M — M s op. skldddni je grupa.
¢ MnoZina permutaci s operaci skladani je grupa

¢ Mnozina {0,1,...,m — 1} s operaci ,,+ modulo m* je grupa.
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Terminologie: jednotkovy/neutralni prvek

Operace komutativni grupy byva nékdy oznacena symbolem +.
V takovém piipadé prvek e z vlastnosti (2) grupy se nazyva ne-
utrdlni prvek a prvek y z vlastnosti (3) se nazyva opadény prvek.

Neutralni prvek se v tomto pripadé znaci symbolem 0 a opaény
prvek k prvku x se znaéi —x. Operaci a + (-b) zna¢ime stru¢néji
a - b a tikame ji odeditdni.

Je-li operace grupy oznacena symbolem [ (krat), pak prvku e
z vlastnosti (2) grupy fikame jednotkovy prvek a prvku y z vlast-
nosti (3) fikame inverzni pruek.

Jednotkovy prvek v takovém piipadé zna¢ime symbolem 1 a in-
verzni prvek k prvku x znaéime x71. Je-li grupa komutativni, pak
operaci a [b™! znaéime struénéji a/b a iikame ji déleni.
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Zakladni vlastnosti grupy

Neutralni/jednotkovy prvek je v grupé jediny.
Kdyby byly dva e, f, pak e =e of = f, takZe nemohou byt rtazné.

Opacny/inverzni prvek existuje ke kazdému prvku x 0 G jediny.
Kdyby existovaly y1, yo tak, Ze y;ox = e, x 0y = e, pak

yi1=y10e=y1o0xoys)=(y10x)oys =ecys =ys.

Pologrupa G je grupou pravé kdyz pro kazdé a,b O G existuji
FeSeni rovnic
aox=0b, yoa=b.

Néznak dtikazu: Je-li G grupa, pak x = alobay =boa™t
jsou feSeni uvedenych rovnic. Umime-li fesit tyto rovnice, pak
jednotkovy prvek e je feSeni rovnice a oe = a (je tfeba ukazat, ze
to nezavisi na volbé a). Dale inverzni prvek k a je feSeniaox = e
(je treba ukazat, ze je to totéz, jako FeSeni rovnice y o a =e).
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Vlastnosti inverznich prvka grupy

¢ Jednotkovy prvek e méa inverzni prvek e (je inverzni sam sobé).
Skutec¢né: e =eoe.

o Je-li a7! invernzi prvek k a, je-li dle 57! inverzni prvek k b, pak

inverzni prvek k a 0 b je tvaru b oa™.

Skuteéné:

B toaNol@ob)=blo@ oa)ob=bloecb=b"ob=e¢,

(@ob)o®dloaV=ao®obHoal=aoceca=aoa'=e.

« Je-li 7! inverzni k a, pak a je inverzni k a71.

Skuteéné: aloa=aoal=e.
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Mocnina

k

Je-li a 0 G, pak symbolem a” ozna¢me prvek aoao---oa (k-krat).

Tvrzeni: Je-li G koneéna komutativni grupa s n prvky, pak pro
kazdé a 00 G je
a" =e.
Dukaz: Oznaéme G = {g1,83,...,8»} @ zvolme a 0 G. Ukazeme, Ze
{glag29 .. sgn} = {a 081,8082,...,a Ogn}

Zobrazeni, které prifadi prvku g; prvek a o g; je prosté, protoze,
pokud aog; = acg;, pak po aplikaci a™! zleva mame g; = g;. Uvedené
mnoziny jsou tedy stejné pocetné a tedy stejné a maji tedy stejny
souéin v8ech prvku:

ao0g10a0g820-:-0a08, = 81082008 =U

Diky komutativnimu zdkonu se rovnost d4 prepsat naa”ocu =u a
dokazovana rovnost plyne aplikaci ! na obé strany rovnosti.
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Podgrupy

Podgrupa P je podmnoZina grupy G se stejnou operaci, ktera je
sama grupou. Tj. P musi mit (stejny) jednotkovy prvek a kazdy
prvek z P musi mit inverzi v P.

Priklady:

¢ Q a Z je podgrupa grupy R s operaci +,

* Q\ {0} je podgrupa grupy R\ {0} s operaci [}

« symetrické matice tvori podgrupu ¢tvercovych matic s operaci +,
* matice s det = 1 tvori podgrupu reguldarnich matic s operaci [

* Suda ¢isla tvori podgrupu Z s operaci +,

¢ Kladna ¢isla tvori podgrupu grupy R s operaci [J
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Vlastnosti pologrupy , krat modulo m*

Predpokladejme mnozinu {0, 1,2,...,m-1} s operaci ,krat modulo
m“, tj.aob = a b pro a [b < m, jinak a o b je zbytek po déleni
¢isla a [b ¢islem m. Je to pologrupa. Tato pologrupa ma jednotkovy
prvek: 1.

Tvrzeni: je-li m slozené, tj. m = n; Che, (n1 # 1, ng # 1) pak ¢islo
ni nema inverzni prvek.

Dukaz: vony =z, tj. vny = kning + 2z, tj. z = n1 (v — kng), takze z
musi byt nasobek n; a nemuze tedy byt roven jedné.

Tvrzeni: je-li m prvoéislo, pak mnozina {1,2,...,m—1} s operaci o
je grupa.

Dokazeme*, ze kazdy nenulovy prvek a ma inverzi. Plati totiz, ze
{a,20a,...,(m—-1)oa} ={1,---,m - 1}. Davod: pro k; # k2 je
aoky #aoky, protoZe z a(ky; —ks) = km plyne k1 — ks = k'm (je a
nesoudélné s m). Protoze 0 < k1 —ks <m, musi k' = 0, takZe k1 = ko.

BL-LIN, algebra-all, 17, P. Olsak  [11]

Mala Fermatova véta

Necht p je prvoéislo, necht a je ptirozené ¢islo, a < p. Pak
a?l=1 (modulo p).

Dukaz: sta¢i si uvédomit, ze grupa {1,2,...,p — 1} s operaci ,krat
modulo p“ mé p — 1 prvki a pouzit vétu ze stranky [8].
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Mnozina se dvéma operacemi: okruh, téleso

Definice: Okruh je mnozZina T' s operacemi + a [Jpro které plati:
(1) T s operaci + je komutativni grupa (neutralni prvek znac¢ime 0),
(2) T s operaci [je pologrupa,

B)Ox,y,z DT platixy+2z) = (x@)+(x(2), (y+2) & = (y &)+ (z[X).
... (distributivni zakon).

Definice: T¢leso je mnozina T s operacemi + a []pro které plati:
(1) T s operaci + je komutativni grupa (neutrdlni prvek znac¢ime 0),
(2) T\ {0} s operaci [je grupa (jednotkovy prvek znac¢ime 1),

B)Ox,y,z DT platixy+2z) = (x @)+ (x([2), (y+2) & = (y &)+ (z[X).
... (distributivni zakon).

Pozorovani: Kazdé téleso musi mit aspon dva prvky: 0 a 1.
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Varianty okruhu a téles

Predpokladejme mnozinu 7T s vlastnostmi (1) a (3).

e Je-li T' s operaci [komutativni pologrupa, pak T se nazyva ko-
mutativni okruh.

e Je-li T s operaci [pologrupa a ma-li jednotkovy prvek, pak T' se
nazyva okruh s jednotkou.

e Je-li T s operaci Okomutativni pologrupa a ma-li jednotkovy
prvek, pak T se nazyva komutativni okruh s jednotkou.

Je-li T\ {0} s operaci Okomutativni grupa, pak T se nazyva
komutativni téleso.

Poznamcicka: piiklad nekomutativniho télesa (kvaterniony) pro
nedostatek mista vynechame. VSechna ostatni télesa, o kterych
budeme mluvit, jsou komutativni télesa. Takze slovo ,komuta-
tivni “ nebudeme v pripadé téles nadéle zduraznovat.
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Priklady

¢ Mnozina realnych ¢isel s operacemi + a [tvori téleso.

* Mnoziny Q a C s operacemi + a [sou také télesa.

¢ Mnozina Z s operacemi + a [je to komutativni okruh s jednotkou.
¢ Mnozina sudych celych ¢isel s + a [(je komutativni okruh.

* Mnozina regularnich matic s operacemi + a Oneni téleso ani
okruh, protoze soucet dvou reg. matic nemusi byt regularni.

* MnozZina ¢tvercovych matic (stejného typu) s operacemi + a [Je

nekomutativni okruh s jednotkou. Neni to téleso.

Mnozina {0, 1} s operacemi0+0=0,0+1=1+0=1,1+1=0,

Olk=aD=0,1Ck =all =a, tvori téleso.

Mnozina {0, 1,...,p — 1} s operacemi ,+ modulo p“ a ,krat mo-
dulo p“ tvori téleso, pravé kdyz je p prvoéislo. Jinak je to okruh.
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Konec¢na (Galoisova) télesa
Da se ukazat, ze pokud je téleso T' kone¢né, pak nastava jen jedna
z nasledujicich moznosti:

« T={0,1,2,...,p -1} s operaci ,+ modulo p“ a ,krat modulo p“,
kde p je prvocislo. Toto téleso se znaci Z, a ma p prvka.

* T je mnozina vSech polynoma nad Z, stupné mensiho nez n
s operacemi ,plus a krat modulo ireducibilni polynom stupné n“.
Toto téleso ma p" prvki, podrobnéji se k nému vratime za chvili.

Jiné kone¢né téleso (aZ na izomorfismus) neexistuje. Koneéna té-
lesa se nékdy znac¢i GF(p™), kde argument informuje o po¢tu prvka
télesa a GF je zkratka pro ,Galois field“.

Priklady: neexistuje téleso, které ma 6 prvka. Existuje ale téleso,
které ma 8 prvki: GF(23) nebo 9 prvka: GF(32).

Zs je téleso, ale Zg neni téleso (je to jen okruh).
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Zakladni vlastnosti télesa

¢ Pro libovolné a,b O T je: a [b =0, pravé kdyz a = 0 nebo b = 0.
Dikaz: Nechta # 0 a b # 0. Pak a [b # 0 z vlastnosti (2) definice
télesa. Obracené: BUNO a = 0, ukdzeme, ze 0 [b = 0. Plati:

0b=0+0)b=00b+00D.
Priétenim — (0 [b) k obéma stranam rovnosti mame 0 = 0 [b.

« Jestlize existuje kone¢ny pocet jednicek, které v soué¢tu daji nulu,
je nejmensi takovy pocet prvocislo.
Dukaz: Nejmensi pocet jednicek, které daji v souttu nulu, ozna-
¢im A. Pro spor budiz A =m h, m <A, n <A.Pak

m n mn A
1|0 1|= 1=51=0
(Z ) (Z ) 3173
takze (dle predchozi vlastnosti) musi byt aspon jedna zavorka

nulova. Tj. existuje mensi pocet jednicek, které maji soucet nula.
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Charakteristika télesa

Definice: Charakteristika télesa A je nejmensi pocet jednicek,
které daji v souétu nulu. Pokud koneény pocet jednicek s touto
vlastnosti neexistuje, klademe A = 0.

Priklady:
* Télesa Q, R, C maji charakteristiku A = 0.
* Téleso Z, (p prvocislo) ma charakteristku A = p.

Pozorovani: z predchozi stranky vime, Ze charakteristika télesa
je rovna prvocislu (je-li kone¢n4d).

Tvrzeni:
e Je-li p charakteristika télesa, pak (a + b)? = a” + b”.
¢ V télese Z, dokonce plati: a” = @ (diky malé Fermatové vété).

¢ V obecném télese s charakteristikou p ovS§em neplati a” = a.
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Znovu definice linearniho prostoru

Definice: Linedrni prostor nad télesem T je neprazdna mnoZzina L
soperacemi +: L XL - LalTxL - L, které splnuji vlastnosti:
(+) L s operaci + je komutativni grupa, nulovy prvek znaéime o,
(A) o OB 0x) = (a [B) Ox pro vSechna ¥ OL,a,3 0T,

B) adx +y)=ax +a Oy provSechna x,y OL,a OT,

(C) (a0 +B)Ix =a Ux + B 0Ox provsechna x OL,a,3 0T,

(D) 10x = % pro véechna x O L.

Pozorovani: Pro T = R se definice shoduje s ptivodni definici lin.
prostoru. Staéi ovérit, Ze plati (7): 0 Ox' = 0 pro vSechny x O L:

00X =(0+0)0x =0 0x + 0 Ox,

k této rovnosti pfiéteme —(0 [0x') a dostavdame o = 0 [Ox".
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Aritmeticky linearni prostor 7"

je analogii linearniho prostoru R". Mnozina 7™ je mnozinou v§ech
usporadanych n-tic prvka z télesa T s operacemi séitani n-tic a
néasobeni n-tice skalarem z T', které jsou definovany takto:

1) (a1,ag,...,a;) +(b1,by,...,b,) =(a1+b1,a2 + ba,...,an +by),
(2) a Qay,as,...,a,) =(alhy,a Chg,...,da lay).
Pozorovani: Tento linearni prostor ma bazi
1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1),
takze ma dimenzi n.

Je-li T konecné téleso, které ma m prvku, pak celkovy pocet vek-
tora v T" je m”".
Kazdy podprostor prostoru 7" dimenze & ma m* prvki, protoze

existuje m* riznych linedrnich kombinaci baze.
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Priklad: linearni prostor Z;
je linearni prostor usporadanych n-tic jedniéek a nul nad téle-
sem Zy. Prvky télesa Zy = {0, 1} sé¢itame podle pravidla

0+0=0, 0+1=1+0=1, 1+1=0

avektory (usporddané n-tice) s¢itdme a nasobime po slozkéch, jako
na predchozi strance. Jmenovité pro libovolny @ 0Z2 je 10w = &
a 007 = 0. S jinymi skalary nepracujeme.
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Priklad: soustava linearnich rovnic v Zs

Vytesime soustavu linearnich rovnic v Zs s nasledujici rozsifenou
matici. V prvni elimina¢ni dpraveé jsem secetl prvni tadek s dru-
hym a déle od tfetiho odecet] dvojnasobek prvniho.

2 3114 2 31 1|4 2 3114
312 2 2|)0/04 3 3110102 1 43
4 3 3 1|1 0 21 4|3 00100

Mnozina feSeni pridruzené homogenni soustavy M, = [0, 3,0, 1)
a partikularni feSeni je napt. (1,4,0,0). VSechny principy line-
arni algebry (o dimenzich, linearnich obalech, bazich) zustavaji
v platnosti. Rozdil proti lin. prostoru nad R je jen ten, Ze zde
jsou (pod)prostory konec¢né. Napi. M, zde méa pét prvka (vektor je
mozné nasobit jen ¢isly 0, 1, 2, 3, 4,), takZe mnozinu feSeni muzeme
zapsat vyétem prvku:

M ={(1,4,0,0), (1,2,0,1), (1,0,0,2), (1,3,0,3), (1,1,0,4)}
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Polynom nad komutativnim télesem 7'

je vzorec

X + a1+ +ax +ag

kde a; O T'. Tento vzorec vymezuje predpis pro hodnoty zobrazeni
z T do T (za x dosazujeme prvky z télesa T a dostavame hodnoty
polynomu: prvky z télesa T').

Rovnost polynomu: dva polynomy se rovnaji, kdyZ se rovnaji
jejich odpovidajici koeficienty (az na piipadné piebyteéné nulové

koeficienty s nejvys$simi indexy).
Pozor: rovnost neni zaruéena rovnosti zobrazeni 7' — T.

Priklad: Polynom x2 + 1 nad Z; odpovid4 zobrazeni 0 - 1,1 — 0.
Polynom x3 + 1 odpovid4 stejnému zobrazeni, ale neni to stejny
polynom.
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Operace s polynomy nad télesem

Soucet, rozdil nebo sou¢in polynomi nad T provedeme jako soucet,
rozdil nebo souéin p#islusnych vzorct. P¥itom provdadime vypocty
s jednotlivymi koeficienty polynomt za pouziti operaci v télese T'.

Priklad: Se¢teme polynomy nad Zs:
(203 +402+2x+1)+(8x2+2x) = 213 +(4+3)x® +(2+2)x+1 = 23 +2x%+4x+1.

Priklad: Vyndsobime polynomy nad Zs:

(2x® + 4x® + 2x + 1) [(3x? + 2x) =
= (2B)x®+ (4Bt + (23 + 32 + 2 RP)ac* + (4 )’ + (2 2% + 2x =
=+ 2t + % + 3% + 4t + 33 + A® + 2x =
=+ @+t + (1 +3+ B+ 4 +2x =

=x® +at + 4% + 222 + 2«
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Casteény podil polynomu

Véta: pro kazdé dva polynomy p, ¢ (¢ nenulovy) existuji jedno-
zna¢né polynomy r, z tak, ze

Dp=rig+z,

2) stupen z je mensi nez stupen q.

Algoritmus ¢astecného déleni polynomu polynomem lze pouzit
stejné nad libovolnym télesem. Naucili jsme se ho pouzivat pro
polynomy nad R a nyni jej budeme pouzivat pro polynomy nad
libovolnym télesem. Zaskoéit nds muze jen ukon déleni koefici-
entu a koeficientem b, coz je ale v kazdém komutativnim télese
proveditelné jako a (b1
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Priklad: algoritmus ¢aste¢ného podilu

Vydélime polynomy nad Zs. V tomto pfipadé si uvédomime, Ze
371 = 2, protoze 3 (2 = 1 modulo 5. Takze nap#iklad prvni krok
algoritmu obsahuje vypocet 2x3 : 3x2 = (2B Nx = (2 @)x = 4«

(203 +4x2 + 20+ 1) 1 (Bx2 + 2x) = 4x + 2
- (2x3 + 3x2)

22+2x+1
- (x2 + 4x)

—2x+1
Podil danych polynomu roven 4x + 2 a zbytek je 2x + 1 = 3x + 1.
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Operace modulo polynom

Srovnejme dvé tvrzeni:

¢ Pro kazdé dvé cela éisla a, b (b nenulové) existuji cela ¢islar, z
tak, ze a = rb + z, pritom 0 < z < b. Cislo z je zbytek po déleni a
¢islem b.

¢ Pro kazdé dva polynomy p, q (¢ nenulovy) existuji polynomy r,
z tak, ze p = r [ + 2z, pritom stz < stq. Polynom z je zbytek po
déleni p polynomem gq.

Tak jako mtzZeme pro dvé ¢isla najit zbytek po déleni, mizZeme pro
dva polynomy najit zbytek po déleni. Je-li ddn nenulovy polynom,
modul g, pak kazdy polynom p mutZeme ztotoznit se zbytkem po
déleni p polynomem g. Oznaéime-li z tento zbytek, pak rikame:

p =z modulo q.
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Okruh polynomu modulo polynom

Zvolme nenulovy polynom ¢ stupné n jako modul a prvocislo p.
Symbolem Z,[x]/q ozna¢ime mnozinu vSech polynomu nad télesem
Z,, ktera ma stupen mensi nez n. Zavedeme tyto operace:

» Séitani prvka z Z,[xl/q: provedeme jako obvyklé s¢itani poly-
nomu nad Z,. Stupen souctu je jisté mensi nez n, takze lezi
v Z,[x]/q. Mnozina Z,[x]/q s timto s¢itanim zjevné tvoii komuta-
tivni grupu.

* Nasobeni prvkl a Z,[x]/q: provedeme obvyklé nésobeni poly-
nomt nad Z,. Pokud stupen vysledku je vétsi nebo roven n, pro-
vedeme navic na vysledek operaci ,modulo polynom ¢“. MnoZina
Z,[x]/q s timto nasobenim je pologrupa.

Plati distributivni zakony: tj. mnoZina Z,[x]/q s uvedenymi opera-
cemi je okruh.
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Ireducibilni polynom

Polynom q je ireducibilni, pravé kdyz jej nelze rozlozit na souéin
dvou polynomu niz§ich stupnu.

Piriklad: Polynom x2+x+1 nad Zj je ireducibilni, protoze kdyby Sel
rozloZit na souéin polynomu niz$ich stupnu, pak je to souéin kote-
novych éiniteld, ale tento polynom v Zs nema koteny (vyzkousejte
postupnym dosazenim ¢isel 0 a 1).

Priklad: Polynom x3

davodu).

+x + 1 nad Z; je ireducibilni (ze stejnych

5

Priklad: Polynom x® + x* + 1 nad Z, je reducibilni, protoze

Bt + 1= +a+1) O +x+ 1)

V ptripadé polynomu stupné 4. a vice nam test existence koienua
k rozhodnuti o ireducibilité nepomuze.
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Polynomy modulo ireducibilni polynom

Da se ukazat, Ze pokud je polynom q ireducibilni, pak okruh Z,[x]/q
je téleso, tj. kazdy polynom z mnoZiny Z,[x]/qg mé pri operaci na-
sobeni inverzni polynom.

Dukaz* se da provést anoalogicky, jako s ¢isly. Pov§imneme si této
podobnosti:

¢ p je prvocislo, tj. nelze rozlozit na sou¢in mensich ¢isel.
¢ q je ireducibilni, tj. nelze rozlozit na soucin polynomu mensich
stupnd.

Je mozné precist dikaz tvrzeni ze stranky [10] znovu, jen slovo
¢islo nahradime slovem polynom, slovo prvocislo slovem ireduci-
bilni polynom a vyrok ,¢islo a je mensi nez b“ vyrokem ,stupen
polynomu p je mensi neZ stupen q“.
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Priklad: téleso Zo[x1/(x® +x + 1)

Modul (¥ + x + 1) je ireducibilni. Toto téleso obsahuje:

ZolxVx® +x+1 = {0, 1, x, x+1, 2%, 22+ 1, 22 +x, x2

+x+1}
Séitani prvka provadime jako séitani polynomt nad Zs, napiiklad:
@+l +@2+x)=x2+1

Naésobeni prvka provadime jako nasobeni polynomu nad Zs s pii-
padnou dodateénou operaci ,modulo x3 + x + 1¢. Napiiklad:

x+ DO +x)=x+x=1 modulo (x3 +x+1)
Vidime, 7e prvky x + 1 a 22 + x jsou si vzdjemné inverzni.
Toto je piiklad télesa, ktery obsahuje 8 prvkd, je to tedy GF(23).
* Ma-li ireducibilni modul g stupen n, je Z,[xl/q = GF(p™).
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Priklad: komplexni éisla

Polynom %2 + 1 je nad R ireducibilni. Oznaéme symbolem R[x]
vSechny polynomy nad R a dale R[x]/(x + 1) bude znaéit mnozinu
vSech polynomu nejvyse prvniho stupné s obvyklou operaci + a s
operaci ,krat modulo polynom x2? + 1¢. TakZe

Rlx)/(x* + 1) = {a + bx; a,b OR}
Dva polynomy v R[x)/(x2 + 1) séitame podle pravidla:
(@+bx)+(c+dx)=(a+c)+(b+d.
Dva polynomy v Rlx)/(x? + 1) ndsobime podle pravidla:

(a + bx) Oc + dx) = bdx® + (ad + be)x + ac =
= (ac - bd) + (ad + bc)x  modulo x2 + 1
Nahrazenim symbolu x symbolem i shledavame, Ze

téleso Rlxl/(x2 + 1) je izomorfni s télesem komplexnich ¢isel.

(1]

Uvod do kédovani

« samoopravné kédy: terminologie, princip
* blokové linearni kody

* Hamminguv kéd

* cyklické kédy

a) algebra-all, 18, b) P. Olzak, FEL CVUT, ¢) P. Olsdk 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010
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Samoopravné kody, k ¢emu to je

e Data jsou uloZena (nebo posilana do linky) kodérem podle ur-
¢itého pravidla (kédovdni). Posléze jsou étena dekodérem a re-
staurovana do puvodni podoby.

¢ Kodér muze pridat k datim doplnujici informaci (zhruba reéeno
kontrolni soucet) a umoznit tim dekodéru, aby poznal, zda pii
prenosu dat doslo k chybé. Dokonce pfi vhodné zvoleném kédo-
vani maze dekodér chybu opravit.

Kéd je mnozina slov (tj. usekt dat), které muze generovat kodér.
Priklady kédu:

¢ ASCII (slova sedmibitova, ne vSechna)

* Morseova abeceda (slova razné dlouh4, efektivni pienos)

» UTF-8 (slova ruzné dlouhd, délka rozpoznanéa podle prefixu)
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Binarni, blokovy kéd

je kod, kde jsou vSechna slova stejné dlouha.
Definice: Necht A je mnozina znaku (abeceda).
Slovo je koneéna posloupnost znakt z mnoziny A.
Pocet znaki ve sloveé je délka slova.
Koéd K je mnozina vSech slov, ktera generuje kodér.
Prvek kédu K se nazyva kédové slovo.
Blokovy kéd K obsahuje jen slova stejné délky.
Bindrni kéd je kéd se slovy nad abecedou A = {0, 1}.
Priklady:
¢ ASCII je binarni blokovy kéod délky 7.
¢ Moreseovka neni bindrni a neni blokovy kéd.
¢ UTF-8 je binarni, ale ne blokovy kaod.
Dale se budeme zabyvat jen binarnimi blokovymi kédy
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Linearni kéd
Binarni blokovy kéd K délky n je podmnoZinou lin. prostoru Zj.

Definice: Je-li K lienarni podprostor Z?, pak se kod nazyva line-
drni. Je-li dimenze kédu &, pak mluvime o linearnim (n, k) kédu.

Priklad: Kéd s kontrolnim bitem parity je linearni. Kodér pti-
dava nulu nebo jedni¢ku k informa¢nim bitam tak, aby kédové
slovo obsahovalo sudy pocet jedniéek. Mnozina vSech slov délky n
se sudym poc¢tem jednicek je linearni podprostor linearniho pro-
storu Zj.
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Generujici a kontrolni matice

Generujici matice linearniho kédu K je matice, ktera v ¥adcich
obsahuje bazi kédu.

Kontrolni matice linearniho kédu K je matice H, kro kterou plati,
ze K je feSenim soustavy Hx = o.

Priklad: Piredpokladejme linearni (4, 3) kéd s kontrolnim bitem
parity (pfidavany na konec slova za t¥i informaéni bity). Generujici
matice G a kontrolni matice H jsou:

1001
G=|0 10 1], H=(1 11 1)
00 11

Pozorovani: Generujici matice (n, k) kédu je typu (k,n) a kont-
rolni matice je typu (n — %, n). Plati: G (HT = O.
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Vypocet jedné matice, zname-li druhou

Je-li dana generujici (resp. kontrolni) matice, vytesime homogenni
soustavu rovnic s touto matici a bazi feseni zapiSeme do radku
kontrolni (resp. generujici) matice.

Pro systematicky kod dokonce plati:
Je-li G = (E|C), pak H = (CT |E).
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Kodér a dekodér

Kodér lin. (n, k) kédu muZe prevzit kédované slovo @ (délky k) a
vytvorit z n&j kédové slovo v (délky n) maticovym nasobenim:

v =7 6.
Dekodér muize zkontrolovat piijaté slovo W pomoci testu:

Hw =o.

Kédovani je systematické, jsou-li informaéni bity (ze slova ') beze
zmény zkopirovany do kédového slova a za nimi nasleduji kont-
rolni bity. Pak muze dekodér (po provedeném testu) rekonstruovat
informacéni bity zkopirovanim prvnich % pozic piijatého slova.

Pozorovani: Kédovani je systematické, je-li generujici matice
tvaru G = (E|C). Ptiddvané kontrolni bity pak kodér spoéita po-

) !
moci vzorce v’ = w [C.
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Priklad: opakovaci kéd

Kodér vezme kédované slovo w délky k a vytvori kédové slovo
délky n = 2k tak, kédové slovo je tvaru (o, @), tj. kédované slovo
je zdvojené.

Generujici matice tohoto kédu je G = (E|E) a kontrolni matice je
také tvaru H = (E | E). Uvédomte si, jak je k6d pomoci G generovan
a jak je pomoci H kontrolovan.

Nevyhoda: p#ili§ mnoho kontrolnich bitt za ,méalo muziky“.
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Hammingova vaha, vzdalenost

Definice: Hammingova vdha slova 7 je poéet jeho nenulovych
znakid. Hammingova vzddlenost dvou slov U a W je pocet pozic,
kde jsou znaky odli¥né (pro binarni kéd je to vaha slova v + w).

K6d K objevugje t chyb, pokud pro kazdé slovo & 0 K a kazdé slovo
¢ véhy mensi nebo rovno ¢ plati @ + ¢ 1 K.

Kéd K opravuje t chyb, pokud pro kazdé slovo w O K a kazdé
slovo € vahy mensi nebo rovno ¢ plati: slovo & mé od slova 7 + ¢
nejmensi vzdalenost mezi kédovymi slovy.

Tvrzeni 1: Je-li nejmensi vzdalenost mezi kédovymi slovy d, pak
kod objevuje d — 1 chyb a opravuje ¢ < % chyb.

Tvrzeni 2: Nejmensi vzdalenost mezi kédovymi slovy linedrniho
kédu je rovna nejmensi vaze nenulového kédového slova.
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Priklady

Kéd s kontrolnim bitem parity ma nejmensi vahu nenulového
slova 2, takze objevuje 2 —1 = 1 chybu ve slové. Opravuje méné
nez 2/2 chyb, tedy neopravuje Zadnou chybu.

Opakovaci kéd my rovnéz nejmensi vahu nenulového slova 2.

Aby kod dokazal opravit jednu chybu ve slové, musi mit nejmensi
vahu neulového slova rovnu tiem.



BI-LIN, algebra-all, 18, P. Olsak  [11]

Syndrom

Dekodér vyhodnoti s = H (15 ”. Tomuto vektoru s ¥ikdme syndrom
prijatého slova w. Ptijaté slovo je kédové, pravé kdyz ma nulovy
syndrom.

Kéd rozpozna chybu ¢, pravé kdyz s = HOe'” je nenulovy vektor.

Pozorovani 1: Syndrom nezavisi na kédovém slové (jen na chy-
bovém slové): H(7 +¢) =HW ' +He =o+HE =HE".

Pozorovani 2: Lin. k6d méd miniméalni vzdalenost dvou slov d,
pravé kdyz kazdy vybér d — 1 sloupct z kontrolni matice H je
linearné nezavisly.

Jmenovité: kéd opravuje jednu chybu kdyz kazdé dva sloupce kon-
trolni matice H jsou LN, tj. jsou nenulové a vzajemné razné (to
v Z&* staéi). Kontrolni matice s touto vlastnosti je kontrolni ma-
tice Hammingova kédu.
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Hamminguv kéd

Sloupce kontrolni matice H jsou prvky Z'Zl‘k. Pocet nenulovych a
vzajemné riznych sloupct je maximalné 277 — 1. Poéet sloupcil
udava délku kédu n, tedy n = 2°7* - 1. Délku kédu je tedy vhodné
volit jako mocninu dvou bez jedné. Dostavame tak Hammingovy
kédy: (7,4), (15,11), (31,26), (63,57), ....

Priklad: Hammingtv kéd (7, 4) — délka 7, informacni bity 4:

100 001
0
1

[e=RN ]
—
- o
O =

01
00
0001111
Vyhoda tohoto usporadani: index bitu, ktery je potieba opravit, je
zapsan v syndromu jako ¢islo ve dvojkové soustaveé.

0001111
H=|10 11001 1], G=
1010101
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Rozsireny Hamminguv kéd

je Hamminguv kéd, ke kterému kodér pridava kontrolni bit parity.
Napiiklad (8, 4) k6d ma matice

00011110 10000111
g-|01100110 G-|01001011
“l10101010)> ""|l00101101

11111111 00011110

Kéd opravi jednu chybu (v prvnich tiech bitech je syndrom jako
v (7,4) kédu a ¢tvrty bit musi byt 1) a odhali dvé chyby (v prvnich
trech bitech syndromu je nenulové ¢islo a ¢tvrty bit je 0).

Nejmensi vzdalenost dvou slov v tomto kédu je 4.
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Navrh poctu kontrolnich bitu
Oznac¢me n délku binarniho kédu, £ dimenzi kédu (pocet informac-
nich bitt) a ¢ = n — k& pocet kontrolnich bitad.

Linearni kéd nemuZe opravit vice rozdilnych chyb nez je pocet
nenulovych syndromu. Téch je 2¢ - 1. Pocéet rtiznych chyb s vahou
jedna je n. Proto, chceme-li opravit jednu chybu, musi 2° -1 = n.

Pocet rtiznych chyb (véetné stavu ,bez chyby“) s vahou nejvyse m

je rovno <g> ) <711) - (:J

Chceme-li opravovat m chyb ve slové, musi tedy pocet kontrolnich

bitt spliiovat:
s (M) (") 4o s ("
—\0 1 m

Kédy navrzené tak, Ze zde nastava rovnost, se nazyvaji perfekini.
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Cyklické kody

jsou bézné uzivané samoopravné kédy (napt. p¥i zapisu/éteni CD).
Viz google: CRC (cyclic redundancy check).

Definice: Kéd K se nazyva cyklicky, pokud

* je linearni a navic

* je-li 7" kédové slovo, pak cyklicky posun v je také kédové slovo.
Vhodna matematicka reprezentace slov délky n jsou polynomy:

2 1

T =(a0,81,82-..,8n-1) o UX)=0a0+a1X+aX% + - -+ Ap_1X"

Cyklicky posun slova T o jednu pozici popiseme nidsobenim poly-
nomu v(x) polynomem x a ztotoznénim x* = x°, neboli nasobenim
v okruhu Z,[x]/(x" - 1).

Od této chvile nerozliSujeme mezi pojmem ,slovo“ a ,polynom*.
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Zakladni vlastnosti cyklického kédu
Tvrzeni: Je-li K cyklicy, g 0 K a je-li f libovolny polynom, pak
f & OK. Vypocet f (g je proveden v Z,[x]/(x" - 1).

Dukaz: (byx™+- - -+b1x+b) [ v Zy[x]/(x" - 1) je linedrni kombinace
cyklickych posunt polynomu g.

Definice: Nenulovy polynom cyklického kédu nejmensiho stupné
nazyvame generujici polynom.

Ziejmé pro generujici polynom plati: K = {f [f; f je lib. polynom}.
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Vlastnosti generujiciho polynomu

Tvrzeni: Necht g je generujici polynom (n, k) cyklického kédu K.
¢ polynom g mas stupen n — &,
o {g,xk,x2[&,...,x* 1 (g} je baze kédu,
¢ polynom x" -1 je déliteny polynomem g.
Dtikaz: necht v 0 K. Vydélime v polynomem g se zbytkem:
v=flg+z protozev OK,f [ UK, musiz K.
Protoze stz <stg a polynom g ma nejmensi stupen, musi z = 0.
ProtoZe stv < n, je stf <m =n —stg. Libovolny v 00 K lze zapsat
jako

V=™ fix 4+ f0) (B
neboli jako linedrni kombinaci prvka {g,x g, 22 (g, ...,x* 1(g}. Tyto
prvky jsou LN, takze tvoii bazi kédu K. Jetedym =k astg =n-k.
Puntik treti: délitelnost ovéfime analogicky (musi z = 0).
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Generujici polynom: postacujici podminka

Tvrzeni: Aby byl polynom g generujici polynom néjakého cyklic-
kého kodu, staci, aby délil polynom x™ — 1 beze zbytku.

Dukaz: Zjistime, Ze lin. obal vSech cyklickych posunt g neobsahuje
nenulovy polynom st. mensiho nez g. Nechtf je libovolny polynom.

flg=z mod("-1), tj. fE=ullx"-1)+z
Je tieba ovérit, ze z = 0 nebo stz = stg. Protoze je f [ délitelny g
au [x" - 1) je délitelny g, musi téz z byt délitelny g, takze z = v [g.
Navrh cyklického kédu: Zvolime délku bloku n, rozloZime po-
lynom «" - 1 na sou¢in ireducibilnich polynomu a generujici poly-
nom g zvolime jako souc¢in nékterych takto nalezenych ireducibil-
nich polynomi. Stupen g je pocet kontrolnich bitd kédu.

Umluva: Vechny gen. polynomy stejného kédu se 1isf az na ska-
larni nasobek. Volme takovy, co mé u nejvy$si mocniny jednicku.
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Odhaleni souvislé chyby

Souvisld chyba délky t je chyba ménici kédové slovo v iseku nékte-
rych po sobé jdoucich ¢ bitd, jinde je slovo nezménéno. Pocet chyb
(vaha chybového slova) nemusi byt ¢, ale je mensi nebo rovna ¢.

Pozorovani: Cyklicky (n, 2) kod odhaluje vSechny souvislé chyby
délky n - k.

Ditikaz: Na souvislou chybu @ muzZeme provést (opakované) cyk-
licky posun a ziskat polynom ¢”, ktery je stupné mensiho nez n—k.
Takze ¢’ ani @ neni kédové slovo.

Poznamka: toto je duvod, pro¢ se v praxi pouzivaji cyklické kédy.
Chyby se totiz rady v konkrétnim technickém prostiedi soustie-
duji do blok (drupouty, §krabance na CD atd.).

Existuji cyklické (n,k) kody, které navic uméji opravit vSechny
souvislé chyby délky (n — k)/2.
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Priklad: Cyklicky Hamminguv kéd

Sestavme (7, 4) cyklicky kéd, ktery ma generujici polynom x% +x+1.
Je to generujici polynom, protoZe déli polynom x” - 1. Kéd ma
nésledujici generujici a kontrolni matici

1101000
011
G=10 01
0 0 0
takze vidime, Ze H ma rizné a nenulové sloupce. Je to tedy Ham-

minguv (7,4) kod.

1011100
(l)égg,H=1110010,
1101 0111001

Hamminguv (7, 4) kéd, ktery kéduje podle této G a pouziva tuto
kontrolni matici H umi odhalit i tii souvislé chyby. Od Hammin-
gova kddu ze strany [12] se lisi poradim bitt kédového slova.
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Generujici a kontrolni matice

ProtoZe cyklicky kéd ma bazi g, x (g, 22 [&, ..., 2! (g, kde g je
generujici polynom, g(x) = go+81x+82x%+- - -+8nsx" ¥, je generujici
matice tvaru

g0 &1 &2 &n—t 0 o ... 0 0

0 g & -+ &-+1 & O ... O 0
G=[(0 0 g &n-r-2 8n-k-1 &nt --- O 0

0 0 0o ... £o &1 voo 8n-k-1 8n-k
Polynom A = (x* - 1)/g se nazyva kontrolni polynom. Da se ukézat,
ze matice s koeficienty kontrolniho polynomu hp,hp—1,...,h1, Ao

umisténymi (v tomto poradi) opakované ,podél vedlejsi diagonaly“,
je matici kontrolni. Ta se v pfipadé cyklickych kédu v dekéderu
prili§ nevyuziva.
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Kodér a dekodér cyklického kodu

Koédovani podle generujici matice neni systematické. Kodér
z informaénich bith % vytvoii kédové slovo & [G. Fakticky tedy
vytvari kédové slovo ve tvaru u [p.

Dekodér spocita syndrom prijatého slova jako zbytek po déleni
generujicim polynomem. Je-li nulovy, je piijaté slovo kédové. Vy-
sledek déleni obsahuje informacni bity.

Pozorovani: Syndrom nezavisi na kédovaném slovu, ale pouze
na chybé:

flE+e=symodg, e=sgmodg, pak sj=ss.

Dukaz: f (g +e =ri (g +s1, e = rg [E + 8. S1 — S je ndsobek g se
stupném mensim, takze s; —sg = 0.
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Sytematické kédovani

Kodér z informacnich bitt (uy,us, ..., u;) sestavi polynom:

() = urx™ e+ uox™ 2 e U X g

-+
vypocita z jako zbytek po déleni u polynomem g a odesle kédové
slovo u —z. Pro¢ je kédové? Je u = f [g +z. Protoze f [ je nasobek g,
musi i u -z byt ndasobek g. Navic soutet u —z neposkodi poslednich
k informacénich bita.

Dekodér spocita syndrom s jako zbytek po déleni piijatého slova
polynomem g. Je-li s = 0, je ptijaté slovo kddové. Poslednich % bita
obsahuje informaci.

O analyze syndromu si povime za chvili.
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Zbytek po déleni polynomu polynomem

se v pripadé polynomt nad Z, hleda snadno. V ptikladu zapisu-
jeme bity v opa¢ném poradi nez dosud, tj.
(@nt1, @2, . ..,01,00) o n1X" L+ @pox™ + - +a1x +ag.

Priklad: Necht g = (1011). Chceme kédovat informaci (1111).
Sestavime polynom u = (1111000) a délime ho polynomem g:

kodér: dekodér:
1111000 1111111
1011 1011
0100000 0100111
1011 1011
0001100 0001011
1011 1011

0000111 =2, wuw-z=1111111 0000000 = s (syndrom)
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Analyza syndromu

Sestavime tabulku chyb a jejich syndrom:

€10 S1, €20 S9,..., €m o Sm. Tabulku vyplnime (d#iv, nez
zatneme kédovat) tak, Ze pro kazdou chybu e; spocitame zbytek
pii déleni polynomem g a dostaneme s;.

Kdybychom méli v paméti uloZenu tuto tabulku, pak pro kazdy

syndrom s; dekodér najde zpétné ¢’; a piijaté slovo w opravi
takto: v =w - €.

Problém: pamétova naroénost + nutnost pro kazdé ptijaté slovo
prohledat tabulku.
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Analyza syndromu podle Meggitta

Ucinme pozorovani na ptikladu (7,4) cyklického kédu. Tabulka
e; » §1, ktera obsahuje vSechny chyby véhy 1, vypad4 takto:

e1=x" o s=1

eg = xl - Sog =X

eg = x2 « Sg = x2

ea=x> o Sg=x+1

e = x4 © S5 = x2 +Xx

eg=x" o sg=xa2+x+1

er=x% < s;=x2+1 ... syndrom posledniho bitu

Pro syndromy plati: s;,; = x[4; mod g. P¥itom sg = s1. Je tedy mozné
»protocit syndromy“ postupnou aplikaci operace x [¥; mod g.
V jednom okamziku se z kazdého syndromu stane syndrom po-

sledniho bitu. Délame-li sou¢asné cyklicky posun prijatého slova,
dostal se opravovany bit na posledni pozici. Opravime ho tam.
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Algoritmus podle Meggitta

Sestavme seznam vSech syndrom1, které odpovidaji véem chybam,
které maji na posledni pozici jednicku (seznam v§ech syndromi po-
slednio bitu). UloZzme tento seznam do paméti dekodéru. Seznam
zdaleka neobsahuje vSechny syndromy.

Necht délka kédu je n. Dekodér provede postupné n cyklickych po-
sunu prijatého slova (tim ho dostane nakonec do ptivodniho stavu)
a soucasneé cyklicky protaci syndrom podle vzorce s;,1 = x[d; mod g.
Kdykoli se sydrom shoduje s nékterym syndromem posledniho
bitu (ze seznamu), opravi dekodér posledni bit (cyklicky pounu-
tého) ptijatého slova.

Opravuje-li kéd jedinou chybu, obsahuje seznam jediny syndrom
posledniho bitu. Opravuje-li dvé chyby, pak seznam obsahuje n
syndromu. Vypocet probihd s linedrni sloZitosti (existuje dobte
popsana hw implementace pomoci hradel).
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Korekce souvislych chyb

Existuji cyklické kédy, které opravuji souvislé chyby délky ¢. Da se
ukazat, Ze pro takové kédy plati: pokud pti ,protaéeni syndromu”
dospéjeme k syndromu stupné mensiho nez ¢, pak lze naraz opra-
vit v odpovidajicim (cyklicky posunutém) prijatém slové vSechny
kontrolni bity pfimo podle (proto¢eného) syndromu.

Inspirace: podivejte se na prvni radek tabulky na str. [26].
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Priklady ,,vétsich“ cyklickych kédu

¢ Golay code je perfektni kéd opravujici tii chyby. Je to cyklicky
(23, 12) kéd s generujicim polynomem:
T+a2+xt+0% + 28 4210 4 411
¢ CRC 32 je metoda pocitani kontrolnich souétu (syndromu) dat
libovolné délky s generujicim polynomem:

2 7 8 10 1 12 16 22 23 26 32

T+x+a?+xt+a0 + 27+ 28 + 20+ ot 012 4 16 4+ 222 4 423 4 426 4 x

K hlubs§imu zkoumani této problematiky muzete pouzit:

Jiti Adamek: Foundations of Coding, A Wiley-Interscience publi-
cation, 1991, ISBN 0-471-62187-0.

Poznamka: Prof. Jiti Adamek byl v letech 1990-1994 vedouci nasi
katedry, nyni puasobi na University of Braunschweig.



