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Polynomy

Polynom je moZno definovat dvéma zplsoby:
 jako realnou nebo komplexni funkci, jejichz hodnoty jsou dany
jistym vzorcem,

 jako ten vzorec samotny.

a) algebra-all, 1, b) P. OIsak, FEL CVUT, ) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, €) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010
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Prvni zplsob zavedeni polynomu
Definice 1: Polynom je komplexni funkce p : C - C, pro kterou
existuji komplexni ¢isla ag, ay, . . ., a, takova, Ze
p(x) = apx™ + apx™ 1+ . tax +ag
pro viechnax O C.
Cislaag,ai,...,an nazyvame koeficienty polynomu.
Dale zavadime pojmy:

Rovnost polynomu jako rovnost funkci:
p =q, kdyZ p(x) = q(x) pro vSechnax O C.

Soudet polynomii, ndsobek polynomu jako soucet a nasobek funkci:
p +q je funkce, pro kterou (p +q)(x) = p(x) +q(x) pro vSechnax O C,

ap je funkce, pro kterou (ap)(x) = o [p(x) pro vSechna x O C.
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Druhy zplsob zavedeni polynomu

Definice 2: Polynom je vzorec tvaru

X" + @™+ -+ agx + ap,
kde ag,as,...,a, jsou komplexni ¢isla a x je formalni proménna.
Cislaag,ai,...,an nazyvame koeficienty polynomu.

Hodnota polynomu a,x™ + a,-1x"* + ...+ ayx +ag v bodé a O C je
komplexni €islo, které dostaneme dosazenim €isla o za proménou x
do uvedeného vzorce.
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Dale zavadime pojmy:
Rovnost polynomii: Dva polynomy se rovnaji, pokud soucasné plati
« koeficienty se stejnymi indexy se rovnaji,

* ma-li jeden polynom koeficient, ktery druhy polynom nema, pak
tento koeficient je nulovy.

Soucet polynomu, ndsobek polynomu: jako soucet prislusnych vzor-
cl a nasobek vzorce konstantou. Presnéji:

Ma-li polynom p koeficienty ag, as,...,a, a ma-li polynom q koefi-
cienty bo, b1, ...,b, aje m <n, pak polynom p + g ma koeficienty

a0+b01a1+b11---,am +bmsbm+1y---bn-
Dale polynom ap ma koeficienty aao, aas, ..., aa,.

Vysledky operaci jsou tedy popsany pomoci svych koeficientt algo-
ritmicky. Na vstupu do algoritmu jsou koeficienty polynomd, které
s¢itame resp. nasobime. S proménnou x algoritmy nepracuji.
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Soucin polynom(

Soucin dvou polynomii p a q, které maji koeficienty ag,as,...,an
a by, by, ..., by, je polynom, ktery ma koeficienty co, c1, . .., Cm+n ta-
kové, ze

cp = agby, +aibp_1 +... +apbo,
pfi€emz v tomto vzorci klademe a; =0 proi >m a b; =0 proi > n.
Jak jsme na to pfisli?

(ap +aix +ap? ... +anx™) Ubo + b1x + box?+ ...+ bx™) =
= (aobo) + (aodb1 + a1bo)x +

+(aobz + aiby + azbo)x® + -+ +

+(@obmin + @1bmin-1 F -+ Ambp + -+ Amanbo) 2
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Vztah mezi funkci a koeficienty

Jaky je vztah mezi prvnim a druhym zptsobem pojeti polynomu?

Tj. mezi polynomem jako funkci a polynomem jako vzorcem cha-
rakterizovanym svymi koeficienty?

Tvrzeni:

« Polynom dany koeficienty jednoznacné urcuje funkci podle defi-
nice 1.

« Polynom jako funkce ma své koeficienty uréeny jednoznacné
(az na ,prebyvajici“ nulové koeficienty).
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Prvni Cast tvrzeni je zfejma. Vzorec urcuje funkci.

Druha ¢ast tvrzeni neni zcela ziejma. K jejimu diikazu pouzijeme
pomocnou vétu:

Veéta: nulovéa funkce je polynom, ktery musi mit vSechny koefici-
enty nuloveé.

Dlikaz: Necht p(x) = a,x™ +...+aix +ag = 0 pro viechna x 0 C,
Koeficient ap musi byt nulovy (staci dostadit x = 0). Takze plati
px) = x(@x"1+ ... +a1) = xq(x) = 0. Polynom g je nulovy pro
vSechna x O C \ {0}. ProtoZe q je funkce spojita, je také ¢(0) = 0.
Dosazenim x = 0 dostavame a; = 0 a postup mlZeme opakovat.
Dostanemea; =0, ...,a, =0.
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Vratme se k tvrzeni: Polynom jako funkce ma své koeficienty ur-
¢eny jednoznacné.

Dlikaz: At polynom p (jako funkce) ma koeficienty ag,a,...,a, a
také at ma koeficienty bg, by, . .., b, (koeficienty doplnime nulami,
kdyby ptivodné mél byt pocet koeficientdl rtizny). Funkce p —p je
nulova a ma zrejmé koeficienty ag — bg,a1 — b1, ...,a, — b,. Podle
pfedchozi véty museji byt tyto koeficienty nulové, takZze musi byt
a; = b; pro viechna i. NemUZe se tedy stat, aby mél jeden polynom
(jako funkce) dvé sady rtiznych koeficientdl.
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Stupen polynomu

Definice: polynom se vSemi koeficienty nulovymi se nazyva nu-
lovy polynom.

Stuperi polynomu p s koeficienty ag,as,...,a, je nejvétsi index i
takovy, Ze a; # 0. Stupen nulového polynomu definujeme hodno-
tou -1.

Stupen polynomu p znacime Stp

Pozorovani: Pro nenulové polynomy p a g plati:

St(p + q) < max(Stp, Stg),  St(p () = Stp + Stq
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Déleni polynomu polynomem se zbytkem

Véta: Pro polynomy p a g (polynom ¢ nenulovy) existuji polynomy
r a z takové, ze

e p=rly+z, (neboliplq =r+zlq),

e Stz < Stgq.

Polynomu r fikédme &dsteény podil a polynomu z fikame zbytek pri
déleni polynomu p polynomem gq.

Platnost véty je zarufena existenci algoritmu, ktery pro kazdé p,
q vytvori r a z uvedenych vlastnosti.
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Algoritmus (pfiklad):

(2x®-3x*+3x3— x%- 6x+ 8):(x?-2x+4)=2x3+x2-3x-11
—(2x° — 4ac* + 8x%)
x*-5x%- x2- 6x+ 8
—(x* - 223 + 4x?)
—3x%-5x%>— 6x+ 8
—(=3x3% + 632 - 12x)
-11x2+ 6x+ 8
—(-11x2 + 22x — 44)
-16x + 52
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Algoritmus (nacrt):

D L q = ckxk +cp1X
—ckxk |]]
p-cxt g
_ck_lxk—l DI
p -t Ty —opadt T g

k_l+...+Co

p (gt +epaxd ™+ teo) g =p-rq=z
Algoritmus:
« vZdy skon¢i po kone¢né mnoha krocich,
¢ vyprodukuje polynomy r a z, které maji vlastnosti podle véty.

(rozmyslete si, proc)
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Jednoznacnost ¢astecného podilu a zbytku
Polynomy r a z s vlastnomstmi podle predchozi véty jsou urceny
vychozimi polynomy p a g jednoznacné.

Dlikaz: At kromé r a z je3té polynomy r; a z; maji uvedené vlast-
nosti, tj.
p=rlg+z=rifg+z, Stz <Stq, Stz;<Stgq.

Po odecteni prvni rovnosti je (r —r1)q = z; —z. Stupen na pravé
strané je mensSi nez g, takZe na levé strané musi byt ¢ nasobeno
nulou. Tj. r = ry. Z toho takeé plyne, Ze z = z;.
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Hornerovo schéma =

= algoritmus na efektivni vyhodnoceni polynomu v daném bodé.
p(a) = @™ + ap 10"t +ap a2+ -+ ara’ +aqd +ag =
=((+-((@n0 +ap-1) 0 +app) 0+ +ax)a +ag) a +ao.
Mezivypodty (zavorky) mohou zlstavat v registru procesoru.

Odhadnéte pocet nasobeni a s¢itani pfi vyhodnoceni polynomu
stupné n v bodé

a) primo pomoci vzorce z definice polynomu

b) podle Hornerova schématu
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Tri radky Hornerova schématu
P¥i psani mezivypo&tl na papir miizeme pouZit t¥iradkové schéma:

anp QAp-1 QAp-2 ... Q2 A1 Qg
a: ab,-, ab,—, ... ab, aby abg
bp-1 bp2 bpz ... b1 bo p(a)

kde b,,-1 = an, bp-1 =ap+ab,prok=n-1,n-2,...,3,2,1.

Vyplati se to, protoZe plati nasledujici tvrzeni ...
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Tvrzeni: tfeti fadek Hornerova schématu obsahuje koeficienty b;,
coZ jsou koeficienty polynomu r, pro ktery plati:

px) =r(x) (x - a) +p(a)
tedy: r je Castecny podil polynomu p polynomem (x - a).
Dulkaz: je tfeba vyuZit rekurentnich vztahd
bp-1=an, bp1=a;+aby
a propocitat vyraz r(x) (x — a) + p(a).

K ¢emu to je: nemusime pro vypocet ¢astecného podilu polynomu
polynomem stupné prvniho pouZivat algoritmus ze slidu [12].
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Kofen polynomu

Definice: Kofen polynomu p je takové Cislo a O C, pro které je
p(a)=0.

Jinymi slovy: kofen je €islo, ve kterém ma polynom nulovou hod-
notu.

Definice: Korenovy ¢initel polynomu p je polynom tvaru x-a, kde
a je kofen polynomu p.

Pozorovani: Polynom je délitelny svym korenovym Cinitelem.

Dulkaz: éésteény podil polynomu p kofenovym Cinitelem (x - a)
musi mit stupen zbytku mensi nez 1, takze zbytek je konstanta z.
TakZe

px)=rkx) Qx-a)+z.
Po dosazeni x = a dostavame 0 = p(a) = r(a) [0 +z, takZze z = 0.
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Zakladni véta algebry

Véta: Kazdy polynom stupné aspon prvniho méa v C koren.

Poznamka: Polynom stupné nula je nenulova konstanta, tj. nema
kofen.

Pozorovani: Trebaze ma polynom stupné aspon prvniho realné
koeficienty, nemusi mit Zadny realny kofen. Napfiklad polynom
x? + 1. Zakladni véta algebry pravi, Ze polynom ma komplexni,
kofen.

Dulkaz zakladni véty algebry: neuvadime.
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Rozklad polynomu na korenové Cinitele

Necht p je polynom stupné aspon prvniho. Pak ma koren a; a
je délitelny korenovym Cinitelem x — ay, tedy p = (x — a1) Op1(x).
Polynom p; ma stupen o jeden mensi, neZ stupen p.

Necht p; je polynom stupné aspon prvniho. Pak méa kofen a; a je
délitelny Cinitelem x—ay, tedy p = (x—01)[P1(x) = (x—01)(x—0a2) P2(x).
Polynom p, ma stupen o dva mensi, nez stupen p.

Opakovanym postupem této Uvahy dostavame
p=(x—0a1) pi(x) = (x —a1) Hx —az) - -~ (x — ap) K,
kde K = p,, je polynom stupné nultého (nenulova konstanta).

Tomuto vzorci se Fika rozklad polynomu p na korenové &initele.
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Nasobnost korene

Pozorovani: VSechna Cisla a; v pfedchozim vzorci (v rozkladu na
korenové Cinitele) jsou kofeny polynomu p.

Pozorovani: Poget kofenovych Einiteldl v pFedchozim vzorci je
roven stupni polynomu.

Definice: Ndsobnost kofene a je potet vyskyt ¢isla a v kofeno-
vych Cinitelich v rozkladu na kofenové Cinitele.

Pozorovani: Kazdy polynom ma tolik koFen(, kolik je jeho stu-
pen. Kazdy kofen ovSem zapocitame tolikrat, kolik ¢ini jeho na-
sobnost.

Pozorovani: Konstanta K v rozkladu na kofenové Cinitele je
rovna koeficientu a,,.
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Nalézt rozklad na korenové Cinitele

neni algebraicky pro obecny polynom p mozné.

PFi hledani rozkladu je totiZz potfeba najit vSechny kofeny poly-
nomu p na zakladé znalosti jeho koeficientdl. VVzorce existuji pro
polynomy stupné 1, 2, 3, 4 a dale pro nékteré specialni polynomy.

Priklad: Pro polynom stupné 2 vzorce pro kofeny jisté znate:

-a1 + \/a§—4a2ao a1 — ,/a§—4a2ao

og=— ap =
! 2(12 2 2(12

Pro polynomy stupné patého a vyssiho algebraické vzorce neexis-

tuji. Pomoci teorie grup Niels Abel a Evartiste Galois dokéazali,

Ze tyto vzorce skutecné neexistuji (tj. je dokazano, Ze vzorce ani

v budoucnu nikdo objevi).

To neni ve sporu se zakladni vétou algebry, ktera Fika, ze kofen
existuje (zdlvodnéte prog).
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s o~

Specialni pripad: koFeny jsou cela Cisla

Jsou-li koeficienty polynomu celociselné, pak je mozno vyzkouset,
zda nepljde nalézt kofen mezi déliteli koeficientu ao. Téch je ko-
necné mnoho. Pokud mezi nimi kofen nenalezneme, neméame sice
rozklad, ale mame aspon jistotu, Ze polynom nema dalsi celo€i-
selné koreny. Plati totiZ:

Véta: Je-li a celoCiselny kofen polynomu p s celoCiselnymi koefi-
cienty, pak a déli koeficient ao.

Dlkaz: V rovnosti 0 = a,a” +a,-10" 1 + - - - +a10 + ag (ktera plyne
z toho, Ze a je kofen) odeCteme z obou stran ag a ze zbytku vy-
tkneme a. Dostavame ap = —a Qa, 0"t +a,-10" 2 +---+a,) = a [¢,
kde c je celé Cislo. TakZe a déli ao.
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Priklad

RozloZzime p(x) = x° — 12x* + 4843 — 62x? — 33x + 90. Ma-li byt kove-
nem celé ¢islo, mlze to byt jeding délitel devadesatky, tedy Cisla
1,2,3,5,6,...,90,-1,-2,-3,...,-90. Téchto kone¢né mnoho ¢isel
muizeme zkusit dosadit do polynomu. Vychazi napf. p(2) = 0, takze
2 je koren. Dalsi kofeny staci hledat v polynomu pi(x) = p(x)/(x—2).
Koeficienty tohoto polynomu najdeme ve tfetim Fadku Hornerova
schématu. Je p1(x) = x* — 10x° + 28x2 — 6x — 45. Tento polynom ma
koFen 3 a p,(x) = p(x)/((x - 2)(x — 3)) = x° — 7x® + 7x + 15. Trojka je
znovu kofen polynomu p, a ps(x) = p(x)/((x —2)(x —3)?) = x?> - 4x - 5.
Tento kvadraticky polynom ma kofeny 5 a -1. Rozklad daného
polynomu je: p(x) = (x — 2)(x — 3)?(x - 5)(x + 1).

Jiny pfiklad: rozklad polynomu x°—12x*+48x%-62x2-33x+91 nelze
algebraicky nalézt. Délitele 91 jsou 1,7,13,91,-1,-7,-13,-91.
MUZeme zjistit, Ze Zadné z téchto Cisel neni kofen, takZe polynom
nema celoCiselné koreny.
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Komplexné sdruzené kofeny
Polynomy s realnymi koeficienty ne vZdy maji jen realné koreny.
Komplexni koFeny se ovSem v takovém pFipadé vyskytuji v parech:

Tvrzeni: Je-li a O C kofen polynomu p s realnymi koeficienty, pak
a (komplexné sdruzené Cislo k Cislu a) je také kofen polynomu p,
dokonce stejné nasobnosti.

Proc€ je o kofen? Plati

p@) =ap+a @ +a0°+- +a,0" =
Saotm a+a; a’+---+a@, at =

=ao+a10+a02+---+a,a” =p(a)=0=0.

Pro€ maji a a @ stejnou nasobnost? Soucin (x—a){x—a) je polynom
s realnymi koeficienty (propocitejte si to).
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Realny rozklad

Dvojici kofenovych Cinitelll (x — a) a (x - @) mUZeme roznasobit a
dostavame kvadraticky polynom s realnymi koeficienty
(k-o)dx-a) = x>+ B+ Y.

Nahradime-li vechny takové pary kofenovych initeld jejich sou-
¢iny, dostavame v pripadé polynomu s realnymi koeficienty:

« soutin kofenovych Cinitelll s realnymi kofeny nasobeny
» sou¢inem kvadratickych polynomd, které nemaji realné koreny.

Reélny rozklad mé& obecné tvar

pl) =clx—an)@=az) - (x = ap)@ + Pux + 1) - - (6 + Bk + i)
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Realny rozklad s nasobnostmi

ZapiSeme-li v readlném rozkladu vicenasobné kofenové Cinitele po-
moci mocnin a stejné tak opakované kvadratické polynomy pomoci
mocnin, dostavame rozklad:

) =cle—ar) - (x = )" Ox? + B+ yo)"t - (6% + B + )"
Takovy rozklad se ¢asto pouziva,

« aby se vypocet obeSel bez pouziti komplexnich ¢isel a

« aby explicitné potital s moznosti vyskytu vicenasobnych kofent

(napf. integral racionalni lomené funkce).
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Parcialni zlomky

Véta: Necht Stp < Stq a a je k nasobnym kofenem polynomu q.
Oznatme q = (x — a)* ;. Pak existuje a 0 C a polynom p, takovy,
7e Stp; <Stg-1la

PO a . p
g@) ~ @-af (-l

Dlkaz: ProtoZe a je k-nasobnym kofenem q, plati g1(a) # 0. Do-
kazovana rovnost je ekvivalentni s p(x) = a [f1(x) + p1(x) Ox - a).
Po dosazeni a - x je p(a) = a y1(a), tj. a = p(a)lqi(a). Polynom
p(x)—a g1 (x) ma stupen nejvySe roven max(Stp, Stq;) a ma koren
a. Déleni jeho kofenovym Cinitelem vychazi tedy beze zbytku a vy-
sledkem déleni je polynom p;. Jeho stupen je tedy aspon o jedni¢ku
mensi neZ max(Stp, Stq;) a je tedy mensi nez Stq — 1.

Ox O C takové, Ze g(x) #0
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Rozklad na parcialni zlomky

je dlisledek predchozi véty:

p®)_ @ . @ a1 Pa(¥) _
qx)  (x-a)y (x-a)y? (- a) th(x)

k1

k2
a; a;
= ik1 - + ik - . -
izzl (x— o) 12:1 (x— az) z ar)

Realny rozklad na parcialni zlomky:

oo ke g ku
p(x) z i,k 4 z i,ko . z +
q(x) al)‘ (x - orz)‘ £ (x orr)‘
zm1x+clm1 zmzx+clm2 zmux+clmb

Z G2+ Bt ) Z @ Bty Z G2+ Bt )
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Polynom nad télesem
Ciselné obory Q, R a C jsou priklady takzvanych téles (0o tom
promluvime podrobnéji pozdéji). Téleso zde znacim pismenem T'.

Pokud polynom ma koeficienty jen z T a definicni obor je také
z T (tj. za formalni proménnou x dosazujeme jen Cisla z T'), pak
hovofime o polynomu nad télesem T.

Definice: Polynom p nad télesem T je ireducibilni v T, pokud jej
neni mozné rozloZit na soucin polynom{ r, s nad T' stupné aspon
prvniho. TakZze nem(izZe platit p = r (3.

Pokud je moZné polynom vy3e zminénym zptsobem rozloZit, ¥i-
kame mu reducibilniv T.
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P¥iklad: Polynom x2 + 1 je ireducibilni v R.
Pi¥iklad: Polynom x? + 1 je reducibilni v C, protoze
x?+1 = (x+i) Ox—i).
Priklad: V C jsou ireducibilni pouze polynomy stupné nejvyse
prvniho. To zarucuje zakladni véta algebry.

PFiklad: Polynom x? - 2 je ireducibilni v Q, ale je reducibilni v R
i C, protoZe x2 -2 = (x — v/2) Ox + v/2) a to jsou polynomy stupné
aspon prvniho nad R i nad C, ale ne nad Q.

Priklad: Rozklad na korenové Cinitele je rozklad na souc€in iredu-
cibilnich polynomt v C.

Priklad: Realny rozklad je rozklad na soucin ireducibilnich poly-
nomd v R.

1

Linearni prostor

 je mnozina L jakychkoli objektl s operacemi + a [
« objekty lze sCitat mezi sebou, soucet je také objekt z mnoziny L
 objekt Ize nasobit konstantou, nasobek je také objekt z L

« operace s¢itani a nasobeni spliuji tzv. axiomy linearity

a) algebra-all, 2, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, €) L, ) 2009/2010, g) /. Viz p. d. 4/2010
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Priklady

* Funkce

* Polynomy

* Usporadané n-tice Cisel
« Orientovné Usecky

* Nekonectné posloupnosti
» Realna Cisla samotna

« Komplexni €isla
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Definice linearniho prostoru

Linedrnim prostorem nazyvame kazdou neprazdnou mnozinu L,
na které je definovano s¢itani + : L x L - L a nasobeni re-
alnym ¢islem 0: RxL - L a tyto operace spliuji pro kazdé
x* 0L,y OL,Z 0OL,a OR,B OR vlastnosti:

1 T+y=y+%

@ (F+7)+F=F+(7+7)

() alBOx)=(ap)lx

(@) aQx¥+y)=alx+aly

(6) (a+p)0x =alx +px

6) 10x =%

(7) existuje o OL,zeprokazdé ¥ OLje00x =0
Prvky linearniho prostoru nazyvame vektory. Realnému cislu
v kontextu nasobeni O0: R x L - L ¥ikame skaldr. Prvku o O L
z vlastnosti (7) Fikame nulovy prvek nebo nulovy vektor.

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [4]

Jednoduché vlastnosti

Pro nulovy prvek o linearniho prostoru L plati vlastnosti:
1 *+0=% 0x OL,
2 alo =70 Oo 0OR,
(3) Nechtx OL. Je-liadx =0 aa#0, pakx =0.

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [5]

Co neni linearnim prostorem

» Kvuli operacim: (a,b) + (c,d) = (@ +d,c+b), ...

» Kvlli mnoziné: mnozina nenulovych funkci, ...

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [6]

Konecné linearni prostory (nad R)

Jednobodovy prostor (tzv. trivildlni, obsahuje jen nulovy vektor)

ALE: Neexistuje kone€ny linearni prostor s aspon dvéma vektory.

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [7]

Neobvykly linearni prostor
* MnozZina: R*, operace: 0 : R*xR* - R*, ®: RxR* - R*

x0y=x0, aox=x"

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [8]

Linearni podprostor

je podmnozina M linearniho prostoru L, ktera je sama se stejnymi
operacemi linearnim prostorem. Vlastnosti (1) az (7) jsou zaru-
ceny, protozZe tytéz operace ,pracuji“ v L. Nemusi byt ale splnéna
uzavfenost operaci, tedy:

Definice: Necht L je linearni prostor s operacemi ,+“ a ,[. Ne-
prazdnou mnozinu M O L nazyvame linedrnim podprostorem pro-
storu L, pokud pro viechna ¥ OM,y OM a a OR plati:

Q T+y0M,
() oOx OM.

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [9]

Priklady linearnich podprostort

¢ Polynomy v linearnim prostoru funkci

« Polynomy nejvySe druhého stupné v linearnim prostoru poly-
nomd

« PodmnoZiny z RS:
M ={(x,y,2); x+2y =0, z libovolné} ANO,
N ={(x,y,2); 2x+y—-2z=0} ANO,
S={(x,y,2); 2x+y-2z=3} NE.
« Orientované Usecky ve spole¢né roviné prochazejici bodem O,

» Orientované Usecky ve spoletné pFimce prochéazejici bodem O.

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olsak  [10]

Prdnik a sjednoceni podprostord

 Prunik podprostort stejného lin. prostoru je vzdy podprostor,

« sjednoceni podprostord stejného lin. prostoru nemusi byt pod-
prostor.



[1

Linearni
(ne)zavislost

Skupiny, resp. mnoziny, vektorlt mohou byt linedrné zdvislé nebo
linedrné nezduvislé. ..

a) algebra-all, 3, b) P. OIsak, FEL CVUT, c) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, €) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [2]

Odeditani vektort, asociativita

Misto, abychom psali zdlouhavé: X + (-1) Oy, piseme struéngji
x-y.

Vektoru =¥ = (-1) Oy Fikame opacny vektor k vektoru 7y .

xX=0

Pozorovani: ¥ - x = protoze
X-xX=10x+(-1)x =(1+(-1)x =00x =0

Dalsi zkraceni zapisu: ProtoZe (X +¥)+2 = x +(¥ +2), tj. nezalezi
na poradi provadéni operaci, budeme nadale zavorky vynechavat
apsatjen x +y + 2.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [3]

Linearni kombinace

V¢e, co s vektory miizeme délat je:

« nasobit je konstantou

« scitat je mezi sebou, neboli:

« tvorit linearni kombinace.

Definice: Lindrni kombinace vektorll ¥'1, X 2,..., X » je vektor:
o1 +a, 0o+ +a, 0%,

Realna Cisla ay, ay, .. ., a, se nazyvaji koeficienty linedrni kombi-
nace.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [4]

Trivialni linearni kombinace

Definice: Ma-li linearni kombinace vSechny koeficienty nulové,
Fikame ji trividlni. Trivialni linearni kombinace vypada takto:

0%x1+0% 2+ ---+0%,

Ma-li linearni kombinace aspon jeden koeficient nenulovy, Fikame
ji netrividlni.

Pozorovani: Trivialni linearni kombinace je rovna nulovému vek-
toru.

x.

Plyne to z axiomu (7) az tvrzeni,72e ¥ + 0 =

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [5]

Linearni zavislost, linearni nezavislost

Definice: Skupina vektorll X1, X2, ..., X , je linedrné zdvisld, po-
kud existuje jejich netrivialni linearni kombinace rovna nulovému
vektoru.

Skupina vektorll X', X 5, ..., X , je linedrné nezdvisld, pokud nee-
xistuje jejich netrivialni linearni kombinace rovna nulovému vek-
toru, tedy pokud jedinég jejich trivialni linearni kombinace je rovna
nulovému vektoru, neboli pokud z rovnosti

01D?1+02D?2+"'+G{n[’7n:?

nutnéplynea; =a,=---=a, =0.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [6]
Priklady

+ v R® jsou vektory (1,2, 3), (5,7, 8), (3,3, 2) linearng zavislé
« v R3 jsou vektory (1,2,3),(4,7,8), (3,4, 2) linearné nezavislé.

« v prostoru realnych funkei jsou vektory sin(x), cos(x), e* linearné
nezavislé.

« v prostoru realnych funkci jsou vektory sinx, cos?x, 3 linearné
zAvislé.

« v prostoru polynomt jsou vektory x? + x + 1,x + 2,x% - 1 lienarné
zAvislé.

VSechny priklady si ovérte podle definice.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olgak  [7]

Jiny pohled na linearni zavislost

Tvrzeni: Vektory X1, X, ..., X » jsou linearné zavislé pravé kdyz
existuje aspon jeden z nich, ktery je linearni kombinaci ostatnich.

Dlkaz. 1. necht jsou lin. zavislé. Pak existuje jejich netrivialni
lin. kombinace rovna nulovému vektoru, tj. aspon jeden koeficient
je nenulovy, vydélenim timto koeficientem a prenosem vektoru na
druhou stranu rovnosti zjiStujeme, Ze vektor je linearni kombinaci
ostatnich.

2. necht existuje jeden vektor, ktery je linearni kombinaci ostat-
nich. Pfeneseme jej na druhou stranu rovnosti (odeteme jej) a
mame netrivialni linearni kombinaci rovnou nulovému vektoru.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [8]

ProcviCovani pochopeni definice

« Linearni (ne)zavislost neni podminéna potradim vektor( ve sku-
piné.

» Skupina vektort, v niz se néktery vektor opakuje, je linearng
zAvisla.

» Skupina vektort obsahujici nulovy vektor je linearné zavisla.

» Skupina dvou vektor(l je linearngé zavisla pravé kdyz jeden je
nasobkem druhého.

» Pridanim vektoru do linearné zavislé skupiny se jeji zavislost
nezmeéni.

» Odebranim vektoru z linearné nezéavislé skupiny se jeji nezavis-
lost nezméni.
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Zavislost orientovanych usecek
« Dvé orientované UseCky jsou linearné zavislé pravé kdyz lezi ve
spolec¢né pFimce.

¢ TFi orientované UseCky jsou linearné zavislé praveé kdyz lezi ve
spolecné rovine.

. étyﬁ orientované Usecky jsou zavislé vzdy.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [10]

Zavislost nekoneé¢nych mnozin vektort

Pravidlo: V algebfe pracujeme jen s kone¢nymi linearnimi kom-

binacemi, tj. s¢itanct je vzdy kone¢n& mnoho.

» Nekone¢na mnozina M vektor( je linedrné zdvisld, pokud exis-
tuje jejich kone€né linearné zavisla podmnozina, tj. existuji vek-
tory X1, X 2,..., X, Z mMnoziny M tak, Ze jsou linearné zavislé.

» Nekonena mnozina M vektorl je linedrné nezdvisld, pokud
kazda jeji konecna podmnoZina je linearné nezavisla, jinymi
slovy neexistuje linearné zavisla kone€na podmnozina. Jeste ji-
nak: neexistuje zadny vektor z M, ktery by se rovnal konetné
linearni kombinaci ostatnich vektord.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [11]

Priklad nekonecné lin. nezavislé mnoziny

Mnozina polynom( {1,x,x2,x3,x%, ...} je linearné nezavisla.

BI-LIN, algebra-all, 3, P.Olgak  [12]

Linearni obal

Definice: Linearni obal vektorll 1, X5, ..., X , je mnoZina véech
jejich linearnich kombinaci, tedy

{onT 1+ X+ -+ 0, Xy O, 0p...,0, OR}
Linearni obal vektorll X1, X'2,..., X », znalime (K1, X2, ..., .0

Linearni obal (konecné nebo nekonecné) mnoziny vektordl M je
mnozina v3ech kone¢nych linearnich kombinaci vektorti z mno-
Ziny M. Linearni obal mnoziny M znacime (M

Pozorovani: M 0O (M0

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [13]

Geometricka predstava linearniho obalu
Predpokladejme vektory z mnoziny orientovanych Usecek se spo-
le€nym pocatkem O.

¢ Linearni obal jednoho nenulového vektoru je mnozina vSech vek-
tort leZicich ve spole¢né pFimce.

Linearni obal dvou linearng nezavislych vektor(l je mnozina
véech vektort leZicich ve spolegné roving.

Linearni obal t¥i linearné nezavislych vektor{l je mnozina viech
orientovanych Usecek.

Linearni obal (libovoln& mnoha) vektort leZicich ve spoleéné ro-
viné je mnoZina vech vektorl leZicich v této roving.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olsak  [14]

Obal obalu

Véta: M= ML) neboli:
linearni obal linearniho obalu uz neni vétsi nez plvodni linearni
obal.

Dlikaz: Linearni kombinace linearnich kombinaci vektorli z M je
po vyuZiti distributivniho zakona rovna primo linearni kombinaci
vektorll z M (rozepiste si to).
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Obal je podprostor

(2) Je-li P linearnim obalem néjaké mnoziny M, je P linearni pod-
prostor.

(2) P je linearni podprostor pravé tehdy, kdyz (P P.

(3) Linearni obal mnoZiny M je nejmensi linearni podprostor ob-
sahujici M.

Dukazy: (1) Soucet prvkl z obalu zlstava v obalu a a-nasobek
také. Protoze linearni kombinace lin. kombinaci je pFimo lin. kom-
binace.

(2) Je-li P linearni podprostor, pak vSechny linearni kombinace
prvkdl z P zlstavaji v P, takze [PO0= P. Obraceng: viz (1), stati
zvolit M = P.

(3) Necht P = @M a @ je podprostor obsahujici M, tedy M 0O Q. Je
P = MO0 RCF @, takZe je P nejmensi.
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RozSifeni linearné nezavislé mnoziny

Véta: Je-li N linearné nezavisla mnozina vektordl a z [ IN[) pak
N O{7Z’} je linearng nezavisla.

Dlikaz: Sporem. Necht N 0 {2’} je linearné zavisla. Pak existuje
koneén& mnoho x'1, X'2,..., X, ON tak, Ze

= -
z =

XL+ AT+ + ATy + Oy o,
a pritom aspon jedno a; je nenulové. Kdyby byla a,.+; = 0, mame
netrivialni lin. kombinaci vektord nezavislé mnoziny N rovnu nu-
lovému vektoru a to neni mozné. TakZe musi a,+1 7 0. Po vydéleni
a,+1 @ prevedeni Z' na druhou stranu rovnosti je Z* linearni kom-
binaci vektorli z N, coZ je ve sporu s tim, Ze z [1 IN[]
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Redukce lin. nezavislé mnoziny
Véta: MnoZina N je linearné nezavisla pravé tehdy, kdyZ kazda
jeji vlastni podmnozina ma mensi obal.

Dlkaz: Necht N je nezavisla. Necht N' O N. Vektor Z O N \ N’
neni lin. kombinaci prvkd z N, protoZe jinak by N byla zavisla.
NemuUZe tedy [IN(= [N'[] protoZe v takovém piipadé je z° O IN']

Necht N je zavisla. Existuje jeden vektor Z’, ktery je lin. kombinaci
ostatnich. Jeho odebranim vznika N’, ktera ma stejny lin. obal.

[1

Baze

¢ Kazdy linearni (pod)prostor ma svou bazi

» Vzhledem ke zvolené bazi uréujeme soufadnice vektord. ..

a) algebra-all, 4, b) P. Ol3ak, FEL CVUT, ¢) P. Ol3ak 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [2]

Definice baze

Definice: Mnozina vektor( B je bdze linearniho prostoru L, pokud
(1) B je linearné nezavisla,
(2) BO=L.

Podobné definujeme bazi linearniho podprostoru P O L.

BI-LIN, algebra-all, 4, . Olsak  [3]
Priklady bazi
» {(1,2,3), (4,7,8), (3,4,2)} je baze R3.
« {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} je také baze R2.
+ {(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1)} je baze R".

« libovolné tfi linearné nezavislé orientované GUsecky tvori bazi
linearniho prostoru vSech orientovanych Usecek.

¢ libovolné dvé linearné nezavislé orientované Usecky v roviné
tvori bazi linearniho podprostoru orientovanych Gsecek lezZicich
v této roving.

« Mnozina{1,x,x?,x3,...} tvoFi bazi lin. prostoru viech polynomti.

Pozorovani: Jeden linearni (pod)prostor ma vice bazi, vsechny
maji spole¢nou vlastnost: maji stejny pocet prvkl. (To dokazeme
za chvili.)

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [4]

Existence baze

Véta:
« Kazdy netrivialni linearni prostor ma bazi.
« Kazda linearné nezavisla mnozina se da doplnit na bazi.

« V kazdé mnozinég, pro kterou (M= L, se da najit podmnoZina,
ktera tvori bazi L.

DUlikaz: opira se o axiom vybéru. Dilkaz najdete ve druhém vydani
linal2.pdf, ale nebudu jej poZadovat ke zkouSce.

Pozorovani: Je-li baze konetna, pak se da lin. nezavisla mnozina
doplnit na bazi postupnym pfidavanim vektort z vnéjsku linear-
niho obalu (pouzije se véta ze slidu [16]).

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [5]
Stejny pocet prvk( v bazi
Véta 1: Dvé béaze stejného linearniho prostoru maji stejny pocet
prvku.
DUlikaz: pomoci tzv. Steinitzovy véty o vyméng:

Véta (Steintz): Necht M je libovolna mnoZina, N je konecna line-
arné nezavisla mnozina vektort tak, ze N 0 M0 Pak Ize z mno-
Ziny M odebrat tolik vektor(, kolik jich je v N, a pfidat tam vSechny
vektory z N. Nové vznikla mnozina ma stejny linearni obal jako
(M (Dukaz Steintzovy véty: viz linal.pdf.)

Dlikaz véty 1: Necht B; a B, jsou dvé& baze. ProtoZze B; je lin.
nezavisla a B; O [B,[J ma podle Steinitzovy véty B; nejvyse tolik
vektorl jako B,. Je také B, lin. nezavisla a B, O [B;[] takZe potet
vektorU je stejny.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [6]

Dimenze

Definice: Poget prvki baze linearniho prostoru L je dimenze L,
zna¢ime dim L.

Pozorovani: Pfedchozi véta nam zarucuje, Ze definice ma smysl.
Priklady:

e dimR" =n,

« dimenze prostoru polynom je o,

« dimenze prostoru orientovanych Usecek je 3,

« dim. podprostoru orientovanych Gseek ve spole¢né roviné je 2,

« dim. podprostoru orientovanych Usecek ve spolecné pfimce je 1,

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [7]

Dimenze podprostoru

Dimenze podprostoru je mensi nebo rovna dimenzi prostoru.
(DUkaz: Bazi podprostoru lIze doplnit na bazi prostoru.)

V pripadé konectné dimenze a vlastniho podporostoru je dimenze
podprostoru mensi.

(Diikaz: K bazi podprostoru pfidame vektor z vngjsku podprostoru.
Tim zlstane mnozina lin. nezavisla. Pripadné ji doplnime na bazi
prostoru.)

Podminka konegnosti dimenze je nutn&: Napfiklad prostor poly-
nomd, i podprostor [1,x2,x*, .. .0maji stejnou dimenzi c.
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Rovnost obal(
Dva obaly W= &1, Wo,..., U,0a VO= ', V>, ..., U,lse rov-
naji, prave kdyz

dimI]Z’l, ?2, ey ﬂ)n, 71, 72, . 7nD: dimWO= dimV0
Ddkaz*: Necht WO= V[ Pak U O WLV O WO= W takze
UODVIOWOVEEVE=WQt.dimW 0O VEdJmVO= dim@o

Necht nyni dim 0 V= dimlVO= dim ProtoZze WO W O VD)
ale maji stejné dimenze, musi se podprostor [UUrovnat linearnimu
prostoru W 0O VO

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [9]

Pocet prvkUl linearné nezavislé mnoziny

Necht dimL =n, M O L, poet prvkd M je m. Potom:
e Je-li M lin. nezavisla, pak m < n.

e Je-li m > n, pak je M linearné zavisla.

e Je-lim =n aM je nezavisla, pak M= L.

e Je-lim =n a M= L, pak M je nezavisla.

e Je-li M je nezavisla a (M= L, pak m = n.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [10]

Souradnice vektoru vzhledem k bazi
Na co mame bazi? Abychom vzhledem k ni mohli pridélit kazdému
vektoru uspofadanou n-tici ¢isel, tzv. soufadnice vektoru.

Befigice: S%Fadnice vektoru x vzhledem k uspofadané bazi
b1, ba,..., b,jsouusporadana n-tice realnych ¢isel a1, ay, ..., ay
takova, ze

N — — —
X =a1bi+abr+---+0a,b,.

Existence soufadnic pro kazdy X 0 L? ProtoZe [B[= L.

Jednoznacnost soufadnic? ProtoZe B je linearné nezavisla.
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Piiklady
Vzhledem k bazi ((1,0,0), (0,1, 0), (0,0, 1)) ma vektor ¥ = (a,b,c)
soufadnice (a, b, c).
Vzhledem k bazi (1, x, x?) ma vektor ax? + bx + ¢ soufadnice (c, b, a).

Vzhledem k bazi x? + 2, 2x, x — 1 ma vektor ax? + bx + ¢ soufadnice:

<a, _Z%M, 2a—c>.

Soufadnice vektort vzhledem k bazi v prostoru orientovanych Gse-
Cek zjistime geometricky.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olsak  [12]

Standardni baze v R

je baze ((1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)).

Ma zajimavou vlastnost: vzhledem k ni ma vektor
x = (x1,X2,...,%,) soufadnice (xq,%o,...,x,). ProtoZe

(1,22, ...,%,) =21(1,0,...,0) +x2(0,1,...,0) +--- +x,(0,0,...,1).

[1

L inearni
Zobrazeni

» Zachovéava operace + a [inearniho postoru.

« Pfenasi vztahy mezi vektory jednoho prostoru do druhého.

a) algebra-all, 5, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Ol$ak 2010, d) BI-LIN, €) L, f) 2009/2010, g) /. Viz p. d. 42010
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Zobrazeni (zatim ne nutné linearni)

pfifazuje kazdému prvku x jedné mnoZiny (L;) jednoznacné
prvek y mnoziny druhé (L;). Znafime a : L1 - Ly.

prvku x zobrazeni A pfifadi prvek y, ktery nazyvame hodnota
zobrazeni v bodé x nebo obraz prvku x a znacime jej A(x). Mlu-
vime-li o obrazu prvku x, pak prvek x nazyvame vzor.

mnoZiné M O L, zobrazeni A pfifadi mnozZinu hodnot A(M).

zobrazeni je prosté (injektivni), pokud kazdym dvéma rdiznym
vzoriim pFitadi rlizné obrazy.

zobrazeni je na Ly (surjektivni), pokud kazdy prvek v L, ma sv(ij
vZor.

zobrazeni je bijektivni, je-li prosté a na.

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olsak  [3]

Definice linearniho zobrazeni

Zobrazeni A : Ly — Ly je linedrni (homomorfismus), pokud jsou L;
a L, linearni prostory a pokud zobrazeni ,,zachovava operace, tj.
0%,y 0Ly, Da OR je:

A(T +7) = AT)+A(Y), A(a OF) = a [A(F).

Operace +, Ovlevo obou rovnosti jsou operacemi v L, a operace +,
vpravo jsou operacemi v L.

Priklady: Funkce f : R - R, f(x) = ax, dale zobrazeni, které pfi-
fadi diferencovatelné funkci derivaci, integrovatelné funkci urcity
integral, funkci posloupnost £(1),f(2), .. ., posloupnosti po ¢astech
konstantni funkci, orientované Usecce jeji priimét do roviny, vek-
toru soufadnice, ...

Zajimavy priklad: f : R* - R (operace na R* jsou x Oy = xy,
o ©x =« operace na R jsou ,,0bvyklé®), f(x) = In(x).
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Princip superpozice

Linearni zobrazeni A : Ly — L, ptevadi linearni kombinace vzor(
v L; na linearni kombinace obrazll v L se stejnymi koeficienty,
tedy:

AT 1+ 0T 2+ + 0, X y) = LA(T 1) + 02A(T ) + -+ + URA(T n)
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Zachovani obalt

Dusledek principu superpozice je: A(M ) = [A(M)C) neboli:
¢ Je-li P linearni podprostor v L;, je A(P) linearni podprostor v L.

* A(L;) je linearni podprostor v L,.
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Jadro linearniho zobrazeni
Definice: Jddro linearniho zobrazeni A : L; - L; je podmnozZina
KerA O L4 definovana vztahem
KerA={x OLy, A(X) =707},
tj. je to mnoZina vzord, které maji nulovy obraz.

Véta: Jadro linearniho zobrazeni A : L; - L, je linearni podpro-
storv L;.

Dilkaz: nechtA(%) = 0, A(3) = 0. Pak A(¥ +¥) = A(%)+A(Y) =

0+0="0.DaleA(dXx)=aA(X)=a0 =70.

Cviceni: Najdéte jadra diive zminénych prikladd lin. zobrazeni.
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Defekt a hodnost linearniho zobrazeni
Definice: Defekt linearniho zobrazeni a : L; — L; je dimKerA.
Hodnost linearniho zobrazenia : L; - L; je dimA(L,).

Lapidarné: Defekt urcuje, kolik dimenzi se ,,ztrati“ pfi pfrechodu od
vzortd k obrazm. Hodnost je dimenze podprostoru v3ech obraz(.
Cviceni: Najdéte defekty a hodnosti diive zminénych priklad(
lin. zobrazeni.
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Pfiklad A: R* - R®
Zobrazeni A je v bodg& (x1, x2, x3, x4) 0 R* definovano hodnotou:

Axy,x2,%3,%4) =
= (xq + 22 + 223 + g, 2x1 + 2 + 3x3 + x4, 3x1 + 3%, + Saz + 5ag)

Toto zobrazeni je zjevné linearni. Najdeme jeho jadro, defekt a
hodnost.
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Defekt plus hodnost
Véta: Defekt plus hodnost linearniho zobrazeni A : L; - Ly je
rovno dimezni L;.

DUlkaz (jen nadtr, podrobng viz linal2.pdf)
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Prosté linearni zobrazeni

Véta: Linearni zobrazeni je prosté pravé kdyZz ma nulovy defekt.

DuUkaz: Nema-li nulovy defek, zjevné neni prosté. Ma-li nulovy
defekt a neni prosté, odvodime spor. A(X) = A(3), tj. A(X)-A(Y) =
A(X -y) =0, takze vjadru lezi ¥ -y # 0, takze A nema nulovy
defekt.

Veéta: Linearni zobrazeni je prosté pravé kdyZ linearné nezavislé
vzory prevede na linearné nezavislé obrazy.

DUkaz: Neni-li prosté, pak ma nenulovy defekt a netrivialni jadro.
Existuje tedy nenulovy vektor (lin. nezavisly), ktery se zobrazi na
nulovy vektor (lin zavisly).

Je-li prosté a obrazy nezavislych vzor( jsou lin. zavislé, pak do-
staneme spor s principem superpozice (ukazat podrobnéji...).

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olsak  [11]

Zobrazeni linearné zavislych vzort

vytvori vzdy lin. zavisly obraz. Staci pouZit princip superpozice.
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Izomorfismus

Zobrazeni A : L, — L, které je linearni, prosté a na L, se nazyva
izomorfismus.

Pozorovani: Izomorfismus prevadi:

¢ LN mnoZiny na LN mnoZiny (protoZe je prosty a linearni),

« lin. kombinace na lin. kombinace obrazt (protoZe je linearni),

¢ LZ mnoZiny na LZ (protoze je linearni),

« podprostory na podprostory (protoZe je linearni),

« linearni obaly na linearni obaly (protoZze je linearni),

* baze na baze (protoze prevadi LN mnoziny na LN mnoZziny),

Izomorfismus zachovava dimenze pirevedenych podprostor( a za-
ruci, Ze dimL; = dim L, (protoZe je linearni prosty a na).
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Vlastnosti izomorfism0Q

¢ Slozeni izomorfisu je izomorfismus

¢ Inverze k izomorfismu existuje a je to izomorfismus
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Zobrazeni soufadnic je izomorfismus

Je tfeba oveérit
« linearitu,
« zda je toto zobrazeni prosté

¢ zda je ,na“ R".
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Izomorfni lin. prostory kone¢né dimenze

Definice: Dva linearni prostory L; a L, jsou izomorfni, existuje-li
izomorfismus A : L1 — L.

Pozorovani: Kazdy linearni prostor L konetné dimenze n je izo-
morfni s R™. Tim izomorfismem jsou soufadnice vzhledem k bazi.

Véta: Kazdé dva linearni prostory stejné kone¢né dimenze jsou
vzajemné izomorfni. (Ddkaz plyne z vlastnosti izomorfismu.)

Dulezité: Z pohledu linearni algebry (vlastnosti vzeslych z axi-
om linearity) neni mezi dvéma izomorfnimi linearnimi prostory
zadny rozdil. MUzeme si vybrat, ve kterém z t&chto dvou linearnich
prostor(l budeme algebraicky problém Fesit. Obvykle se problém
Fesi v R*, kde mlzZeme vyuZit algoritmy souvisejici s maticemi.

1

Matice

¢ mezi sebou sCitame a nasobime konstantou (linearni prostor)
* ménime je na jiné matice elimina¢ni metodou

* nasobime je mezi sebou

a) algebra-all, 6, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olak 2010, d) BI-LIN, e) L, ) 2009/2010, g) /. Viz p. d. 4/2010
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Zakladni pojmy

Matice je tabulka Gisel s kone€nym poctem Fadk( a sloupcul.

MnoZina R™" je mnozina matic s realnymi Cisly s m fadky a n
sloupci. Takovym maticim téz fikame matice typu (m,n).

Na jednotlivé fadky v matici typu (m,n) mizeme pohliZet jako
na vektory z R" a na jednotlivé sloupce mlZeme pohliZet jako na
vektory z R™.

Cislo nai-tém Fadku aj-tém sloupci matice se nazyva (i, j)-ty prvek
matice a pouzivaji se pro néj indexy: a;; (v tomto pofadi).

Matice budeme znacit velkym tuc¢nym pismenem (A, B, atd.).
Nulovd matice obsahuje samé nuly.

Ctvercovd matice je matice typu (n, n).
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S¢éitani matic, nasobeni matic konstantou

Mezi sebou s€itame jen matice stejného typu. Soucet ma stejny typ.
Nasobek kontantou o ma také stejny typ jako plivodni matice.

ajqt+ bl,l, ap+ b]_yz, o, Qi t bl,n
A+B=| Gt bo1, az2+baa, ..., Q2 tba, ’
Am,1 + bm,l: QAm,2 + bm,z, . y Gmon + bm,n
aayi, Qaiz, ..., Oai,
am= | %% dazz. ..., dazn
aami, Aampo, . -:. v Qamn

MnoZina matic R™”" s timto + a [tvofi linearni prostor.

Cviceni: Najd&te bazi a dimenzi linearniho prostoru matic R%2.
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Modifikace matic elimina¢ni metodou

Vznikne-li matice B z matice A konecnym poctem radkovych Gprav
eliminani metody, piSeme A 0OB. Jsou to (obecn€) rizné matice.

Pozorovani: Je-li A 0B pak také B 0O A. Jinymi slovy: kazda
zména eliminacni metodou je vratna.

Staci si uvédomit, jak pracuji tfi zakladni operace v GEM: pro-
hozeni Fidk{, pronasobeni fadku nenulovou konstantou a pficteni
nasobku Fadku k jinému.
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Eliminace zachovava obal radku

Véta: Gaussova elimina¢ni emtoca zachovava linearni obal fadk
matice.

Jinymi slovy: je-li A OB, pak linearni obal Fadk{ matice A je roven
linearnimu obalu fadk matice B.

Dlkaz: Pfehozeni Fadka: lin. obal se nezméni, to je ziejmé. Dal3i
dva typy opearci v GEM pridavaji k fadkaim linearni kombinaci

(tim nezméni linearni obal) a odeberou jeden vektor (lin. obal se
mUZe zmens3it). On se ale nezmensi, protoZe eliminace je vratna.
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Hodnost matice

Definice: Hodnost matice A je dimenze linearniho obalu Fadkd
matice A. Zna€ime hod A, anglicky ,rank of matrix A“.

Pozorovani: Gaussova eliminaéni metoda neméni hodnost ma-
tice, tedy je-li A OB, pak hod A = hod B.

Metoda pocitani hodnosti: Mame-li spocitat hod A, eliminu-
jeme A na matici B schodového tvaru. Poget nenulovych Fadkd
této matice je hod B a tedy i hod A.

Proc? Neulové radky v matici B tvori bazi svého linearniho obalu.
Jsou totiz linearné nezavislé.
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Poznamky k hodnosti

¢ Souvislost mezi hodnosti matice a hodnosti linearniho zobrazeni
ukaZeme pozdéji.

* Metoda pocitani hodnosti je metodou pocitani dimenze linear-
niho obalu.

¢ Pozor: Hodnost nelze definovat pomoci uvedené metody protoze
elimina¢ni metoda neni jednozna¢ny proces, tj. nemame zaruku
stejného poctu nenulovych rfadkd po provedeni eliminace.

Pozor na alternativni definici: hodnost jako maximalni pocet
linearné nezavislych radka. Je tieba si uvédomit, co to znamena.

Hodnost je prirozené ¢islo, které nemusi byt jednoznacné stano-
veno pro ,nepfesné matice” a ,nepfesné vypocty* (tzv. numericky
nestabilni matice).
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GEM zachovava linearni nezavislost radku

Veéta: Je-li A OB pak A obsahuje linearné nezavislé radky pravé
tehdy kdyZ B obsahuje lin. nezavislé radky.

Dlkaz: Ma-li A lin. nezavislé Fadky, pak tvofi bazi svého lin. obalu,
takZe hod A je rovna poc¢tu fadkd matice A. Je také rovna hodnosti
matice B (kterd ma stejny pocet radkd jako matice A), takze B
musi mit lin. nezavislé radky.

Metoda ovéreni zavislosti: ZapiSeme zkoumané vektory do Fad-

k& matice A a pfevedeme na schodovity tvar B. Zkoumané vektory
jsou lin. zavislé pravé tehdy kdyz B obsahuje nulovy rfadek.
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Metody tykajici se linearnich oball

e VO, Wy, ..., U,0pravé kdyz

diijl, 72, . 7nD= dim[ﬁl, 72, . 7,1, 70
Metoda: Vektor T leZi v linearnim obalu vektorQ @y, Wa, ..., Wh,
kdyZ hodnost matice obsahujici v Fadcich vektory Wi, Wo, ..., Wn
je stejna jako hodnost matice, ve které je navic ptidan fadek v'.

o W1, War..., WnlE D1, To,..., Uplpravé kdyz
dimDI’l, 72, Caey 7,,[': dim[ﬁ’l, 72, Ceey 7,,[':
= dimD?l, 72, ceey 7;1, 71, 72. ceey 7n|:|

Metoda: Ovérime rovnost hodnosti pfislusnych matic.
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Hodnost transponované matice

Definice: Transponovand matice k matici A (znatime AT) je ma-
tice, ve které jsou Fadky plivodni matice A zapsany do sloupcg.

Pozorovani: Plati (AT)T = A.

Véta: hod A = hod AT, jinymi slovy: dimenze linearniho obalu
Fadk( matice je rovna dimenzi linearniho obalu sloupcti matice.
Dlikaz: Je-li hod A = &, pak A ma & linearné nezavislych radka.
Jejich nezavislost Ize ovérit z definice nezavislosti, coz vede na
soustavu s matici AT (aZ na vynechani nékterych sloupct). Aby
soustava méla jen nulové feSeni, musi mit linearné nezavislé rov-
nice. TakZe (po dopInéni vynechanych sloupct) musi AT mit aspon
E linearné nezavislych radkd, tedy hod A < hod AT. Rovnost pak
plyne z vySe uvedeného pozorovani.

1

Nasobeni matic

« je asociativni, neni komutativni

« k regularnim maticim existuji inverzni matice

a) algebra-all, 7, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, €) L, ) 2009/2010, g) /. Viz p. d. 4/2010
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Maticové nasobeni

Definice: Promatice A 0 R™" aB [0 R™? existuje maticovy soucin
A B = C 0O R™? (v tomto pofadi). Jednotlivé prvky soucinu c;
jsou dany vzorcem:
n
Cir = ainbip +aiobop + -+ ainbur =) ;b
J=1

Priklad: Je-li A 0 R3* a B 0 R*°, pak A [B je definovano, ale
B CA neni definovano.

Pozorovani: Aby bylo definovano A [B, musi mit A stejny poCet
sloupcll jako ma B radku. Vysledna matice ma tolik Fadkd, jako
ma radkd matice A a tolik sloupct, jako ma sloupcll matice B.
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Priklady nasobeni

6
4 4 8 12
(5) QL 2 3):(5 10 15)
6 6 12 18
(—11 —11> DG i):<—22 —22)
()L )=o)

4
(1 2 3)D(5) =(1%+25+30B)
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Poznatky z predchozich prikladi:

« Maticové nasobeni neni komutativni ani pro Ctvercové matice

¢ Neplati pravidlo: soucin nenulovych matic musi byt nenulova
matice

¢ Co tedy plati? ...
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Vlastnosti maticového nasobeni:
« (A[B) [ =AOBIX)... asociativni zakon
« (A+B)[C=AC+BILC... distributivni zakon
¢« COA+B)=C[A+CI[B... distributivni zakon
« a(A[B)=(aA)[B =A[{aB)... konstanta

« (AB)T =BT AT ... transponovana matice
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Priklad: soustavy lin. rovnic

Necht A O R™™,

X1 b]_
adl*2|=| b2
X b,

Toto je soustava linearnich rovnic s m rovnicemi a n neznamymi.

Strucné zapisujeme: AX = b. Matice A se nazyva matice soustavy,
jednosloupcova matice b je vektor pravych stran. Ukolem je nalézt
vSechny jednosloupcové matice X, které vyhovuji maticové rovnici.
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Blokové nasobeni

Necht A a B jsou matice sestavené po blocich takto:

A= <A1,1 A1,2> . B= (Bl,l Bl,Z)
Az1 Azp B21 B2
Necht uvedené bloky jsou matice takového typu, Ze nasobeni matic
A;; [B;; je definovano pro viechny pripady, které se vyskytuji v
nasledujicim vzorci. Pak
A1 B11+A12B21 A1 [Bia+Ag EBz,z)

AB=
<A2,1 Bi11+A22B21 A1 [Bio+ Az, [Byo

... analogicky pro jinak vytvorené bloky. Napfiklad:

AE(Bl B, Bp)z(AEB]_ AB, ... AEBP)
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Vypocetni slozitost maticového nasobeni

Predpokladejme dvé matice A,B O R™". K vypoctu A [B (podle
definice) potfebujeme n® operaci (nasobeni dvou &isel). Nedalo by
se usetfit?
* Rekurzivni algoritmus nasobeni matic: vychazi z blokového

nasobeni. Potfebuje F(n) operaci:

F(n) = 8F(n/2) = 8(8F(n/4)) = 8(8(8F (n/2%))) =

--=8"F(n/2™)=8"F(1) =
=gmn = (23)m - 23m - (Zm)S - n3.

» Rekurzivni Strassen(lv algoritmus: vychazi z blokového na-
sobent, ale vystaci si se sedmi souciny. Potfebuje F(n) operaci:
F(n) = TF(n/2) = 7(7F (n/4)) = 7(7(7F(n/2%))) =
=...=7"F(n/l2™) =7"F(1) =
=7m = (Zlog2 7)Iogzn = plog, 7log,n — nlogz7 - n2’807.
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Strassen(v algoritmus

X1 = (A1 +Ay) [B1 + By),
X2 = (Az+Aq) [By,
X3 = A1 B2 - By),
X4 = A4 B3 - By),
X5 = (AL + Az) By,
X = (A3 —Ap) By + By),
X7=(A2-Ag) B3+ By)
Da se oveérit, Ze plati:

Al A B: B> - X1+ X4 —Xg+ X7 X3+ X5
Az Ay B; Ba Xo + Xy X1 =Xy + X3+ Xg
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Komutujici matice

KdyZ plati: AB = B[A, fikame, Ze matice B komutuje s matici A.
Pozorovéani: Komutovat mohou pouze ¢tvercové matice stejného
typu.

Uloha: Je pevné dana &tvercova matice A, je tieba najit k ni
mnozinu vSech matic B, které komutuji s A.

Pozorovani: Uvedena mnoZina matic B, které komutuji s danou
matici A, tvori linearni podprostor linearniho prostoru matic R™”.
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Inverzni matice

Ctvercovou matici s jedniCkami na diagonale a nulami jinde zna-
¢ime E a fikame ji jednotkovd matice.

Pozorovani: ALE=E A = A, analogie s €isly: a (1 =1 [& = a.

Definice: Inverzi matice ke Ctvercové matici A je takova matice
B, pro kterou je
AB=BIA=E.

(viz téZ analogie s ¢isly). Invezni matici znatime A™.

Pozorovani: Pokud k matici A inverzni matice existuje, pak je
urtena jednoznaéng&. DGvod je zde:

B:=EB;=(BA)B1=B,0AB1)=B,[E=B;

Otazka: Jak pozname existenci inverzni matice k matici A?
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Regularni a singularni matice
Definice: Ctvercova matice je reguldrni, pokud ma inverzni ma-
tici. Ctvercova matice je singuldrni, pokud nema inverzni matici.

Pozorovani: Soucin regularnich matic je regularni matice. Ma-li
matice A inverzni matici A a dale ma-li matice B inverzni matici
B2, pak inverzni matice k A [B je B CA™. Plati totiZ:

BTAHYOAB)=BIOAIM) B=B!EMB=BB=E,
ABOBTAY=AOBBYHAI=AERI=ARI=E
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Vypocet inverzni matice eliminaci
Algoritmus: Ma-li A linearné nezavislé fadky, pak existuje A™ a
Ize ji vypocitat takto:

(AIE) OE|A™)
Ke zd@ivodnéni této metody potfebujeme zavést tii typy ¢tverco-
vych matic, které (pokud jimi nasobime vybranou matici zleva)
-emuluji “ jednotlivé kroky elimina¢ni metody. Soucin téchto ele-

mentarnich matic emulujici vSechny provedené kroky je matice P,
pro kterou plati:

Veéta: Je-li A OB, pak existuje regularni P takova, ze B = P [A.
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Podminky regularity matice

Nasledujici podminky jsou ekvivalentni s regularitou matice A O
R™™:

* A ma inverzni matici (viz definice).

» Maticova rovnice A X = B mé feSeni pro kazdou B O R™™.

* Matice A ma linearné nezavislé radky.

e hodA =n.

« existuje elimina€ni proces, ktery provede A OE.

det A # 0 (o determinantech pohovorime pozdéji)

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olsak  [15]

Hodnost soucinu

Véta: Je-li P regularni a plati-li B = P [A, pak A 0OB.

Dlikaz: P OE a stejné kroky eliminace pouZijeme na (P |B), tj.:
(P|B)=(P|PDA) O(E|X) = P(P|P [A) = (E|A),

takZze A OB.

Véta: Nasobime-li matici A jakoukoli regularni matici, nezmeéni
se hodnost. Tedy: hod A = hod(P [A).

Véta: hod(A [B) < min(hod A, hod B)

Dlkaz*: hod A = &, tj. A OC, C ma k nenulovych fadkul. Existuje
tedy P regularni, Zze A = P [C. Dale plati:

hod(A [B) = hod(P [T [B) = hod(C [B) < .

[1

LU rozklad

s A=LIU
» nékdy je tfeba prohodit sloupce/fadky

a) algebra-all, 8, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Ol$ak 2010, d) BI-LIN, €) L, f) 2009/2010, g) /. Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olsak  [2]

Terminologie

Definice: Ctvercova matice je horni trojuhelnikovd, pokud ma
nenulové prvky soustiedény jen v hornim trojahelniku, jinymi
slovy, pokud ma pod diagonalou jen nulové prvky.

Ctvercova matice se nazyva dolni trojihelnikovd, pokud ma nenu-
lové prvky soustfedény v dolnim trojuhelniku, jinymi slovy, pokud
ma nad diagonalou jen nulové prvky.

Pozorovani: Ctvercovou matici lze pfimym chodem eliminacni
metody prevést na horni trojuhelnikovou matici. Schodovita ctver-
cova matice je totiz horni trojuhelnikova.

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olsak  [3]

Na co LU rozklad

Necht A je regularni ctvercova matice. Predpokladejme, Ze se po-
dafi najit dolni trojuhelnikova matice L a horni trojuhelnikova
matice U tak, Ze A = L [U. Mdme za Ukol FeSit soustavu

Alx=b

Nahradime v soustavé matici A souc¢inem LW a ozna¢ime UX = z.
Dostavame:

LOUk=b pravekdyz LZ=b, Uk=z

Nejprve vyfeSime soustavu L [Z = b dopfednou substituci a potom
dosadime z do pravé strany soustavy U [x = z, kterou FeSime
zpétnou substituci.
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Algoritmus LU rozkladu

Na matici A provadime jen jeden typ eliminacni Gpravy: pricteni
a-nasobku néjakého fadku k jinému, ktery je napsan pod nim.
Tuto Upravu lze ,emulovat" nasobenim zleva matici L;, ktera je
jisté dolni trojuhelnikova.
A DA]_ = L]_A DAZ = L2(L1A) 0O
OAsz = La(L2(L1A)) O--- DU =(Lp - - - LgloLg)A

Soucin dolnich trojuhelnikovych matic s jednickami na diagonale
je dolni trojuhelnikova matice s jedni¢kami na diagonale. Inverze
dolni trojuhelnikové matice s jednickami na diagonéle je dolni
trojahelnikova matice s jedni¢kami na diagonale. TakZe:

L'A=U, A=(LNu=LU.
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Priklad

AN PR

1 2 100 0
III(O -1 —5>=(o 1 O)D(—Z 1 )DA:LzELlDA
0 0 18 0 -6 1 -4 0
100 100 100
L=L11EL§1=(2 1 o) D(O 1 0)=(2 1 0)
4 0 1 06 1 4 6 1
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Jak vznika matice L

Plati L = (Lj - -- LaLoLq) ™t = LALML5 - Ly Je:

10 .. 0 ..0
01 .. 0 ...0
Lizf00 1o
00 ... a ... 0
00 .. 0 ..1

kde a; je koeficient eliminatniho kroku. Celkovy soucin matic
LALLM 3t - Lt (v uvedeném pofadi) obsahuje pod diagonalou
na odpovidajicich mistech opa¢né hodnoty koeficientd v3ech eli-
minacnich krokd, které byly v eliminaci provedeny.
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Jiny priklad

1 2 3 1 2 3
A=12 4 1)0(0 0 -5
4 2 0 0 -6 -12

Nelze pokragovat v eliminaci bez prohozeni fadkadl. ..
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Problém

PrestoZe A je regularni, mlze se stat, ze b&hem eliminace se objevi
nulovy diagonalni prvek. Klasicka eliminace pak dovoluje prohodit
radky. To je ale emulovano nasobenim zleva permutacni matici
P;;, ktera neni dolni trojuhelnikova. Vysledny soucin emulagnich
matic pak neni dolni trojuhelnikova matice.

Je tedy tieba prohodit fadky matice A tak, aby nova matice A’
tento problém neméla a dala se rozloZit na L. Necht P’ je vhodna
permutacni matice. Pak P’ [A prohazuje fadky. Pfedpokladejme:

A'=P'[A=LIU.

Oznatme (P’)™! = P. To je také permutacni matice. Plati totiZ
(P)™1 = (P)T. S timto oznagenim dostavame rozklad:

A=PO U
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Otazka

Necht A je regularni.

Pljde vZdy najit takové prohozeni Fadk( matice A, aby pak eli-
minace s jedinym povolenym typem operace (pficteni a-nasobku
radku k fadku pod nim) dovedla pfevést matici na horni trojuhel-
nikovou?

Odpoveéd’ Ano.
Zddivodnéni: pokud narazime pfi eliminaci na potiebu prohodit
radky, prohodime je ve vychozi matici A a eliminujeme znovu od

zacatku. Tuto metodu ,pokus-omyl“ opakujeme tak dlouho, az se
povede matici A s prohozenymi Fadky eliminovat na U.
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Prakticky vypocet LU rozkladu

se samoziejmé nedéla metodou pokus-omyl. Koeficienty eliminac-
nich krokt nasobime -1 a ukladame postupné do matice L, ktera je
na pocatku eliminace jednotkova. P¥i potiebé prohodit Fadky pro-
hodime také Fadky v matici L, ale necelé: pFi prohazovani k-tého
radku s (& +j)-tym v eliminované matici prohodime v matici L
tytéz radky, ale jen po sloupec 2 - 1.

Dalsi vylepSené numerické metody LU rozkladu maji stejnou slo-
Zitost jako algoritmus pro maticové nasobeni.
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Shrnuti

Véta: Ke kazdé regularni matici A existuji matice:

* P ... permutacni matice,

e L ... dolni trojahelnikova matice s jednickami na diagonale,
e U ... horni trojuhelnikova matice,

tak, Ze A=P [ [U.

Poznamka: pri vyskytu nulového prvku na diagonale lze také
misto fadkd prohodit sloupce. Pak se permutacni matice P;; ,ne-
michaji“ s maticemi L;, nebot nasobi matici A zprava. Dostavame
pak vzorec: A = L [U [P.



[1

Determinant

« je Cislo jistym zplisobem charakterizujici Gtvercovou matici
e det A =0 pro singularni matici, det A # 0 pro regularni matici
¢ pouziva se pfi FeSeni linearnich soustav

¢ ... av mnoha dalSich aplikacich

a) algebra-all, 9, b) P. OIsak, FEL CVUT, c) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, €) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [2]

Definice determinantu

Definice: Necht A = (a;;) O R™" je Ctvercova matice. Cislo

SN TTL&y a2, * A,
permutace m=(i1,i2,...,in)

nazyvame determinantem matice A a zna€ime je detA.

Pozndmka: Abychom tomu vzorci porozumnéli a dokazali z néj
odvodit zakladni vlastnosti determinantd, potiebujeme si pfipo-
menout vlastnosti permutaci. ..

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [3]
Permutace
Permutace n prvk{ je usporadana n-tice isel z mnoziny
{1,2,...,n}, pfitom kazdé Cislo je v n-tici zastoupeno pravé jednou.
Priklad: (3,1, 2,5, 4) je permutace pé&ti prvka.
(i1,72,...,1,) je permutace z n prvkd, pokud i; O {1,2,...,n} a
ij 71, proj Z k.
Jiny pohled: Permutace je bijektivni zobrazeni na{1,2,...,n}.

Vztah mezi témito pohledy: Je-li dana n-tice (i1,i2,...,i,), pak je
dano zobrazeni z : {1,2,...,n} - {1,2,...,n} pfedpisem z(j) = i;.
Je-li dano zobrazeni z, pak lze sestrojit n-tici (z(1),2(2), . . ., z(n)).

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [4]

Permutace, vlastnosti

Skladanim permutaci (jako zobrazeni) dostavame permutaci.

Genericka (jednotkova) permutace je (1,2,...,n).
¢ Kazda permutace ma svou inverzni permutaci.

» Pocet permutaci n prvk( je n!.
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Znaménko permutace

inverze v permutaci (i1,12,...,1,) je vyskyt jevu:
ij > i, asoucasné j <k.

Priklad: inverze permutace (3,1, 2,5, 4) jsem vyznacil pomoci ob-

loucku:
31,259
Tato permutace ma tfi inverze.

Definice: Ma-li permutace T sudy pocet inverzi, je sgn m= +1,
ma-li tlichy pocet inverzi, je sgn m=-1.
Cislu sgn T fikdme znaménko permutace.

Priklad: sgn(3,1,2,5,4) = -1.
Znaménko generické permutace je +1.

Cviteni: jaké znaménko ma permutace (n,n-1,...,3,2,1)?
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Prechod suda - licha

Prohozeni dvou prvk{ v permutaci zméni znaménko permutace.
Dlikaz: V nasledujici permutaci prohodim prvky x a y:
(...prvky vlevo...,x,...prvky uvnitf...,y,...prvky vpravo...)

Inverze, které nenavazuji na prvek x nebo y zlistavaji nezménény.
Inverze mezi prvky vlevo a x nebo y z(stavaji nezménény. Inverze
mezi x nebo y a prvky vpravo zUstavaji nezménény. Inverze mezi
x nebo y a prvky uvnitf po dvou vznikaji nebo zanikaji nebo se
neméni. Inverze mezi x ay vznikne nebo zanikne.

Dusledek: Znaménko permutace pozname podle poétu transpozic
(jednoho prohozeni dvou prvk(), které je potfeba na permutaci
provést, aby byla pfevedena na generickou permutaci.
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Navrat k definici deterinantu
Definice: Necht A = (q;;) O R™" je Ctvercova matice. Cislo
detA = z sgn T[Bll,il a2, " Qnj,
permutace 11=(i1,i2,...,ln)
» UZiteCna je predstava Sachovych vézi.
« Priklad pro matice typu (1, 1), (2, 2), (3, 3) ... Sarrusovo pravidlo.

» Pozor, pro matice vétsich typd Sarrusovo pravidlo nelze pouzit!

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [8]

Determinant horni trojuhelnikové matice

aii, @12, ..., QA1p-1, Qip

0, az2, ..., Qp1, Q2n

det O, O, ...y QA3p-1, Q3p
0, 0, ..., 0, Qnn

je roven soucinu prvkld na diagonale: ai; (b, (hzs - ann-

Vidi vSichni pro¢?
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Zakladni vlastnosti determinantu

Prohozeni fadkd zméni znaménko determinantu

Matice se dvéma stejnymi fadky ma nulovy determinant

Pronéasobeni jediného fadku a-krat zvétsi a-krat i determinant

« Je-li jeden Fadek zapsany jakou soucet dvou casti, pak deter-
minat takové matice je roven souttu determinantli matic, ve
kterych jsou misto tohoto rfadku jen jeho ¢asti:

det (E’,«) + det (?L) =det (E’ﬁfl«) .

Treti typ kroku elimina¢ni metody nezméni determinant.
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Metoda vypoctu determinantu

Algoritmus: Eliminaci pfevedeme danou matici A na horni troj-
Uhelnikovou matici U. Pokud béhem eliminace pouZijeme prvni
nebo druhy typ kroku eliminace, je potfeba si poznamenat, jak se
zmeénil determinant. T¥eti typ kroku neméni determinant vlbec.
Koneéné det U je soucin prvkd na diagonale.

SloZitost algoritmu: n3. Vyrazna Gspora proti vzorci v definici,
ktery ma slozZitost n!.
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Priklad
1233 |12 3 3 12 3 3
241410 0 5 2| 4006 11 10|
4212 |0 -6 -11 -10 00 5 2
3121 |05 -7 -8 05 7 8
12 3 3 12 3 3
1j0 6 11 10/_1[0 6 11 10|_
6/0 0 5 2| 6/0 0 5 2
0 30 42 48 00 -13 -2
12 3 3 12 3 3
;[%06 11 10|_1]0 6 11 10|_,.
6500 5 2| 300 5 2 '
0 0 -65 -10 00 0 16

Za chvili uvidime, Ze to Ize spocitat jednoduseji. ..
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Radky a sloupce jedno jest

Tvrzeni: det A = det AT.

Dlkaz: Mam permutaci (i1, i, . . ., i) a podle ni provedu sloupcovy
vyb&r prvkdl matice a vynasobim mezi sebou:

Qi1 W0 @i, = @1y Mg, - - - Ay,

Soucin realnych €isel je komutativni, tak jsem Cinitele usporadal
podle velikosti Fadkového indexu. Jaky je vztah mezi permuta-
cemi: (i1,12,...,1n) @ (1,42, - - - »Jn)? JSOU Si VZ&jmné inverzni. A in-
verzni permutace maji stejné znaménko. TakZe vzorce s fadkovym
i sloupcovym vybérem davaji stejny vysledek.

Dusledek: PFi eliminaci za G¢elem vypottu determinantu lze li-
bovolné prechazet mezi fradkovymi a sloupcovymi Gpravami.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [13]

Regularni a singularni matice

Véta: Matice A je regularni, pravé kdyz det A # 0.

Dukaz: A je regularni pravé kdyZz A OE. Dale si sta¢i uvédomit,
Ze Gaussova eliminace neméni nulovost determinantu.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [14]

Determinant souc¢inu matic

Véta: Pro dvé Ctvercové matice typu (n,n) plati

det(A [B) = (det A) [{det B).

Dlkaz*: Lze provést A 0 U; Fadkovymi eliminanimi Gpravami,
aby se nezménil determinant. Dale lze prevést B na U, sloup-
covymi eliminanimi Upravami tak, Ze se nezméni determinant.
Snadno se ukaze, ze

det(Ul [Uz) = (det Ul) E(det U2)

Existuji matice Py, P, tak, Zze U; = P1A, U, = BP,. Stejné Fadkové
i sloupcové Upravy provedeme na A [B, tedy P, A [BP, = U; [J,.
Upravy neméni determinant, takze

det(A EB) = det(PlA EBPz) = det(Ul |:U2) =
= (det U,) [{det U,) = (det A) [{det B).

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Oltak  [15]

DUsledky véty o determinantu soucinu

o detA™! =1/detA

e Je-li A = LU rozklad matice A, pak det A = det U, tedy detA je
roven soucinu diagonalnich prvk{ v matici U.
(pfipominam, Ze matice L ma na diagonale jednicky).

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olsak  [16]

Rozvoj determinantu podle radku
Terminologie: VWradime-li ze ¢tvercové matice A gRmn i-ty fa-
dek a j-ty sloupec, dostavame matici A;; 0 R*1771, Cislo

D;j = (-1)" detA;;
se nazyva doplnék matice A v pozici (i,J)).

Véta o rozvoji: Necht D;; jsou doplriky ¢tvercové matice A = (a; ;).
Pak plati

detA = ar,lDr,l + ar,ZDr,Z +.- ar,nDr,n-
Naznak dlkazu: vytknéte ze soudtu z definice determinantu a, 1

(jen z téch scitancd, kde se a,; vyskytuje), dale vytknéte a,, atd.
az a,,. V zavorkach po vytknuti dostanete D,.;.
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Rozjimani nad vétou o rozvoji

» ProtoZe detA = detA”, plati analogicka véta o rozvoji podle
sloupce

Je-li v Fadku/sloupci hodné nul, je v souctu podle véty o rozvoji
hodné nulovych s¢itanct. Staci zapsat jen ty nenulové a reduko-
vat vypocet determinantu matice typu (n,n) na nékolik (mélo)
determinant matic typu (n - 1,n - 1).

Pozor: rekurzivni volani vypoctu determinantu podle véty o roz-
voji ma slozitost n!, takze tento algoritmus je nepouZitelny.

» Disledkem véty o rozvoji je tvrzeni:
O=a,1Dp1+a,2Dpp+---+ar, Dy, pror #k.
Sta€i provést vétu o rozvoji na matici se dvéma stejnymi radky.

» V&ta o0 rozvoji ma fadu dalich teoretickych désledk(l, nékteré
se dozvime pozdéji. ..
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Priklad
12 3 3/ |12 31
2414:24102_2‘211:
4 2 12714210 s 1 2
3121 3120
2 4 1
-2 -2 0:2’1 _71' 2B=16
-1 -7 0
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Inverzni matice pomoci doplnkd

Je-li A 0 R™" regularni, pak

.
detA
kde D = (D;;) je matice doplik{ A v pozicich (i, j).
Dlkaz: Ovéfime, ze AA 1= E.

Oznatime A = (a;,), DT = (Dp;), E = (eiz).

A—l — DT

1
Z ai; detADkJ detA(al le 1ta; 2Dk 2t F ai,nDk,n) =

1
_ thdetA 1 proi=k,
1 .
detAED 0 proi Zk.

WyuZili jsme vétu o rozvoji determinantu podle i-tého Fadku.
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Priklad: inverze k matici typu (2, 2)

a b
A=
(e &)
Matice doplik k této matici je

o=(4 %)

_ 1 1 d -b
1 T_
A _detAD _ad—bc<—c a>'

Je dana matice

Takze
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Priklad: inverze matice pomoci doplnik(

1 2 3
Je dana matice A= -1 0 1.
2 1

2

Matice doplikU je:
Jo 1] -1 1) 10
2 1 2 1 2 2

o=|_2 3 1 3‘ _‘1 2‘ (_i _2 _g)

2 1 2 1 2 2 0 4 o
M2 3 13 |12
01 -1 1 -1 0

2 4 2
1 1
takze: detA=-2, Al= Dl =-Z ( 3 -5 _4) .

[1

Soustavy
linearnich rovnic

 vlastnosti mnozin feSeni
« metody hledani reSeni

¢ nejednoznacnost zapisu feSeni

a) algebra-all, 10, b) P. Ol3ak, FEL CVUT, ¢) P. Ol3ak 2010, d) BI-LIN, €) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [2]

Terminologie

Definice: Necht A = (a;;) O R™" je matice, b O R™! je jedno-
sloupcova matice. Maticova rovnost

Alx=b

s neznamou jednosloupcovou matici x 0 R™! nazyvame soustavou
linedrnich rovnic (m rovnic, n neznamych). A je matice soustavy,

b je sloupec pravych stran, (A |b) je rozsifend matice soustavy.

Je-li o O R™! nulovy sloupcovy vektor, pak A X = 0 je homogenni
soustava linedrnich rovnic.

Reseni soustavy je takovy vektor z R, ktery, zapsany do sloupce
misto neznamé matice X, splfiuje danou maticovou rovnost.

Uloha: Najit viechna feseni, tj. vymezit podmnozinu M 0 R"
vSech feSeni soustavy.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [3]

Dva pohledy na soustavu lin. rovnic

Pohled po fadcich, tedy po jednotlivych rovnicich. Kazda rov-
nice sama vymezuje podmnozinu vSech svych feSeni M; 0O R”",
¢ 0 {1,2,...,m}. Geometricky je M; nadrovinou (podprostorem
dimenze n — 1 posunutym z pocatku do néjakého jiného bodu).
VSechny rovnice maji byt splnény soucasné, hledame tedy spo-
le¢ny prinik vSech téchto nadrovin M;.

Pohled po sloupcich. Rozepidme matici soustavy A do sloupct:
A= (A1, Ay, ...,Ay). Soustava A [k = b pfechazi na:

X1

Alk = (Al,Az,...,An)D = A1+ xA+ -+ x,A, = b

Xn

Hledame tedy koeficienty linearni kombinace sloupcti matice A,
které zaruci, Ze se dana kombinace rovna praveé strané b.
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K ¢emu slouzi eliminac¢ni metoda

Ma-li soustava A Ox = b mnozinu feSeni M a je
(Alb) O(C|d)
pak soustava C [k = d ma stejnou mnoZinu feSeni M.

KdyZ eliminujeme na schodovitou matici C, pak pUjde u soustavy
C [x = d hledana mnoZzina feSeni M lépe najit.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olsak  [5]

Frobeniova véta, feSitelnost soustavy

Véta: Soustava A [x = b ma aspon jedno FeSeni prave tehdy, kdyz
hod A = hod(A | b).

Dukaz: (sloupcovy pohled): soustava ma fedeni pravé kdyz vek-
tor b leZi v linearnim obalu sloupcovych vektorll A, Ay, ..., Ay,
coZ je pravé tehdy, kdyz hod A = hod(A |b). WuZijeme také toho,
Ze hodnost matice neni jen dimenze lin. obalu fadkd, ale je to také
dimenze linearniho obalu sloupct matice, nebot hod A = hod AT,

Dukaz: (eliminani pohled): Po eliminaci na schodovitou matici
mame soustavu C [x = d kter4 nem4 feSeni pravé tehdy, kdyz
existuje nulovy fadek v matici C s nenulovym cislem na pravé
strané. Tj. praveé tehdy kdyz hod C # hod(C | d). Eliminatni metoda
ovSem neméni hodnost.
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Homogenni soustava AxX = 0

¢ Homogenni soustava linearnich rovnic ma vzdy nulové feSeni.

¢ Mnozinou feSeni My homogenni soustavy je vzdy podprostor :

uMy, vOMy, tj. Au=o0, Av=o.
A(u+v)=Au+Av=0+0=0, tj.u+vDM,.
ulMy, o OR, tj. Au=o.
A(au)=aA(u)=ao=o0, tj. aulM,.
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Jak vyreSit homogenni soustavu

* Nejprve prevedeme eliminaci na soustavu se stejnou mnozZinou
feSeni, ale se schodovitou matici soustavy:

(Alo) D(C|o)

¢ Kazda nenulova rovnice v soustavé Cx = 0 umoZni spocitat
jednu neznamou (pfi zpétné substituci zespoda nahoru). Témto
proménnym Fikame vdzané proménné. Ostatni (takto nespoci-
tané) proménné jsou volné proménné, neboli parametry. Necht
t1,t2,. .., jsou véechny volné proménné. Mdzeme volit tyto hod-
noty za (t1,t2,...,t)

(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1)

a pro kazdou tuto volbu volnych proménnych dopocitame pro-
ménné vazané. Dostavame tak linearné nezavislou mnoZinu re-
3eni. kter& ie bazi nodprostoru M, vsech reseni.
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Priklad (homogenni soustava)

ReSme soustavu A [X = 0 s matici:

' X1, X2, X3, X4 X5

P o200 13203
A=28537D02131
000 2 3

3 9 6 2 12
Véazané proménné: x1, x», x4, volné proménné: x3, xs.

PFivolbé x3 =1, x5 = 0 vychazi: x4 = 0, x, = -1/2, x, = -1/2,
pfi volbé x3 = 0, x5 = 1 vychazi: x4 = =3/2, x, = 7/4, x1 = -33/4.

TakZe mam dvé linearné nezavisla feseni:
(-1/2,-1/2,1,0,0), (-33/4,7/4,0,-3/2,1).
VS8echna FeSeni tvofi linearni obal téchto dvou FeSeni:
M, =10-1,-1,2,0,0), (-33,7,0,-6,4)0
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Dimenze prostoru reSeni
* Dimenze prostoru feSeni homogenni soustavy je rovna poCtu
volnych proménnych,

¢ c0Z je rovno poctu vSech proménnych minus poctu vazanych pro-
ménnych,

e c0Z je rovno poctu vSech proménnych minus poctu nenulovych
rovnic soustavy Cx = o se schodovitou matici,

¢ c0Z je rovno poctu vSech rovnic minus hodnost matice soustavy.

Zaveér: Necht My je mnozina FeSeni soustavy AX = 0 s m rovnicemi
a n neznamymi. Pak

dimMy =n-hodA.
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Dva podprostory v R” vymezené matici A

Necht je dana matice A [0 R™”"
« Oznatme R linearni obal fadk matice A. Je to podprostor v R™.

¢ Oznatme My mnoZinu vSech feSeni homogenni soustavy Ax = o.
Je to rovnéz podprostor v R"”. Nazyva se nulovym prostorem
matice A.

» Do fadkd matice B napiSme néjakou bazi prostoru M.
Plati:

« Kazdy vektor z M, feSi soustavu AX = 0.

» Kazdy vektor z R ¥eSi soustavu Bx = o.
«Je-lliwORa? OMy, pak w vl = 0.

e dimR +dimMy=n =dimR"
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Algoritmus hledani baze nulového prostoru

Algoritmus: Necht A O (E|C), kde E je jednotkova matice. Pak
fadky matice (-CT | E’) obsahuji bazi feSeni soustavy Ax = o.

Poznamka: E’ je zde také jednotkova matice, ovsem obecné jiného
typu nez matice E.

Dlikaz: f{édky matice (-CT|E’) jsou linearné nezavislé a jejich
potet je roven n —hod A. TakZe lin. obal t&chto fadkd ma stejnou
dimenzi, jako prostor FeSeni M. Staci ukazat, Ze kazdy Fadek
matice (-CT |E’) fe&i soustavu Ax = 0:

(E|C) D(‘é?) =E[-C)+C[E'=-C+C=0.
Poznamka: nelze-li provést A O(E | C), pak je moZné dostat (E |C)
po vhodné permutaci sloupctl (zmé&na pofadi neznamych). Zpétnou
permutaci sloupci pak provedeme na matici (-CT|E’) a mame
hledanou bAzi prostoru reseni.
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Priklad

Metodou ze slidu [11] vyfeSime soustavu ze slidu [8]. Matici pre-
vedeme Gauss-Jordanovou eliminaci:

X1, X2, X3, X4, Xs
1 i i _01 2 1 0 12 0 334
A= ojo 1 12 0 -7/4
2 .85 3 7 0 0 0 1 32
3 9 6 2 12

Prohodime sloupce a p¥ejdeme od matice (E | C) k matici (-CT | E"):
X1, X2, X4, X3, X5
X1, X2, X4, X3, X5
(235 (i
00 1 0 3°2 -33/4 714 -3/2 0 1

Po zpétném prohozeni sloupctl dostavame v Fadcich bazi mnoziny
feSeni Mo: X1, X2, X3, X4, X5
-1/2 -1/2 1 0 O
( -33/4 714 0-32 1 )
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Nehomogenni soustava linearnich rovnic
Terminologie: Jakékoli FeSeni soustavy Ax = b nazyvame parti-
kuldrni Feseni této soustavy.

Soustava Ax = 0 se nazyva pridruzend homogenni soustava K sou-
stavé Ax = b.

Véta: Mnozina M vsech feSeni soustavy Ax = b je bud’ prazdna,
nebo je tvaru
M=v+M,

kde v je partikularni feSeni soustavy Ax = b a My je mnozina
vSech feSeni pFfidruzené homogenni soustavy Ax = 0.

Dulkaz: Oznaéme Vv partikularni feseni a necht u 0 M,. Staci ové-
fit, Ze v+u O M. Dale musime ovérit, Ze pro kazdé w 00 M existuje
u M, tak, Ze v+u=w.

Poznamka: Vyhodna je geometricka predstava, udélejte si nacrtek.
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Jak vyreSit nehomogenni soustavu

* Najit jedno partikularni FeSeni v.

« \WreSit pridruzenou homogenni soustavu, najit M.

« V8echna feSeni napsat ve tvaru M = v + M.

Jediny problém: najit partikularni feSeni v. Typicky postup:

< Eliminovat (A |b) 0O(C|d), na soustavu se schodovitou matici.

¢ Sloupce s volnymi proménnymi odstranit (tj. dosadit za volné
promé&nné nuly). Vznika soustava s regularni ¢tvercovou matici.

« DofreSit tuto soustavu zpétnym chodem eliminace.

« K FeSeni pripsat nuly na mista volnych proménnych.
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Priklad (nehomogenni soustava)
Soustava ze slidu [8] je doplnéna o pravou stranou. Gauss-Jorda-

novou eliminaci upravim rozSifenou matici soustavy:

1 3 2 0 3] 3

1 0 1/2 0 33/4| -3
11 1 -15)|-=2

O _
5 8 5 3 713 (0 1 12 0 -7/4 2)

39 6 2 12| 11 0 0 0 1 321
Odstranim sloupce odpovidajici volnym proménym:

X1, X2, X

1 0 0| -3
0 1 0 2
0 0 1)1

Partikularni feseni je (-3, 2,0, 1,0) a mnoZina vSech feSeni je

M = (-3,2,0,1,0) + [{-1,-1,2,0,0), (-33,7,0,-6,4)0
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Problém nejednoznacnosti zapisu reseni

Stejna mnoZina feSeni soustavy Ax = b se da vyjadfit riznymi
vektory baze feseni pfidruzené homogenni soustavy a rtiznymi
partikularnimi feSenimi. Jak poznat, Ze:

7+Eﬁ1,72,...,7kD: W‘FEE};L,?Q,...,?kD?

Staci porovnat hodnosti nasledujicich matic:

w
Uy, 7 Z'1
hod Z1 =hod<s)=hod(i)
EL
w-v

Viz tézZ stranu [9] k tématu ,,matice”.
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Soustavy se ¢tvercovou matici A

¢ Je-li matice A regularni, pak soustava ma jediné feSeni.

« Je-li matice A regularni, pak lze soustavu A x = b feSit vyna-
sobenim této rovnosti inverzni matici A™ zleva:

AlAx=A1b, tj. x=Alb.

e Je-li matice A reguléarni, je mozné také provést LU rozklad
této matice a feSit jednu soustavu doprednou substituci a dalsi
zpétnou substituci. Viz stranu [3] k tématu ,,LU rozklad“. Je to
nepatrné numericky vyhodnéjsi nez pocCitat inverzni matici.

Je-li matice A regularni a zajimaji nas jen nékteré slozky fe-
Seni, je mozZné pouZit Cramerovo pravidlo, viz nasledujici stranu.

Je-li A singularni, pak po eliminaci (A|b) O(C|d) dostavame
soustavu s matici C, ktera neni ¢tvercova. Dale je nutné pouZzit
postupy uvedené na predchozich stranéach.
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Cramerovo pravidlo

Necht A je regularni ctvercova matice. Pak pro i-tou slozku FeSeni

soustavy A x = b plati
_ detB;

X = ,
detA
kde matice B; je shodna s matici A az na i-ty sloupec, ktery je
zaméneén za sloupec pravych stran.

Dlkaz: VWuZijeme vztah x = A™ [b a zam&Fime se v maticovém
soutinu na vypotet i-tého Fadku v matici x. PFitom matici A™
zapiSeme pomoci dopliikd. Viz stranu [19] k tématu ,,determinant®.
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Priklad

VWyrieSime soustavu s parametrem p O R, ktera ma rozSifenou

matici:
2 -p -1| 3
(Alb)= 1 -7 5] 0

-1 3 p -1
Je detA = (p - 2) (p — 17). TakZe pro p = 17 nebo p = 2 je matice
soustavy singularni:

2 -17 -1| 3 1 -7 5|0
p=17: 1 -7 -5/ 0J)J0(0 -1 3 |1]...M=0O
-1 3 17| -1 1
2 -2 -1| 3
p=2: 1 -7 -5, 0
-1 3 2 1
... M = (5/3,0,1/3) + [{1,3,-4)0
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Priklad (pokracovani)

Prop # 17 a p # 2 je matice soustavy regularni a soustava ma
jediné feSeni. Najdeme toto FeSeni pomoci Cramerova pravidla.

3 —p -1 2 3 -1
det| 0 -7 5|=-26(p—-2), det| 1 0 -5|=-3(p-2)
-1 3 p -1 -1 p

2 —p 3
det(l -7 O)=—(p—2). ProtoZe detA = (p - 2) (p - 17), je:
-1 3 -1

_ -26(p-2) _ 26 _ 3 _ 1
TP-2p-17) 17-p° P 17-p T 17-p

Pro pfipad p # 17 a p # 2 obsahuje mnoZina M jediné feSeni:

26 3 1
M= {(17—10' 17-p’ 17—p>}'
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X1

Maticova rovnice AX=B

« Je-li A regularni matice, pak rovnice ma jediné feeni X = AL B.
« Jinak stagi matice X a B rozepsat do sloupc(:
X=Xy Xz ... Xz), B=(B1B; ... Byp),
takZe maticova rovnice pfechazi na k soustav linearnich rovnic
AX;=B;, AX;=B; ...AX=B;.

Tyto soustavy maji spolenou matici soustavy, tj. spole¢nou pfri-
druZenou homogenni soustavu, tj. spole€nou mnoZinu My vSech
feSeni pridruzené homogenni soustavy. Pro kazdou soustavu
zvlast je tfeba spocitat partikularni reSeni.

¢ Mnozina vSech feSeni je mnozna vSech matic X, které maji ve
sloupcich odpovidajici partikularni feSeni, ke kterym je v kaz-
dém sloupci (nezavisle) pfictena mnozina feSeni Mj.

[1]

Matice
linearnich
Zobrazeni

* matice urcuje zobrazeni A(x) = AX

» zobrazeni A : R* - R™ urcuje matici

» zobrazeni lin. prostordl kone¢né dimenze maji matici vzhledem
k vybranym bazim

a) algebra-all, 11, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, €) L, f) 2009/20010, g) /. Viz p. d. 4/2010
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Pripomenuti
Zobrazeni A : Ly - L; je linedrni, kdyz
AW +Y)=AX) +A®DY),
e A(a Ox) = o [A(X).
Coz je ekvivalentni s principem superpozice:

° A(alyl +..0+ anyn) = alA(Yl) +..-+ anA(Yn)
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Je dana matice A 00 R™",
pak mame zobrazeni A: R" - R™.

Skutecné, zobrazeni A : R® - R™ dané predpisem
A(x) = Ak
je linearni.

Poznamka: vektory z R”, R™ nyni povazujeme za
sloupcové vektory.
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Priklad
Zobrazeni A : R* - RS2 je ureno matici A 0 R3%;
1322 “
A@yxnxax)=(3 1 0 2|0 % |=A=
57 46 3
X4

= (.’)Cl + 3x + 2x3 + 2x4, 3x7 X2 + 2x4, 5xq + Txp + 4x3 + 6x4)T

« jadro tohoto zobrazeni je nulovy prostor matice A.
« hodnost zobrazeni A je hodnost matice A

e véta defA + hod A = dim L; pfechazi na vétu
dim My + hod A = pocet proménnych.
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Hodnost zobrazeni je hodnost matice

Véta: Necht A 0 R™”", Hodnost linearniho zobrazeniA : R* - R™,
které je dano predpisem A(x) = A [X, je rovna hodnosti matice A,
tedy:

hodA =hod A

DUlikaz: hodnost zobrazeni je dimenze obalu obrazl bazovych vek-
tord, coz je dimenze obalu sloupcti matice, coZ je hodnost matice.
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Linearni prostor linearnich zobrazeni

* VSechna linearni zobrazeni A : Ly — L, ozna¢im T'.

» Symboly A a B na této strance jsou prvky z T.

e Definujeme A+ B :L; - L, predpisem (A + B)(x) = A(x) + B(x).
» Pozorovani: Soucet prvk(i z T je prvek z T.

e Definujeme a [A : L; - L, predpisem (a [A)(x) = a [A(x).

e Pozorovani: a-nasobek prvku z T je prvek z T

« Uvedené operace splnuji axiomy linearniho prostoru (diky tomu,
Ze L, je linearni prostor), takze:

e T je linearni prostor linearnich zobrazeni.



BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [7]

Lin. zobrazeni uréeno hodnotami na bazi

Veéta: Jsou-li znamy hodnoty linearniho zobrazeni A : L; —» L, na
kone€né bazi B lin. prostoru L;, je tim zobrazeni A jednoznatné
uréeno na celém L;.

Dilkaz: A(@1 D1+ -+ 0nbn) = A(B )+ -+ anA(D )
Zobrazeni soufadnic je linearni, takzZe takto dodefinované zobra-
zeni A je linearni. Na bazovych vektorech ma predepsané hodnoty.

Jednoznacnost: Kdyby existovalo dalSi linearni zobrazeni B se stej-
nymi hodnotami na bazi B, pak A - B je linearni zobrazeni s nu-
lovymi hodnotami na béazi a podle principu superpozice musi byt
A - B nulové zobrazeni vSude. TakZze A = B.
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Priklad
Je dano
A(1,1,2)=(1,0,1,0), A(1,2,2) = (2,0,2,0), A(2,1,5) = (1,2,2,1).

ProtoZe trojice vektord (1,1,2), (1,2,2), (2,1,5) tvofi bazi v RS,
existuje jediné linearni zobrazeni s uvedenou vlastnosti. Najdeme
vzorec pro A(xy, X2, X3):
(1, 22,23) = 0 (1,1,2) + B (1,2,2) + y(2,1,5)
(e1, %2, x3) = (Bx1 —x2 = 3wz) L1, 1,2) + (-3x1 +xp +x3) {1, 2,2) +
+(x3 —2x1) 02,1, 5),
Afxy, x2,%3) = A((8x1 —x2 — 3x3) (1,1,2) + (—3x1 +x2 +x3) (1,2,2) +
+(x3—2x1)(2,1,5)) =
= (8x1—x2-3x3) (1,0, 1, 0) + (—3x1+x,+x3) (2,0, 2,0) +
+(x3-2%1)(1,2,2,1) =
= (x2, —dxq +2x3, —2x1 + X2 + X3, —2x1 +X3).
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Kazdé lin. zobrazeni A: R" -~ R™
ma svou matici A 0 R™"
Véta: Pro kazdé linearni zobrazeni A : R* - R™ existuje jedina
matice A O R™", pro kterou je

A(X) = Ak
Dlikaz: Necht A = (A(e1) A(ey) ... A(e,)). ZFejmé plati A(x) = A [X
prox O{es,es,...,e,}.

Zobrazeni A i zobrazeni A [ jsou linearni zobrazeni, ktera se
shoduji na bazi {e, e,,...,e,}. TakZe se shoduji vSude.

Dusledek: Vzorec pro hodnoty jakéhokoli linearniho zobrazeni
z R® do R™ ma vzdy tvar A [X.
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Od zobrazeni k matici

A:Li - L, «— A:R"S-R"™ «— AOR™"
Kazdému linearnimu zobrazeni A : Ly — L, linearnich prostor(
kone¢né dimenze prifadime matici takto:

¢ V L; zvolime uspofadanou bazi (B).

e V L, zvolime usporadanou bazi (C).

¢ Zobrazeni soufadnic L; — R"™ vzhledem k (B) oznacime C;.

¢ Zobrazeni soufadnic L, — R™ vzhledem k (C) oznacime Cs.

* NechtA’'=C,0A0C.

e Zobrazeni A’ je linearni a ma svou matici A.

Matice A se nazyva matice zobrazeni A vzhledem k bdzim (B) a (C).
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Vlastnosti matice zobrazeni

A je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C) pravé tehdy
kdyz:

souradnice souradnice
vektoru vektoru
. A0 w = A(W)
vzhledem vzhledem
k (B) k (C)

« AGY ALY ... AB)=(C1 Ta ... Tw) A

¢ A obsahuje v i-tém sloupci soufadnice vektoru A(?i) vzhledem
k bazi (C)
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Priklad

Necht P; jsou polynomy nejvySe tretiho stupné. Je dano linearni
zobrazeni A : P; - Pj3, které derivuje polynomy. Najdeme jeho
matici vzhledem k uspofadanym bazim (1, x,x?, x%) a (1, x, x2, x°).

Matice ma ve sloupcich soutadnice obrazli bazovych vektord, tj.
A1)=0, Ax)=1, AEd)=2x, A(x®)=3?

Soufadnice téchto obrazll vzhledem k bazi {1,x,x?,x%} napiseme
do sloupct matice:

o O o
o o
o N O
w O o

0 00O
Zkuste ,derivovat” polynomy pomoci maticového nasobenit. ..
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Skladani zobrazeni «—— soucin matic

Veéta: Necht linearni zobrazeni A m& matici A a linearni zobrazeni
B a matici B (vzhledem k odpovidajicim bazim). Pak slozené line-
arni zobrazeni B o A ma matici B UA (vzhledem k odpovidajicim
bazim).

Poznamka: Je-liA : L; - L, aB : L, - L3, pak ,odpovidajici
baze* jsou usporadané baze (U) v Ly, (V) v L, a(W)v Ls. V uvedené
VvEté se pak pracuje s matici A vzhledem k (U), (V), s matici B
vzhledem k (V), (W) a s matici B [A vzhledem k (U), (W).

DUlikaz véty se opira o rovnost

souradnice souradnice souradnice
vektoru vektoru vektoru
BA DO w =BO A(W) = BA(W))
vzhledem vzhledem vzhledem
k (U) k (V) k (W)
BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [14]
Priklad
Matice
01 00
0 020
A=
0 0 0 3
0 00O

je matice derivace vzhledem k uspofadanym bazim (1, x,x%,x°%) a
(1,x,%2,x%). Podle véty o sloZeném zobrazeni je A2 matice druhé
derivace a A% matice tieti derivace.
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Zobrazeni A:L - L

Definice: Zobrazeni do stejné mnoziny se nazyva transformace.
Linearni zobrazeni do stejného linearniho prostoru se nazyva li-
nedrni transformace.

Matice transformace A : L — L vzhledem k bdzi (B) je matice
linearniho zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (B).
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Priklady
0 0O

«A=| 0 1 0 | jematice projekce.
0 01

_ (cosa -sina

. je matice rotace.
sina cosa

0 b
Dalsi transformace vznikaji skladanim téchto elementéarnich
transformaci, jejich matice jsou pak soucinem téchto elemen-
tarnich matic.

.« A= (a 0) je (proa # 0, b # 0) matice zmény méritka.
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Priklad
Necht osa o prochazi pocatkem a svira s osou x Ghel a. Najdeme
matici osové somérnosti podle osy o..
Osova soumeérnost vznika jako sloZzeni nasledujicich zobrazeni:
« otoceni o Uhel —-a,
 zrcadleni, tj. zména méritka s parametry 1, -1,
« otoCeni zpét o Uhel a.

Matici tohoto sloZzeného zobrazeni spo€itame jako soucin matic
uvedenych zobrazeni zapsanych ,.zprava doleva“:

cosa -sina 0 1 0 0 cos(-a) -sin(-a) \ _
sina cos o 0 -1 sin(-a) cos(—a)
_ ( cos2a sin2a
sin2a -cos2a
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Nestandardni baze, priklad

Najdeme matici zobrazeni A : R® —. R?, které je dané pfedpisem
A(xy,x2,x3) = (x2, —4x1 + 2x3, —2x1 + X2 + X3, —2x1 +Xx3),
vzhledem k bazim (B) = ((1,1,2),(1,2,2),(2,1,5)) a (S4)

ProtoZe A(1,1,2) = (1,0,1,0), A(1,2,2) = (2,0,2,0), A(2,1,5) =
(1,2,2,1), a protoZe slozky téchto obrazl jsou rovny soufadnicim
vzhledem ke standardni bazi (S4), sta&i slozky t&chto obrazll na-
psat do sloupct hledané matice:

A=

= O R
N ON
NN R

001

Pokud bychom méli hledat matici zobrazeni A : L; - L, vzhledem
k nestandardni bazi v L,, budeme mit vice problémi. ..

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [19]

Hodnost matice je hodnost zobrazeni
e Tuto skuteCnost jsme zatim dokazali pro specialni zobrazeni
tvaru A [X.

¢ Pro obecné linearni zobrazeni A : L; - L, takeé plati
hodA = hod A,
protoZze hodA = hodA’, kde A’ =C,0A 0 CIl. Plati:

A . — = —
hodA = dimA(L1) = dimA(Ch 1, b2, ..., b =
A — — —
= dimA(D 1), A(D ), ..., A(b »)=
= dimC;t 0 A 0 Cy(B 1), ..., C3toA o Cy(B )=
=dim C(RA'(e1),A/(€2),...,A(e )0 =
= dimA/(€1), A(€2), ... A(Tn)=
= dimA/((F1, €2 ..., €l = dimA/(R") = hod A’

Uvedené rovnosti plati, protoze C; a C; jsou izomorfismy.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [20]

Transformace je prosta prave kdyz

ma regularni matici

Necht L m& konecnou dimenzi, dimL = n.

Véta: Linearni transformace A : L — L je prosta pravé kdyz:
* jena

¢ ma regularni matici

Dukaz: A je prosta pravé kdyz def A = 0.

ProtoZe def A + hodA = dimL, je def A = 0 pravé kdyZ hodA = n.
To plati pravé kdyZ A(L) =L, tj. AjenaL.

Uvedené vlastnosti jsou splnény pravé kdyz hod A = n, kde A je
matice zobrazeni A, tj. pravé kdyz A je regularni.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olsak  [21]

Prostor linearnich zobrazeni je izomrofni
s linearnim prostorem matic
e Kazdému zobrazeni A :L; — L, (kde dimL; =n,dimL; =m) je

jednoznacné prifazena matice A O R™" vzhledem k bazim (B)
a (0).

Toto prifazeni je zobrazeni prosté a na.

« Toto pfifazeni je dokonce linearni zobrazeni. Staci ovérit, Ze sou-
Cet dvou zobrazeni A a B s maticemi A a B (vzhledem ke zvole-
nym b&zim) mé matici A + B. Déle je tfeba ovéfFit, Ze o nasobek
linearniho zobrazeni ma matici, ktera je rovna a nasobku p@-
vodni matice.

« Mam na mysli zobrazeni a piSu jeho matici. Mam na mysli matici
a vnimam ji jako zobrazeni. Je to jedno.

1

Zmeéna baze

* matice pfechodu od baze k bazi
« jak se zméni soufadnice vektoru pfi zméné baze?
* jak se zméni matice linearniho zobrazeni pfi zméné baze?

* jak se zméni matice transformace pfi zméné baze?
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Matice prechodu

Definice: Necht (B) = (b1, b2,..., bn) @ (C) = (T1,C2r..., Cn)
jsou dvé baze stejného linearniho prostoru L. Pak existuje jedina
linearni transformace A : L - L, pro kterou je

AB)=7¢: 0i0{1,2,...,n}

Matice této linearni transformace vzhledem k bazi (B) se nazyva
matice pfechodu od bdze (B) k bdzi (C).

¢ Znaceni: Pg_ ¢ je matice pfechodu od (B) k (C).

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [3]

Vlastnosti matice prechodu

* Pg_c mav i-tém sloupci soufadnice vektoru ¢’;
vzhledem k bazi (B).

+(CT1 T2 ... Tp)= (?1 By ?n) (Pg_c,

¢ Pg_c je matice identity vzhledem k bazim (C) a (B)

* Pro kazdy vektor w O L je

souradnice souradnice
vektoru vektoru
Pg.cO 4 = 4
vzhledem vzhledem
k (C) k (B)

Pozor, je to opacné, neZz by odpovidalo nazvu matice pirechodu!
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Matice prechodu je regularni

Plati:

¢ Pg_cje regularni.

* Pp_¢cPc_.p=Ps_p
« (Pe.c)*=Pc.p

Dlkaz: Protoze ma matice Pp_¢ lin. nezavislé sloupce, je regu-
larni. Soucin matic prechodu vyplyva z véty o matici slozeného
zobrazeni. Je potifeba v tomto pripadé skladat identické zobrazeni
a jeho matice vzhledem k r&iznym bazim. Konecné treti puntik je
ddisledkem druhého.

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [5]
Priklad

Jsou dany (S) = (1,x,2%) a (C) = (x> +x, x — 1, x + 2), dvé baze
linearniho prostoru v3ech polynom{ nejvy3e druhého stupné. Na-
jdeme matici pfechodu Pg _ ¢. Ta obsahuje ve sloupcich soufadnice
bazovych prvkll ¢’; vzhledem k bazi (S), tedy

0 -1 2
Ps.c=11 1 1
1 0 O

Jsou-li (a, B, y) soufadnice polynomu p vzhledem k (C), pak

0 -1 2 a -B+2y
1 0 O y a

jsou souradnice téhoZ polynomu vzhledem k bazi (S), neboli

pl)=ax’+(a+B+y)x-f+2y.
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Algoritmus pro sestaveni matice prechodu

« Matici prechodu Pg_ g od standardni baze (S) k bazi (E) sesta-
vime snadno: do sloupctl zapiseme soutadnice vektordl b ; vzhle-
dem k bazi (S).

e Plati: Pg_c=Pp_.s[Pg.c= (PS_,B)_l [(Ps_c-

 Protoze (A|B) O(E|A™B), stati napsat nasledujici dvoubloko-
vou matici a eliminovat:

(Ps_gIPs.c) D(E|Ps.p (Pg_¢) = (E|Ps_c).

V pravém bloku po eliminaci najdeme hledanou matici Pg_ ¢

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [7]
Priklad

Jsou dany baze (B) = (x?+1,x2+2,x+3)a(C) = (x®+x, x—-1, x+2)
linearniho prostoru polynom& nejvyse druhého stupné. Najdeme
matici pfechodu Pg_¢.

Zvolme bézi, vzhledem ke které se soufadnice dobfe hledaji, nap¥i-
klad (S) = (1, x,x?). Podle algoritmu z pfedchozi stranky sestavime
(Ps_B|Ps_c) aeliminujeme na tvar (E | Pg_¢).

12 3/0 -1 2 1 00[5 4 1
0011 1 1]|0(0 1 0[-4 -4 -1
110/1 0 0 0011 1 1

V pravém bloku po eliminaci mame matici Pg_¢. Zname-li sou-
fadnice polynomu vzhledem k (C), pak nasobenim matici Pg_¢
ziskame soufadnice polynomu vzhledem k (B). Kdybychom potre-
bovali ze soufadnice vzhledem k (B) spocitat soufadnice vzhledem
k (C), pouzijeme inverzni matici (Pz_c)™t = Pg_c.
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Zmeéna matice zobrazeni pfi zméné baze

Necht A je matice zobrazeni A : L; - L; vzhledem k bazim (B) a
(C). Necht A’ je matice téhoz zobrazeni, ovSem vzhledem k bazim
(B") a (C). Pak

Po.cAPp.p=A

Naért dikazu:

souradnice souradnice
w 74
Po . .cAPp.p 0 = Po_cADO
¢-c B-B vzhledem ¢-c vzhledem
k(B k (B)
sou“Ladnice souLadnice
oo Aw |l A@
=Po_c =
vzhledem vzhledem
k(C) k(C)
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DuUsledky véty o zméné matice
Necht A je matice zobrazeni A : L; — L; vzhledem k bazim (B)
a (C). Pak
* Pco ¢ [A je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C').

* A[Pg_p je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B’) a (C).

Necht A je matice transformace A : L — L vzhledem k bazi (B).
Pak

e Pp _p A [Pg_p je matice transformace A vzhledem k bazi (B’),
neboli:

+ (Pp_p) ' DA [Pp_p je matice transformace A vzhledem k (B’).
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Priklad

Necht A(xy,x2,x3) = (x1 +x2,%2 +x3,x3 + x1). Najdeme matici této
transformace ke standardni bazi (S). Dale najdeme matici této
transformace vzhledem k bazi (B) = ((2, 2, 2), (3, 3,0), (4, 0, 0)).

110 2 3 4
As = 01 1), Ps.p= 2 3 0].
1 01 2 00

Matice Ap transformace A vzhledem k bazi (B) spoc¢itame takto:

2 3 2
Ap = Pp.s[AsPs.p = (Ps.p) ' (As[Ps.p = (0 0 —%)
03 1
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Algoritmus: sestaveni matice zobrazeni
vzhledem Kk libovolnym bazim

Je dano linearni zobrazeni A : L; —» L. Najdeme matici tohoto
zobrazeni vzhledem k bazim (B) a (C).

Necht (S) je baze L,, vzhledem ke které se soufadnice dobfe hle-
daji. Sestavime matici (Ps_c | A s), ve které Ag s znaci matici zob-
razeni A vzhledem k bazim (B), (S). Eliminujeme na tvar (E | X).
Pak X je hledana matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C).

Pro¢? Je (PSaC | AB,S) D(E | PCaS DAB,S)-
PFitom P¢_ s OAp s je matici zobrazeni A vzhledem k (B) a (C).

Pozndmka: matice Pg_c a Ag,s Ize sestavit snadno.

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [12]
Priklad
Je dano zobrazeni A : P; - P,, které derivuje polynomy nejvyse
tretiho stupné. Najdeme matici tohoto zobrazeni vzhledem k:
(B) = (3 +x+2,x%+2x+3,x%2+2,x-1), (C)= (x®-x+1,x°—x-1,x+4)

Zvolim (S) = (x?, x, 1). To je baze, vzhledem ke které se soufadnice
polynom@ z P, dobfe hledaji. Je:

AQ@S+x+2) = 3x?+1, A(x®+2x+3) = 2x+2, A(x?+2) = 2x, A(x-1) =1

Sestavim matici (Ps_ ¢ |Ag,;s) a eliminuji:

1 1 0[/3 000 -4 -3 -4 }
-1 -1 1/0220]|00 E |7 3 4 -}
1 -1 4/1 201 '3 2 2 0

Hledana matice je v pravém bloku po eliminaci.

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olsak  [13]
Priklad

Je dana matice A’ zobrazeni vzhledem k bazim (B) a (S,). Hledame
matici A zobrazeni vzhledem k bazim (S;) a (S5).

Jinymi slovy: zname zobrazeni A na bazi (B) a hledame vzorec,
ktery udava hodnotu tohoto zobrazeni v libovolném bodé. Napfi-
klad je znamo

A(1,1,2)=(1,0,1,0), A(L,2,2) = (2,0,2,0), A2, 1,5) = (1,2,2,1).
Re3eni. Podle strany [9] je A = A’ [Pg_g, = A’ OPg, ). Matici

pfechodu Pg, g sestavime snadno. Jde tedy o to ji invertovat a
nasobit zprava s danou matici A'.

1 21 -1 0 10
11 2
A= 0 0 2 o1 2 1 _ |4 02
1 2 2 P -2 11
0 01 -2 01
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Priklad
Necht osa o prochazi pocatkem a svira s osou x Uhel a. Najdeme
matici osové somérnosti podle osy o.

Zvolime bazi (B) tak, aby vektor ?1 leZzel v ose 0 a ?2 byl na ni
kolmy. Vzhledem k této bazi je matice osové soumérnosti rovna

(6 %)

Nyni provedeme pfrechod od baze (B) k bazi (S). Matice osové sou-
mérnosti vzhledem k (S) je

1 0
Ps_g D( ) Pp_s,

0 -1
Pg 5= (cosa —sina) Py = (cos(—or) —sin(—or)) ’

sina cos o sin(-a)  cos(-a)

Srovnejte tento priklad se stranou 17 kapitoly ,,matice zobrazeni“.
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Priklad

Necht A : L - L je linearni transformace, ktera zobrazi bazi (B)
na bazi (C). Vime, Ze matice pfechodu Pp_ ¢ je rovna matici této
transformace A vzhledem k bazi (B). Jak vypada matice stejné
transformace vzhledem k béazi (C)?

Redeni: Oznatme matici zobrazeni A vzhledem k (B) symbolem Ag
a hledanou matici oznatme Ac. Je Ag = Pg_ . Podle disledku ze
strany [9] je

Ac=(Pp.c) ' AgPg .= (Pp_c) ' (Pp..[Pp..=Pg_.

Ejhle, matice transformace A vzhledem k bazi (C) je stejnd, jako
matice této transformace vzhledem k bazi (B) a je to matice pre-
chodu od (B) k (C).

Afinni
transformace

« je posunuti plus linearni transformace
¢ ma svou matici vzhledem k homogennim soufadnicim

« vyuziti napriklad v po€itacové grafice

a) algebra-all, 13, b) P. Olsak, FEL CVUT, c) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, €) L, f) 2009/2010, g) /. Viz p. d. 4/2010
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Idea afinniho prostoru

« Linearni prostor V volnych vektort: dvé orientované Gsecky re-
prezentuji stejny volny vektor, pokud jsou rovnobézné, stejné
velké a stejné orientované.

e S¢itani a nasobeni konstantou v linearnim prostoru V prove-
deme pomoci vhodné zvolenych reprezentatnd stejné jako v Up.

» Kromé vektor{l z V budeme v afinnim prostoru pracovat s mno-
Zinou bod® X. Nové operace:

¢ bodl + vektor = bod2. Na bodl navaZzeme reprezentanta vektoru
a koncovy bod tohoto vektoru je vysledek operace.

e bodl - bod2 = vektor. Vysledkem je vektor s reprezentantem,
ktery mé pocate¢ni bod2 a koncovy bod1.
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Definice afinniho prostoru

Definice: Necht V je linearni prostor a X je libovolna mnozina.
Dvojici mnozin (X, V) nazyvame afinni prostor, pokud kromé ope-
raci + a [ha V je definovana operace + : X xV - X s vlastnostmi:

(1) P+o =P OPOX (9o OV je nulovy vektor),

@ P+W)+T =P+(W+7) OPOX,wOV, 70OV,

(8) OPOX, @ OXexistuje jeding @ OV tak,72e P=Q+ U
Vektor & z vlastnosti (3) znaime P — @ nebo @

MnoZina X a linearni prostor V- mohou byt jakékoli takové, aby Slo
definovat operaci + s uvedenymi vlastnostmi.

Dobra a postacujici predstava afinniho prostoru je linearni pro-
stor V volnych vektor(l a mnozina X bodd.
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Souradnicovy systém afinniho prostoru

Dimenze afinniho prostoru je dimenze linearniho prostoru V.
Nadale budeme predpokladat afinni prostory s kone€nou dimenzi
(zejména s dimenzi 3 nebo 2).

Zvolme bazi (B) prostoru V a dale bod O O X. Dvojici (O, B) nazy-
vame soufradnicovym systémem afinniho prostoru.

Vektor & O V ma soufadnice vzhledem k (O, B) definovany jako
jeho soutadnice vzhledem k bazi (B).

Bod P 00 X ma souradnice vzhledem k (O, B) definovany jako sou-
fadnice vektoru OP. Tomuto vektoru Fikame radiusvektor bodu P.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [5]

Vlastnosti souradnic v afinnim prostoru

Necht C je zobrazeni soufadnic, @, 7 OV, P,Q 0 X, a OR. Pak
L) C(@+7V)=C(w)+C(D)
(2 Clam@)=aX(w)
() C(QR+w)=C(@Q) +C(W)
(4) CP-Q)=C(P)-C(})
Dukaz: (1) a (2): jsou to obvyklé soutadnice vektoru. (3), (4): stai
soutadnice bod{ vyjadrit jako soufadnice jejich radiusvektor(.
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Homogenni soufadnice

Necht ma afinni prostor dimenzi n.

Homogenni souradnice vektoru v soufadnicovém systému (O, B)
je usporadana (n + 1)-tice; prvnich n sloZzek obsahuje soufadnice
vektoru, posledni sloZka obsahuje nulu.

Homogenni soufadnice bodu v souradnicovéemu systému (O, B)
je usporadana (n + 1)-tice; prvnich n sloZzek obsahuje soufadnice
bodu, posledni sloZka obsahuje jednicku.

Pozorovani: Tvrzeni z pfedchozi strany [5] o soufadnicich plati i
v pfipadé, Ze C zna¢i homogenni soufadnice.
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Matice v homogennich soufadnicich

Zobrazeni A : X - X, pro které existuje matice A O R»*1n+1
s vlastnosti:

homogenni homogenni
souradnice soufadnice
A0l boduP = | bodu A(P)
vzhledem vzhledem

k (O,B) k (O,B)

se nazyva transformace s matici A v homogennich souradnicich.
Pozorovéani: Matice A musi byt tvaru:
At
A=
(5 1)

kde A’ O R™", t 0 R™!, o O RY" je nulovy vektor.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [8]

Vlastnosti matice
v homogennich soufadnicich

(5 1)78)-("7")

o 1 1 1

tj. bod je transformovan linearni transformaci s matici A’ a na-
sledné posunut o t.

(5 D)+ (%

tj. vektor je pouze transformovan linearni transformaci s matici A’.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [9]

Priklad 2D
Obecna matice transformace v homogennich soufadnicich ma tvar:

a b ¢
(d e f)
0 01

Je tedy urcena Sesti parametry.

Bod se soufadnicemi (x,y) prejde pfi transformaci s touto matici
na bod se souradnicemi (x,y’):

x a b ¢ x ax+by+ec
y|=1d e f|l|Oy|=]|dc+ey+f |,
1 0 0 1 1 1

takze bod se transformuje linearné a posune o vektor (c, f).

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak ~ [10]

Priklad 3D

Obecna matice transformace v homogennich soufadnicich ma tvar:

a b ¢ d
e f g h
i1 j k1
0 00 1

Je ur€ena dvanacti parametry.

Transformace bodu probiha podle nasledujiciho vzorce:

x a b ¢ d x ax+by+cz+d

Y0|_|e f g h y|o|extfy+tgz+h
=1 " O =1 "

F4 i j k1 z ix+jy+kz+l1

1 0 0 0 1 1 1



BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [11]

Skladani transformaci — souc¢in matic

Véta: Necht A a B jsou matice transformaci A a B v homogennich

souradnicich
! !
A= (A t>, B = <B s)
o 1 o 1

Pak slozena transformace B o A ma matici:
B s At B'[A B'X+s
BOA = O = .
( o 1) < o 1) ( o 1 >
Poznamka: Je (B o A)(x) = (B(A(x)).

Dlikaz véty se provede analogicky, jako diikaz véty o sloZzeném
linearnim zobrazeni.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [12]

Inverzni transformace — inverzni matice

Véta: Ma-li transformace A regularni matici A v homogennich sou-
Fadnicich, pak je prosta a na a A™ ma matici A™ v homogennich
soufadnicich.

Pozorovani:

. (At a_ (AT —(ANTt
Je-li A—<O 1), pak A —< o 1 )

Inverzni matice k A existuje, pravé kdyZz A’ je regularni.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [13]

Priklad: elementarni transformace ve 2D

Zmeéna meéritka ma matici v homogennich soufadnicich:

a 0 O
0 b 0].
0 01
Rotace o Uhel o ma matici v homogennich soufadnicich:
cosa -sina O
sina cosa 0|,
0 0 1

Posunuti o vektor se soufadnicemi (t,, ¢,) ma matici v homogen-

nich souradnicich:
1 0 ¢
01 ¢
0 0 1

Dalsi transformace vznikaji skladanim téchto transformaci.

BILLIN, algebra-all, 13, P, Olsak  [14]
Priklad
Najdeme matici (v homogennich soufadnicich) rotace o Uhlel a
kolem bodu (2, 3).
Uvedena transformace je sloZzenim nasledujicich transformaci:
¢ posunuti o vektor (-2, 3),
« rotace o Uhel a,
¢ posunuti o vektor (2, 3).
Matice vysledné transformace je sou¢inem matic:

(posunuti o (2,3)) O(rotace o Ghel o) O(posunuti o (-2, -3)) =

1 0 2 cosa -sina O 1 0 -2
=10 1 3|0 sina cosa Oo)JOlo 1 -3)=---
0 0 1 0 0 1 0 0 1

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak ~ [15]

Priklad, pokracovani

sina cosa -2sina-3cosa+3

0 0 1
TakZe bod o soufadnicich (x,y) pfechazi po této transformaci na
bod o soutadnicich (x'y’), pro ktery plati:

x' cosa -sina -2cosa+3sina+2 x
y' | =1 sina cosa -2sina-3cosa+3 | U =
1

0 0 1 1

(cosa -sina —20030{+35in0r+2)

(sina)x + (cosa)y—-2sina-3cosa +3

((cosa)x—(sina)y—2cosa+35ina+2>
1

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olsak  [16]

Afinni transformace

Definice: Necht (X, V) je afinni prostor. Transformace A : X - X
se nazyva afinni, pokud existuje linearni transformace A’ : V - V
tak, Ze

AP+TW)=AP)+A(w) OPOX,wOV.

Zvolme bod O O X. Protoze pro kazdy P [0 X plati P = O + OT’, je
A(P) = A(O) +A’(075), takZe kazda afinni transformace je jedno-
znacné uréena hodnotou A(O) a linearni transformaci A’ : V - V.

ProtoZe kazda linearni transformace A’ : V -, V je jednoznagné

uréena hodnotami na bazi (B) = (b1, ba,..., b ), je kazda afinni
transformace jednoznacné ur¢ena hodnotami v n + 1 bodech:
0, O+b;, O+by ..., O+b,
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Matice afinni transformace

je jeji matice v homogennich soufadnicich. Je tfeba ukazat:

« Kazda transformace, ktera ma matici v homogennich souradni-
cich, je afinni.

« Kazda afinni transformace ma matici v homog. soufadnicich.

Puntik prvni: Je dana matice A néjaké transformace v homogen-
nich soufadnicich vzhledem k (O, B). Matice hledaného zobrazeni
A’ je také matice A. Jsou-li p soufadnice bodu P O X a u souradnice
vektoru w OV, pak

w71%) one2) (3).

Puntik druhy: Hledan& matice obsahuje ve sloupcich homogenni
soufadnice obrazll baze nasledované homogennimi soufadicemi
obrazu bodu O. Tgkové matice urcuje hodnoty afinni transformace
na bodech O, O+ b ;, takZe urcuje afinni transformaci jednoznacné.
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Vlastnosti afinni transformace

« Skladani afinnich transformaci je afinni transformace
 Afinni transformace je prosta pravé kdyz je na pravé kdyz ma
regularni matici v homogennich souradnicich.

» Je-li afini transformace prosta, pak jeji inverze je také afini
transformace.

» Prosta afinni transformace zobrazuje rovnobézné pfimky na rov-
nobézneé primky.
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Priklad

Je dana afinni tansformace ve 2D prostoru takova, Ze posune po-
Catek soufradnicového systému do bodu (3, 2) a transformuje prvni
bazovy vektor na vektor se soufadnicemi (-1,2), druhy bazovy
vektor transformuje na vektor se soufadnicemi (4, 1).

Najdeme matici v homogennich soufadnicich této transformace.

Podle pfedchoziho matice obsahuje homogenni soufadnice obraz{
baze a v poslednim sloupci homogenni soufadnice obrazu pocatku.
Tedy
-1 4 3
A= 21 2
0 01
Pronasobime-li pixelové soufadnice kazdého pixelu touto matici,
dostavame pixelové soutfadnice obazu: maticovym nasobenim mu-
Zeme tansformovat dvourozmérny obrazek.

[1

Viastni
cislo, vektor

« motivace: smér primky, kterou lin. transformace nezméni

« invariantni podprostory

¢ charakteristicky polynom

¢ baze, vzhledem ke které je matice transformace nejjednodussi

« podobnost s diagonalni matici

a) algebra-all, 14, b) P. Ol3ak, FEL CVUT, ¢) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, ) L, f) 2009/2010, g) . Viz p. d. 4/2010
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Motivace

Je dana transformace A : R?2 ~ RZ?. Najdeme takovou p¥imku p
prochéazejici pocatkem, aby A(p) = p.

p={tw;t0OR}, Alp) ={A(tw); t R} ={tA(W); t O R}

Musi tedy existovat A 0 R tak, aby A(%) = Aw. PFitom & musi
byt nenulovy vektor.

Zvolme v R? ngjakou bazi (nap¥. standardni). Necht x jsou sou-
Fadnice & vzhledem k této bazi a A je matice transforamce A
vzhledem k této bazi. Pak musi

AX=AX, X#o, t. (A-AE)x=0, X¥o0
TakZe matice A — AE musi byt singularni, neboli det(A - AE) = 0.

Cislu A budeme Fikat vlastni ¢islo a vektoru @ Fikame vlastni
vektor transformace A pfisluSejici vlastnimu ¢islu A.
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Vlastni Cisla jsou i komplexni

Kvadraticka rovnice det(A — AE) = 0 (viz pfedchozi motivacni pri-
klad) mlze ale nemusi mit realné kofeny. Pokud ma dva rdizné
realné koreny, pak existuji dva sméry, které transformace A ne-
meéni. Tj. existuji dvé pFimky, pro které je A(p) = p. Napfiklad
zkoseni, které (1, 0) necha beze zmény a (0, 1) zobrazi na (1, 1/2).

Pokud jsou kofeny rovnice det(A —AE) = 0 komplexni, pak neexis-
tuji pfimky, pro které je A(p) = p (napfiklad rotace). Pokud bychom
chtéli najit vlastni vektory prFislusejici komplexnim vlastnim €is-
1Gm, budou mit komplexni soufadnice. Je tedy poti¥eba pracovat
s linearnim prostorem nad komplexnimi Cisly.

Budeme potrebovat zaruku existence vlastnich ¢isel. Budeme tedy
muset pFipustit komplexni vlastni Cisla a pracovat s linearni pro-
storem L nad C.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olsak  [4]

Invariantni podprostor

Necht A : L - L je linearni transformace. Podprostor P [0 L, pro
ktery plati A(P) = P nazyvame invariantni podprostor vzhledem
kA.

PFedbézn4 Gvaha:

Je-li L linearni prostor nad C, pak zarucené existuji vlastni Cisla
A OC, prokteraje A(X) =A%, ® # 0. Spoletné s nulovym vek-
torem tvori vSechny vlastni vektory prislusejici pevné vybranému
vlastnimu ¢islu A invariantni podprostor.

Je-li L linearni prostor nad R, pak kromé {0’} a L dal3i invariantni
podprostory vzhledem k A nemuseji existovat: vlastni ¢isla mohou
byt jen komplexni. NapfFiklad A je rotace.
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Vlastni ¢islo, vlastni vektor matice

Definice: Necht A je ¢tvercova matice typu (n,n) readlnych nebo
komplexnich &isel. Cislo A O C se nazyva vlastnim ¢islem matice
A, pokud existuje vektor x 0 C™1, x # o, takovy, Ze A X = A X.
Vektor x, ktery splfiuje uvedenou rovnost, se nazyva vlastni vektor
matice A prislusny vlastnimu &islu A.

Pozorovéani: Z rovnosti A Ox = A x plyne (A - AE) x = 0. Protoze
z definice musi x # 0, je tfeba, aby soustava méla nenulové feseni,
tedy musi det(A -AE) = 0.

Definice: Polynom v proménné A tvaru det(A - AE) se nazyva
charakteristicky polynom matice A.

Pozorovéani: Charakteristicky polynom je stupné n a jeho kofeny
jsou vlastni €isla matice A. Matice A ma tedy (v€etné nasobnosti)
n vlastnich Cisel.
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Vlastni Cislo, vlastni vektor transformace

Definice: Necht L je linearni prostor konecné dimenze nad C a
necht A : L - L je linearni transformace. Cislo A O C se nazyva
vlastnim &islem transformace A, pokud existuje vektor = O L,
X # 0 takovy, Ze A(X) = A x. Vektor ¥, ktery splfiuje uvede-
nou rovnost, se nazyva vlastni vektor transformace A prislusny
vlastnimu ¢éislu A.

Pozorovani: Vlastni ¢islo transformace A je stejné jako vlastni
Cislo jeji matice A vzhledem k jakékoli bazi (B). Vlastni vektor
matice A pak obsahuje soufadnice vlastniho vektoru transformace
A vzhledem k béazi (B).

Dusledek: Vsechny matice stejné linearni transformace (vzhle-
dem k rtiznym bazim) maji shodna vlastni ¢isla (maji shodné spek-
trum).
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Priklad
Je dana matice
5 -2 2
A=|-1 4 -1
-4 4 -1

Najdeme jeji vlastni Cisla a k nim pFisluSejici vlastni vektory.
5-A -2 2
det -1 4-A -1
-4 4 -1-)
Toto je charakteristicky polynom matice A. Ma dvojnasobny kofen
A = 3 a jednonasobny kofen A = 2. Tyto koreny jsou vlastni Cisla
matice A.

=-A%-8A2+211-18 = (A -3)? (A -2)

Najdeme je3té vlastni vektory pfislugejici vlastnim ¢islilm 3a 2...
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Priklad, pokracovani

5-3 -2 2
A=3: -1 4-3 -1 o -1 1),

-4 4 -1-3
takze k A = 3 pfislusi vlastni vektory z ({1, 1, 0), (-1, 0, 1)0

5-2 -2 2
r=2: (—1 4-2 -1 )D<_Ol 2 j)
-4 4 -1-2
takze k A = 2 pfislusi vlastni vektory z (-2, 1, 4)0

Pro vlastni ¢isla a vlastni vektory plati napf. nasledujici vztahy:

332G 2 2)0)=()
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Jiny priklad

2 4 -3
Je dana matice B=| -1 10 -6 |.
-1 8 -4
Jeji charakteristicky polynom je
det(B-AE)=-A%-8A2+21A -18= —(A -3)’(A - 2).
Hledame vlastni vektory pfislusejici vlastnim &islim 3 a 2:
2-3 4 -3 vlastni
A=3: ( -1 10-3 -6 )D<Ol f _i) vektor:
-1 8 -4-3 (1,1,1)
L 2-2 4 -3 1 8 -6 vlastnll
A=2: -1 10-2 -6 a 0 4 -3 vektor:
-1 8 -4-2 0,3,4)
B ma stejna vlastni Cisla jako A, ale jiné invariantni prostory.
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Podobné matice
Idea: Jak se ,podobaji“ matice A a A’ stejné linearni transfor-
mace A, jen vzhledem k r&iznym bazim (B) a (B’)? Plati:
A, = (PBAB/)_J' [A EPBHB’
To nés ispiruje k nasledujici

Definici: Fve’lkéme, Ze dveé ctvercové matice A, B 00 R™”" jsou po-
dobné, pokud existuje regularni matice P 0 R™" takova, Ze

B=Pl[A[P.

Pozorovanil: podobnost je relace ekvivalence.

Pozorovani2: podobné matice maji stejna vlastni Cisla.
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Podobné matice maji stejny char. polynom

Tvrzeni: Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.
Dlkaz: Necht B = P"1AP je matice podobna s A. Je
det(PIAP - A E) = det (P'AP - A PEP) =
=det(PAP-PAEP) =
=det(P1(A-AE)P) =
=detP™ det(A - A E) detP = det(A - A E).
Upozornéni: Obracené tvrzeni ,maji-li dvé matice stejny charak-

teristicky polynom, pak jsou podobné“ neplati. Za chvili ukazeme,
Ze matice A a B z predchozich p¥ikladd nejsou podobné.
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Podobnost s diagonalni matici

Uloha: Budeme se ptat, za jakych podminek je ctvercova matice A
podobna s diagonalni matici tvaru:

M O 0 ... 0
0 A, 0 ... 0
D=|0 0 A; ... 0
0 0 0 An

Jiny pohled na Glohu: je dana transformace A svou matici A vzhle-
dem k néjaké bazi. Ptame se, zda existuje jina baze, vzhledem ke
které je matice transformace A diagonalni. Ptame se tedy, zda lze
vhodnou volbou baze co nejvice zjednodusit matici transformace
az na diagonalni tvar.

Pokud se to povede, pak z pohledu takové baze je transformace A
jen zménou métitka ve smérech vektord baze (resp. projekce).
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Rovnost AP = P[D

Véta: Necht A, P a D jsou Ctvercové matice typu (n,n), necht P

obsahuje nenulové sloupce a necht D je diagonalni. Pak plati
AP = P[ID

pravé tehdy, kdyz D obsahuje vlastni ¢isla matice A a i-ty sloupec

matice P obsahuje vlastni vektor prisluSejici i-tému vlastnimu
Cislu v D.

Dukaz: Necht D obsahuje na diagonale ¢isla A;. Roznasobenim
rovnosti A (P = P D po sloupcich matice P = (p1,p2,---,Pxn)
dostavame rovnosti A [p; = A; p;. Tyto rovnosti plati praveé kdyz A;
je vlastni ¢islo matice A a p; je k nému prislusejici vlastni vektor.

Pozorovani: Kdyby byla P regularni, pak P*AP = D, takZe A
bude podobna s diagonalni matici.
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Podminka podobnosti s diagonalni matici
Tvrzeni: Matice A typu (n, n) je podobna s diagonalni matici pravé
kdyZ ma n linearné nezavislych vlastnich vektoru.

Skutetné, stati tyto vektory napsat do sloupcli matice P, dale
sestavit diagonalni matici D z odpovidajicich vlastnich ¢isel a plati
rovnost z predchozi strany.

Véta: Rlzna vlastni ¢isla maji linearné nezavislé vlastni vektory.
DUlikaz: technicky, viz skriptum.

DUsledek: Ma-li matice A pouze jednonasobna vlastni ¢isla (téch
je n a jsou vzajemné rlizna), pak je podobna s diagonalni matici.

Upozornéni: Obracené tvrzeni ,A je podobna s diagonalni, pak
ma vzajemné rlizna vlastni ¢isla“ neplati. Nap¥. E ma n-nasobné
vlastni €islo 1 a je pfimo rovna diagonalni matici.
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Priklad
Matice A z predchoziho pfikladu je podobna s diagonalni. Ma tfi
linearné nezavislé vlastni vektory, napf.
(1,1,0), (-1,0,1), (-2,1,4).
Tudiz plati

1 -1 2\t /5 2 2 1 -1 -2 300
1 0 1) 0-1 4 2] o 12]|=(0 30
0 1 4 -4 4 -1 0 1 4 00 2

Matice B z predchoziho pfikladu neni podobnéa s diagonalni, pro-
toZe nema tfi linearné nezavislé vlastni vektory.

TakZe: matice A a B nejsou vzajemné podobné, ackoli maji stejny
charakteristicky polynom a stejna vlastni €isla.
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Priklad: zména baze

Matice A z predchoziho pFikladu odpovida transformaci:

x'= Bx—-2y+22
y' = -x+4y -z
2= —dx+dy -z
Vzhledem k bazi (C) = ((1,1,0), (-1,0,1), (-2, 1, 4)) ma tataz trans-
formace diagonalni matici

3 00
D=0 3 0
0 0 2
takZe v této bazi se souradnice obrazu pocitaji takto:

x'=3x, y =3y, 2=22
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Nutna podminka podobnosti
s diagonalni matici

Da se ukazat, Zze dimenze nulového prostoru matice A-AE je vzdy
mensi nebo rovna nasobnosti vlastniho Cisla A.

Matice A typu (n,n) je podobna s diagonalni pravé kdyz ma n li-
nearné nezavislych vlastnich vektort. To znamena, Ze ma-li k& na-
sobné vlastni €islo A, musi mu pfisluSet & linearné nezavislych
vektor(l, neboli dimenze nulového prostoru matice A - AE musi
byt presné rovna k.

Pokud tedy pro kazdé vicenasobné vlastni €islo A je dimenze nu-
lového prostoru matice A - AE pfesné rovna néasobnosti tohoto
vlastniho ¢isla, je matice A podobna s diagonalni matici.
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Jordan(v kanonicky tvar

Da se ukazat, Zze kazda matice A je podobna aspon se ,.skoro dia-
gonalni“ matici tvaru:

J O ... O Ao 10 0
Jg o 0 A 1 0

J= 2 , kde J;=
0 00 ... 1
O 0 ...odn 0 0 0 ... A

Cisla A; jsou vlastni €isla matice A. Matici J se Fika Jordaniv
kanonicky tvar matice A.

Na diagonale matice J se objevi kazdé vlastni ¢islo tolikrat, kolik
je jeho nasobnost.

Dimenze nulového prostoru matice A-A E odpovidéa poctu Jordano-
vych blokt J; se stejnym vlastnim &islem A. TakZe tyto Jordanovy
bloky se mohou pro stejné (vicenasobné) vlastni ¢islo opakovat.
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Cviceni
* VWysvétlete, proc det A je roven soucinu vlastnich ¢isel matice A.

* Viysvétlete, pro¢ det A je roven absolutnimu ¢lenu charakteris-
tického polynomu matice A.

» PFedpokladejte A matici podobnou s diagonéalni. KdyZ do cha-
rakteristického polynomu matice A misto A zapiSete matici A,
dostavate nulovou matici. Pro¢?

« Predchozi tvrzeni pati i pro matice, které nejsou podobné s dia-
gonalni matici.

1

Skalarni soucin

» axiomaticka definice

« odvozeni velikosti vektor( a ihlu mezi vektory
» geometricka interpretace

 ortogonalita

« vlastnosti ortonormalnich bazi

a) algebra-all, 15, b) P. Olsak, FEL CVUT, c) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, €) L, f) 2009/2010, g) /. Viz p. d. 4/2010
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Definice skalarniho souc¢inu

Necht L je linearni prostor nad R. Operaci [ LxL - R nazyvame

- = =

skaldrni soucin, pokud pro vSechna x', y’, Z° splfiuje:
1 Oy =% x,
2 (F+y)IZ=x0z+7y 0z,
(@) (a¥) 0y =aOx 0y),
(4) T Ox =0, x Ox =0jentehdy, kdy? ¥ =70.

Poznamka: Je-li L linearni prostor nad C, pak se skalarnim sou-
¢inem oznacuje operace @ L xL - C se stejnymi vlastnostmi, jako
vySe, aZ na prvni. Misto ni je:

Ty =y 0x

Cisla jsou si vzajemné komplexné sdruzena.

BI-LIN, algebra-all, 15, P. Olsak  [3]

Priklady skalarnich soudint
¢ V R" definujeme
(1,22, ... %n) LYVL Y20+, Yn) = X1y +X2y2+ -+ Xp Yn.
Toto je skalarni soucin, skutecné spliuje axiomy (1) az (4).
 V prostoru orientovanych Usecek definujeme skalarni soucin
w v = Z|||I7|| cosa,
kde ||... || znagi velikost vektoru a a je Uhel mezi vektory.

« V linearnim prostoru spojitych funkci na intervalu [0, 100definu-
jeme skalarni soucin

1
fig = [fx)glx)dx
0
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Dalsi skalarni souciny v R”

Na R? je operace

12
(01, 22) 0 (y1,¥2) = (1, %2) (2 6) (i;) = x1y1+6x2y2+ 2201y2 + 220y

také skalarni soucin. Na druhé strané tieba

1 2
(1, 22) 0 (¥1,2) = (x1,%2) <2 2) (i;) = X1y1+ 22y + 2x1y2 + 2x2y1

neni skalarni soucin (neplati axiom 4).

Obecné, je-li A symetricka a pozitivné definitni matice (vSechny
hlavni subdeterminanty jsou kladng), pak

TmyT

je skalarni sougin. Z tohoto pohledu nazyvame x '~ standardnim
skalarnim soucinem na R”".
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Skalarni souéin — velikost

V linearnim prostoru L se skalarnim sou¢inem definujeme velikost
vektoru X', neboli normu vektoru X vzorcem

2] = v Ox.

Axiom (4) zarucCuje, Ze velikost je definovana pro libovolny vektor
a Ze nulovou velikost méa pouze nulovy vektor.
Tvrzeni: |laX| = |a| /x|, protoze

lo®|=Vax x = Voa2(x 0x) = Va2 V¥ Ox = |a| O
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Skalarni soucin — Uhel mezi vektory

V linearnim prostoru L se skalarnim soucinem definujeme thel
mezi dvéma nenulovymi vektory X a7y jako takové ¢ O [0, 1), pro
které je
cos @ = * Oy
ENEL
Ze cos ¢ v uvedeném vzorci existuje pro libovolné dva nenulové
vektory zarucuje

Schwartzova nerovnost: Pro libovolné dva vektory plati
[ Oy < IZ Nyl

Dlkaz:0< (T +ay)Ax +ay) =% & +a (% ) +a’qy ).
Pro uvedeny kvadraticky polynom Aa? + Ba + C musi platit:
B?2-4AC<0, tj. B?<4AC, tj. (-2(x )2 <4ZIPIY P,
. VED?2<VIFRVITIR 4 [F < IZI07
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Skalarni sou¢in — vzdalenost vektorU

V linearnim prostoru L se skalarnim soucinem definujeme vzdd-
lenost mezi dvéma vektory X a7y, neboli metriku vzorcem

p(x,y) =% -7l
Pro metriku pati trojuhelnikova nerovnost:
Pp(E,7)+p(¥,Z) 2 p(¥,Z),
-

neboli 7 -+ -Z|2|x - Z|, kteraoznadeni @ = X - ¥,
b =7y -7 prechazi na tvar

— —
l@li+Noll = IIa+ bl
a

Dikaz: [[@ + b|P = (@ + b)(@+b)=T G +2a b+b b <
(Schwartzova nerovnost) < |[@|P+2 (@& 1+ 6 1P = (I [1+]1 6 [)>.
BI-LIN, algebra-all, 15, P Olsak  [8]
Axiomy metriky a normy
Je-li na mnoziné L zavedena metrika p(x,y) s vlastnostmi
(1) p,¥)z0, plx,y)=0pravé kdyZ x =y,
(2 pl.y)=pl.x),
() pl.y)+pl.2) 2 px,z2),
fikdme mnoZiné L s metrikou p metricky prostor.
Je-li na linearnim prostoru L zavedena norma ||.. .|| s vlastnostmi
(1) |[*]|=0, |[x]|=0pravékdy? x =70,
@ ol = lalOr=],

@) IF+¥I < IXI+1YIl,
Fikame prostoru L linedrni prostor s normou.

My jsme odvodili normu a metriku ze skalarniho soucinu. Je ovSem

mozné je zavést jen podle uvedenych axiom{, nebo zavést normu
avinmaticlky a ndvadit metrileir islkkn A( v ) = I3 — Ml
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PFiklady

Pythagorova véta: Pravouhly trojuhelnik budou tvofit dva na
sebe kolmé vektory x a y'. Jejich rozdil tvofi pFeponu.

IF-¥IF=(F-7UT-7)=7 & -2 F+5 I = [FIP+I7IP

Ve vypoctu jsme vyuzili toho, Ze dva nenulové vektory X a y jsou
na sebe kolmé pravé kdyz x Oy = 0.

Rovnobéznikova rovnost: soucet druhych mocnin velikosti Gh-
lopficek v rovnobézniku je roven dvojnasobku sou¢tu druhych moc-
nin velikosti sousednich stran.

IZ+ 7P +I% -FIF =2 (IFIP+17IF) -
protoZze

2 2 — 2 2 2 2
1%+ Y IP+I -5 = X +2% 7 + 1Y IF+ X1 -2% Oy +1[y I
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Ortonormalni baze

Na linearnim prostoru se skalarnim sou¢inem mtZeme méfit ve-
likosti vektord a Uhly mezi nenulovymi vektory.

Zejména kolmost (ortogonalitu) dvou nenulovych vektordl = a 3y

pozname podle podminky X Oy = 0.

Mezi rlznymi bazemi se ukaZe vyhodné vybirat takové baze, ve
kterych jsou si v8echny vektory navzajem kolmé a maji jednotko-
vou velikost. Tyto baze nazyvame ortonormdlni.

Definice: Baze se nazyva ortogondini, pokud pro kazdé dva rtizné
prvky baze b;a b;plati b;0b;=0.

Béze se nazyva ortonormdlni, je-li ortogonalni a vSechny jeji prvky
maji jednotkovou velikost, neboli

- > _[1 proi=j,
b‘Db’_{O proi #j.

BI-LIN, algebra-all, 15, P. Olsak  [11]

Skalarni soucin pocitany pomoci souradnic

Véta: Necht (B) je koneCna ortonormalni baze linearniho pro-
storu L. Necht (x1, x5, . .., x,) jsou soufadnice vektoru x vzhledem
k bazi (B) a necht (y1,y>, ...,¥,) jsou soufadnice vektoru 3" vzhle-
dem k bazi (B). Pak

T OY = xpy1+x2y2+ -+ X Yn.
Dokaz:

— — — — — —
(xlbl";}x2b2+';;+ﬁzbn)E(Ylbl:y2b2+"'+ynbn) :H
— — —
=x1y101 b 1+x2y1b20b 1+ +x1y2b 1 Do+ 42, ¥, b, b, =
=1y M +aoy O+ 21y, [0+ -+, y, [ =

= xy1txpy2t -t X Y.
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Kolmost zarucuje linearni nezavislost

Véta: Necht X1, X'2,..., X, jsou nenulové vektory, které jsou na
sebe navzajem kolmé. Pak jsou tyto vektory linearné nezavislé.

Dukaz: Ovéfime
o1 +a, Xo+---+a, Wp,=0 0O o;=0 0Oi

Vynasobime-li obé strany rovnosti skalarné vektorem ¥';, dosta-
vame na levé strané soucet nul s vyjimkou jediného s€itance, pro-
toZe vektor x'; je kolmy na v3echny viechny ostatni vektory =';.
Mame tedy

ai?i DfizﬁljinO.

ProtoZze x; Ox; je nenulové ¢islo, musi byt a; = 0. Tuto operaci
muiZzeme provést pro kazdy index i 0 {1,2,...,n}, takZe viechna
Cisla €isla a; jsou nutné nulova.
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Soufadnice pocitané ze skalarniho soucinu

Véta: Necht (B) = (b1, b2,..., by) je ortonormalni baze linear-
niho prostoru se skalarnim soucinem. Pak soufadnice libovolného
vektoru X" vzhledem k bazi (B) jsou

(b1, T2, ..., Th ).

Diikaz: Oznatme 5 = (¥ 1) b1+(XDb2) ot +(T b, b
— bl

Mame dokazat, Zze ¥ = ¥ . Nasobme vektor ¥ vektorem
?Dbi:«m?)b +(F06) b+ + (¥ 06,) b b, =
= (X 0b)b;0b;=% b,
protoZe baze je ortonormalni. Je X’ 0b; = v 0b; 0i O {1,2,...,n}.

Co, kdyby ¥ # 7)7 Vektor ¥
protoZe (¥ - %) Db =0.Pakj jsou vektory b 1, b 2ye .-
linearné nezavislé, ale to je ve sporu s tim, Ze (B) je baze.

¥ je kolmy na vsechny prvky b, i
b —
’ ns

x =Yy
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Basnicka: ¢tvrta dimenze

Jednou v hospodé u Karla ¢tvrtého,
uvidél jsem kus prostoru ¢tvrtého.

étyﬁ pallitry u stropu nad salem,
letély k sobé kolmo navzajem,

coZ neni mozné v dimenzi tfeti,
kde nejvy3e t¥i pallitry k sobg leti.
Tak poznal jsem diky otci vlasti,
jake jsou v pullitru skryty slasti.
Jak v8em &ech@im rozsituje obzory
0 n-dimenzionalni prostory.

in: Emil Calda: Rikanky mno#inové nelogické
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Geometrickéa predstava skalarniho soucinu

Predpokladejme, Ze vektory X a 7y jsou orientované Usecky, na-
vic necht 7’ ma jednotkovou velikost. Sestrojme z koncového bodu
vektoru x kolmy priimét na pt¥imku, prochazejici vektorem .
Velikost tohoto kolmého priimétu (je-li na polopfimce spoletné
s vektorem %) je skalarni soucin x [y. Je-li priimét na opatné po-
lopFimce, pak skalarni soucin je zaporny a jeho absolutni hodnota
je rovna velikosti pramétu.

Tato geometricka interpretace vychazi ze vzorce:
* y = XYl cos ¢.

Z tohoto pohledu Fika véta ze stranky [13], Ze soufadnice vektoru
jsou priiméty vektoru na jednotlivé soufadnicové osy.
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Uhly vektoru s osami

Véta: Necht (x1, x5, . .Hxn) jsou souFadnice vektoru X vzhledem
k ortonormalnl bazi (b1, bo,..., b,). Pak Uhel @ mezi vektorem
x avektorem b ma velikost @, pro kterou je

Xj
COS@ = +—+ -
(ER
Duikaz:
— —
_ YDbi _?Dbi_ Xi
e = =l

V Upravach jsme vyuZzili toho, Ze || b =1 (baze je ortonormalni) a
dale ptedchozi véty, podle které je x; = X Db

Dusledek: cos? @ +cos? @ +---+cos? @, =1
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Schmidtdv ortogonalizaéni proces

Zhruba: kazdou konetnou bazi lze ,opravit” tak, aby byla ortonor-
malni. Oprava k-tého vektoru vzdy probih& v linearnim obalu prv-
nich & vektory. Tj. prvni vektor opravime na primce dané prvnim
vektorem, druhy vektor opravime v roviné dané prvnimi dvéma
vektory, atd.

Presné: Necht {?1,?2,...,?,1} je libovolna baze. Pak existuje
ortonormalni baze {¢’1, ¢,..., Cn} takova, Ze

51, b2..., b= 1, Car..., €p  DEO{1,2,...,n}.

Dlkaz: oprava kazdého vektoru probiha ve dvou krocich. Vektor
se (uvnitf zminéného lin. obalu) ,,nato¢i“ a nasledné se ,normuje*:

k —>/
-/ — - b
b= b= Y (b 0c’y) ¢ Ther = —2
1 15 jsall
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Ortogonalni matice

Predpokladejme v R" standardni skalarni soucin. Matice A 00 R™*",
kteréa ve sloupcich obsahuje néjakou ortonormalni bazi prostoru
R™, se nazyva ortogondlni.

Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:

« A je ortogonalni,

« ATIA=E,

« AAT=E

« AT je ortogonalni,

« A obsahuje v fadcich soufadnice ortonormalni baze,

* A je matici pfechodu mezi dvéma ortonormalnimi bazemi.
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Dalsi vliastnosti ortogonalni matice

e Je-li A ortogonalni, pak detA = 1 nebo det A = -1.

« Je-li A ortogonalni a je-li x sloupcovy vektor, pak sloupcovy vek-
tor A [x ma stejnou velikost jako vektor X.

« Soucin ortogonalnich matic je ortogonalni.
Prvni puntik:
1 = detE = det(A [AT) = (det A) (det AT) = (det A)2.
Druhy puntik:
IAXIP = (AX)T AX) = xT TAT [A Ok = xT O = ||x|].
Treti puntik:
AB)TOAB)=BTATAB =BT (EB=E.
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QR rozklad

Je-li A regularni matice, pak existuje ortogonalni matice Q a horni
trojuhelnikova matice R tak, Ze

A=QIR.

DUlkaz: Sloupce matice A tvoFi n&jakou bazi (B). Na tuto bazi pro-
vedeme Schmidtlv ortogonalizatni proces a tim dostaneme orto-
normalni bazi (C). ZapiSeme ji do sloupct matice Q. Matice R je
matici prechodu od ortonormalnl baze (C) k bazi (B). Obsahuje

soufadnice vektor(i b » Z baze (B) vzhledem k (C). Diky vlastnosti
I:bl,bz,...,ka=EE'1,?2,...,?kD DkD{l,Z,...,n}.

jsou soufadnice vektoru ?k vzhledem k (C) pro i >k nulové, takze
R je horni trojuhelnikova.
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Euklides
Euklides (jiny preklad: Eukleides) byl fecky matematik (kolem
roku 300 pf. n. I.).

Hlavni dilo: Euklidovy Zdklady (ve 13 kapitolach). Po Bibli nejvice
publikované dilo az do 19. stoleti.

Pokusil se o pfesné formalni vyjadfovani, vybudoval geometrii
systémem definice, véta, dlikaz. Pokusil se definovat i nedefinova-
telné:

¢ bod je to, co nema ¢asti,
* kfivka je délka bez Sitky,
* pfimka je kFivka s body, ktera leZi rovng,

¢ rozdélenim pfimého Ghlu na dva stejné vznika Ghlel pravy,
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Euklidovy postulaty (axiomy)

Euklides si uvédomil, Ze nékteréa tvrzeni nelze dokéazat, je nutné
je predpokladat. Formuloval pét tzv. postulatd:

¢ Dva body urcuji jedinou Usecku, ktera v téch bodech kon¢i.

» Kazda Usetka miizZe byt prodlouZena tak, Ze vznikne opét Usecka.

¢ Je mozné nakreslit kruZnici s libovolnym stfedem a polomérem.

VSechny pravé tahly jsou si rovny.

JestliZze pfimka protina dvé primky tak, Ze vnitfni Ghly na téze
strané jsou mensi nez dva pravé uhly, pak se tyto dvé pFfimky
protnou na stejné strané, na které jsou Uhly mensi neZ dva pravé.

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olsak  [4]

Otazniky kolem patého axiomu

Paty axiom je formulovan sloZité, je v geometrii nutny?

Ukazalo se, Ze paty axiom je (za predpokladu platnosti prvnich
Ctyr) ekvivalentni s nasledujicimi tvrzenimi:

» Danym bodem Ize k dané pfimce vést jedinou rovnobézku.

« Trojuhelniky maji souget vnitinich ahlt 180°.

¢ Plati Pythagorova véta.

Pozdégji se ukéazalo (Gauss, Lobacevskij, Riemann), Ze uZitecna
je i geometrie bez patého axiomu (tzv. neeuklidovska geometrie).
Napfiklad dvourozmérna geometrie na sféfe: trojuhelniky maji
soucet Uhl0 vétsi nez 180°, kazdé dvé ,.pFimky* (nejkratsi spojnice
dvou bodt prodlouzené na obou koncich) se protinaji, tj. neexistuje
rovnobézka. Neplati Pythagorova véta.
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Euklidovsky prostor dnes

V euklidovském prostoru chceme pracovat s pfimkami (to umime
v afinnim prostoru), dale chceme v rovinach vymezit kruznice.
K tomu potfebujeme méFit vzdalenosti. Potfebujeme tedy met-
ricky prostor. Metrika musi byt odvozena z Pythagorovy véty (ji-
nak by tato v&ta neplatila a neplatil by paty Euklidlv axiom). Tuto
vlastnost splfiuje metrika odvozena ze skalarniho soucinu. Ko-
necné v euklidovském prostoru potfebujeme mérit thly. K tomu
také slouzi skalarni soucin. Dnesni definice euklidovského pro-
storu je tedy nasledujici:

Definice: Euklidovsky prostor E, je afinni prostor (X, V) dimen-
ze n, pfitom V je linearni prostor se skalarnim soucinem. Z tohoto
soucinu je odvozena norma a metrika na V. Metrika na X je defi-
novana takto: vzdalenost bod( P, @ je rovna velikosti vektoru P-Q.
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Zakladni objekty v euklidovském prostoru

« PFimka:p={A+t%,t0R}, kdeADX, 50V, 5 #0.

Primka je tedy dana bodem A, kterym prochazi a nenulovym smeé-
rovym vektorem s . M{zZe byt téZ dana dvéma body A a B:
p={A+t(B-A), tOR}.

. Use&kas koncovymi body A, B: u={A+t(B-A4A), ¢t 00,10.
« Kruznice se sttedem S a polomérem r: &k ={X, p(S,X) =r}.

Kruznici Ize takto definovat jen v E, (dimenzi 2). Pro vétSi dimenze
je uvedena mnozina povrchem n-rozmérné koule.

- - - -
s Rovina:o={A+ta +ub,t,u0R}, AOX, @, b OVjsouLN.
Rovina je dana bodem a dvéma nezavislymi sméry.

» Zobecnéna rovina (afinni podprostor): T =A + (&' 1,..., @0
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Vztahy mezi primkami

Dvé piimky p = {A; +t51, t DR} aq = {A;+t5,, t O R}
jsou totozné, pravé kdyz vektory A, —A; a 5’1 jsou LZ a soutasné
sméroveé vektory 5’1, 52 jsou LZ.

Dvé pfimky p = {A; + ts, t 0 R} aq ={A,+ ts, t 0O R} jsou
rovnobézné, pravé kdyZ nejsou totoZzné a vektory 51, 52 jsou LZ.
Dvé piimky p = {A; +t51, t DR} aq ={A,+t5, t OR} leZi ve
spolecéné roviné, pravé kdyz vektory A, —A;, 51, 5, jsou LZ.

Dvé primky jsou riznobéZky (protinaji se v jednom bodg), pravé
kdyz lezi ve spolecné roviné a nejsou totoZné ani rovnobézné.

Dvé pfimky jsou mimobésky (mijeji se v prostoru), pravé kdyz
neleZi ve spolec¢né roviné.

Uvedené vztahy rozpozname algebraickymi metodami: vySetie-
nim linearni zavislosti nebo nezavislosti vektord.
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Priklad

Najdeme parametr a 00 R takovy, aby se pfimky
p=(1,2,3)+[02,2,5)0aq = (4,3,7) + (3, a, 1)Tprotinaly.

Regeni: PFimky nejsou rovnobézné ani totozné, protoze jejich smé-
rové vektory jsou linearné nezavislé. Aby tyto pfimky byly réz-
nob&zkami, musi byt vektory (3,1, 4), (2,2,5), (3, a, 1) lien&rné za-
vislé, takZe kdyzZ jejich soufadnice zapiseme do Fadkd matice A,
musi mit tato matice nulovy determinant:

3 1 4
det|2 2 5| =-5-7a=0.

3 a1l

5
TakZze a = —.
“=77
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Zobecnéna rovina: afinni podprostor
Je dan bod A O X a linearné nezavislé vektory o, wo,..., Up
v afinim prostoru (X, V). MnoZiné
M=A+001,Ws,..., w0
fikame zobecnénd rovina. Ma dimenzi k.
Zobecnéna rovina dimenze 1 je pfimka.
Zobecnéné rovina dimenze 2 je ,skute¢nd” rovina.

Pojem zobecnénd rovina tedy zahrnuje pojmy pfimka a rovina do-
konce pro linearni prostory libovolné dimenze . Zobecnéna rovina
je podprostor v afinnim prostoru (X, V).

Piesnéji, pfioznateni W = (i1, W, . . ., W e dvojice (M, W) afinni
podprostor: operace afinniho prostoru jsou na mnoziné M a line-
arnim podprostoru W uzavreny.
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Vzajemna poloha zobecnénych rovin

Oznalme U = 001, Wo,..., wp0a V=1, U>,..., Uml Necht A
a B jsou body v afinnim prostoru (X,V) a necht jsou dany dvé
zobecnéné roviny M =A+UaN=B+V.

e M aN jsou totozné, prave kdyz U=V aA-BOU.

* M je obsaZena v N, prave kdyzUOVaA-BOV.

Dalsi pojmy se tykaji jen zobecnénych rovin M a N takovych, Ze
Za4dna neni obsaZena v druhé.

* M je rovnobéznd s N, pravé kdyz U 0 V nebo V O U.

e Zobecnéné roviny M a N se protinaji, pravé kdyZA-BO U OV.

e Zobecnéné roviny jsou mimobézné, pravé kdyZz nejsou rovno-
bézné a neprotinaji se.

* M a N jsou na sebe kolmé, pravé kdyz w; O0uv’; = 0 pro viechna
10{1,...,k}aj0O{1,...,m}
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Kartézsky souradny systém

Necht E,, = (X, V) je euklidovsky prostor. Kartézsky souradny sys-
tém tohoto prostoru je soufadnicovy systém (O, B) afinniho pro-
storu (X, V) takovy, Ze baze (B) je ortonormalni.

—

Necht (x1,%2,...,%,) @ (y1,¥2,...,¥n) jSOu soufadnice vektorll x
a y vzhledem ke kartézkému soufadnému systému. Pak

TOY = xiy1+22y2+ - +XnYn,

v —
IZ1 = a2 +x3+ o+l

Necht (a1,az,...,a,) a (a}, a5, ..., a,) jsou soufadnice boddl A a A’
vzhledem ke kartézkému soufadnému systému. Pak vzdalenost
t&chto bod( se potita ,podle Pythagorovy véty*:

PAA) = A=A = \/la1 -0t + (@2 =a? + -+ + (an =}
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Idea analytické geometrie
Geometrickeé Ulohy lze FeSit algebraicky prechodem k soufadnicim
vzhledem ke kartézskému soufadnému systému.

Geometrickeé konstrukce pravitkem a kruzitkem v roviné sestavaji
z téchto elementarnich tkon(:

« najit prisecik dvou pFimek (pokud existuje),
* najit prisedik primky s kruznici (pokud existuje),
* najit prisecik dvou kruZznic (pokud existuje).

VSechny tyto Ukoly Ize pfevést na vypocet soufadnic hledanych
prisedikll vzhledem ke kartézskému soufadnicovému systému,
pokud jsou dany souradnice vychozich objektl (soufadnice bodu a
smérového vektoru pfimky, soufadnice stfedu a hodnota poloméru
kruznice).
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Priklad: prisecik primek

V E; jsou dany primky p = (1,2) + [{3,4)0a ¢ = (2,0) + [{1, 3)0]
Vektory a body jsou dany v kartézskych soufadnicich. Najdeme
pruseéik pfimek p, q.

Protoze smérové vektory (3,4) a (1,3) jsou linearné nezavislé,
pFimky se protinaji (v E, neexistuji mimobézky). Prisedik najdeme
v misté, pro které nastava rovnost:

(1,2) +£(3,4) = (2,0) + u(1,3)

To vede na soustavu dvou linearnich rovnic s neznamymi ¢, u. Ta
ma feSeni ¢t =1, u = 2, takZe prUsetik je v bodé

P=(1,2)+103,4) = (4,6).
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Priklad: prisecik primky a kruznice
V E, je dana pfimka p = (1,2) + [{3,4)0a kruzZnice k se stfedem
(1,1) a polomérem 3. Najdeme jejich pruseciky.
Vzdalenost stfedu kruznice od bodu (1, 2) + ¢ (3, 4) na pfimce je

&) =@ +3t-1)2+(2+4t-1)2 = V252 + 8t +1

Prisetik nastava v mistg, kde (£(2))? = 32, neboli

-8+
25t2+8t-8=0, tio= %,

takze jsme nasli dva priseciky:

.2+ -8+ \/_(34) <1+3\/§ 18 4\/_>’

25 25 ' 25 25

+ _ _
1.2) 25 25’ 25 25
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Priklad: prisecik dvou kruzZnic

82;)/_(34) (1 3v54 18 4\/§>.

Jsou dany kruznice k; se stredem (1, 1) a polomérem 3 a kruznice
k5 se stiedem (3, 4) a polomé&rem 2. Najdeme jejich priseciky.

Prusecik ma soufadnice (x,y), které vyhovuji dvéma rovnicim:

(x-12+(y-1)>2=3

(x=3)2+(y-4)*= 22
Odectenim rovnic dostavame linearni rovnici 2x + 3y = 14. Dosa-
zenimx =7 - %y do prvni rovnice dostavéme kvadratickou rovnici
13y2-80y+112 = 0, kterama Feéeniyl =4,y,=1%3 8 PouZitim vzorce

x=7-3y dostavamex; = 1ax, = 13, takze hledane priseciky jsou

49 28
Py =(1,4), P2=(E E).
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Nekopirovat vzdy konstrukci vypoctem

Ne vZdy se vyplati postupovat stejné jako pfi feSeni Uloh pravit-
kem a kruzitkem jen vypoctem soufadnic postupné vznikajicich
prasecikul.

Napriklad sestrojeni kolmice na danou pfimku p prochéazejici da-
nym bodem P udélame kruZitkem tak, Ze zapichneme kruZitko
s dostatecné velkym polomérem do P a najdeme priseiky na p.
Pak pichneme kruZitko do t&chto priseikdl se shodnym polomé-
rem vét$im nez polovina vzdalenosti prisecikd a najdeme pruse-
Ciky kruznic. Jejich spojnice je hledana kolmice.

Analyticky ale stagi kolmici vyjadfit jako P + (5" picemz 5" je

vektor kolmy na smérovy vektor primky p. Kolmy vektor k vektoru
Vv roving 3 = (u,v) je vektor 57 = (-v, u), protoZe skalarni soucin
téchto dvou vektorl je nulovy.
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Dva popisy zobecnéné roviny vE,, n>3

Zobecnéna rovina M mdze byt zadana dvéma zplsoby:
« Bodem a smérovymi vektory: M =A+ 01, Wo, ..., W0

* Soustavou linearnich rovnic Bx = b takovou, Ze soufadnice
v3ech bodl zobecnéné roviny M tvofi mnoZinu jejich feSeni. Tuto
soustavu nazyvame soustavou zobecnéné roviny M.

Tyto dva popisy umime prevadét jeden na druhy:

« Je-li dana soustava zobecnéné roviny, pak jeji smérové vektory
jsou bazové vektory pridruzené homogenni soustavy Bx = o0 a
bod A je partikularni feSeni soutavy.

« Je-li dana zobecnéna rovina smérovymi vektory, pak zapiSeme
jejich soutadnice do Ffadk( matice A a vyFeSime Ax = o. Bazi
Feeni zapiSeme do Fadkl matice B a pravou stranu zjistime
dosazenim soufadnic bodu A za neznamy vektor x.
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Priklady popist primky a roviny v E;

Pirimka: Je popsana bodem a smérovym vektorem A + [15'[] Casto
se tento popis rozepisuje do soufadnic jako

x=aittsy, y=ax+ttsy, z=azttsz, tOR.

PFimku mdzeme také popsat soustavou dvou rovnic Bx = b. Neni
to typické, ale predvedeme si to. Bazi reSeni soustavy s jednou
rovnici sy x +s,y+szz = 0 oznafime (u1, uz, u3z), (v1, v2,v3). Hledana
soustava ma pak matici obsahujici tyto dva fadky a pravou stranu:

by =uja;+usar+uzas, br=via;+voa+vzas.

Rovina: Je popsana dvéma smérovymi vektory A + [0, 70 Vy-
feSenim homogenni soustavy dvou rovnic se soufadnicemi téchto
vektor( v Fadcich matice dostavame bazovy vektor (ny, ny, n3). Ro-
vinu pak mlZeme popsat rovnict roviny

n1x+n2y+ngz=d, kde d=njiai+nsa+nzas.
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Priseciky zobecnénych rovin

Dvé zobecn&né roviny se mohou protinat. Prinik pak tvofi bod
nebo zobecnénou rovinu. Jak tento prinik nalezneme?

Sestavime soustavu prvni zob. roviny Bx = b a druhé zob. roviny
B’x = b’. Re§ime pak soustavu, ktera vznikne slou¢enim téchto
dvou soustav. Soustava mé rozSifenou matici

B|b
(B10)

a jeji feSeni popisuje pranik danych zobecnénych rovin.

Priklad: Prinik dvou rovin ax + by +cz =d aa’x +b'y +c'z =d’
najdeme jako FeSeni soustavy

d

d/

ax+by+cz

adx+by+cz
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Priklad: prisecik primky s rovinou
Je dana primka p = (1, 2, 3) + ({2, 2, 1)0a rovina
M =(2,3,4)+ (83, 3,1), (3,4, 3)v E3. Najdeme jejich prisegik.

Podle predchozi stranky bychom mohli pfimku p popsat dvéma
rovnicemi a rovinu M tfeti rovnici a pak vyfeSit soutavu téchto tFi
rovnic. OvSem v tomto pFipadé se v&tSinou postupuje jinak:

Rovnice roviny M ma tvar 5x — 6y + 3z = 4 a pfimka p ma pa-
rametrické vyjadieni x = 1 +2¢, y = 2+ 2¢, z = 3 +¢. Dosadime
parametrické vyjadieni pfimky do rovnice roviny:

5(1+2)-6(2+2t)+3(3+t)=4.
Tato rovnice s jednou proménnou ma feseni ¢ = 2. Prisecik je

P=(1,2,3)+2(2,2,1) = (5,6,5).
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Kolmice k zobecnéné roviné v £,

Je dana zobecnéna rovina dimenze k:
M=A+D71,72,...,7kD

Kolmice k M vedena z bodu B je zobecnéna rovina N dimenze n-k,
kterou lze zapsat ve tvaru

N=B+[71,72,...,7/@@:34'@1,72,...,7”_;35

pFitemz vektory Ty, Ua,..., Uny ziskame nasledovng: Zvolime
kartézsky soutradny systém a soutfadnice vektord vzhledem k to-
muto soufadnému systému ztotoznime s vektory samotnymi. Vek-
tory U1, U, ..., Uns Pak tvoFi bazi FeSeni homogenni soustavy
Ax = 0, kde matice A obsahuje v Fadcich vektory @y, W, ..., Up.

Priklady: V euklidovském prostoru E3 je kolmice k roviné pfimka
a kolmice ke pfimce je rovina.
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Kolmice ve 2D a 3D

Kolmici v E,, po€itame FeSenim homogenni soustavy, jak bylo zmi-
néno na predchozi strance. To je univerzalni postup.

V pripadé E, a E; jsou jeSté jiné postupy:
+ V E; plati: 0a, b)d = [-b, a)0]
» V E; plati pro lin. nezavislé vektory:
&, v =0 x70

kde symbolem x je oznatem vektorovy soucin. O ném si povime
vice pozdégji.
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Kolmy priimét bodu do zobecnéné roviny

Je dana zobecnéna rovina M = A + (i1, W>,..., W0a bod B (ty-
picky mimo M). Najdeme bod B’ 0 M takovy, Ze B — B’ je vektor
kolmy na M. Bodu B’ ¥ikame kolmy primét bodu B do zobecnéné
roviny M.

Bod B’ Ize najit takto: sestrojime kolmici K = B+, Wy, ..., w;0.
Prinik M n K obsahuje jediny bod B'.

Jiny postup*: skalarnim soucinem lze po€itat kolmy priimét vek-
toru na vektor. Oznaéme symbolem p; kolmy priimét vektoru B-A
na vektor ;. Pak je B' = A+ p; (W[ %)

Pozorovani: V bodé B’ ma zobecnéna rovina M nejmensi vzdale-
nost od bodu B.

Dlikaz: Je-li C O M, pak BB'C tvoFi pravouhly trojahelnik a ma-
Zeme pouZit Pythagorovu vétu.
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Kolmy priimét zob. roviny do zob. roviny
Predstavme si, Ze napftiklad hledame kolmy pramét piimky do
roviny. Nebo délame néco podobného ve vice dimenzich. ..

Kolmy pramét zob. roviny N =B+[1'1, Vs, ..., U n[do zob. roviny
M=A+0001, U, ..., wiOspocitame v nasledujicich krocich:

4 Najdeme Dfl, 72, . ﬁk@ = Dﬂl, wZ, Ceey wn_kD

e Oznaéme K = B + [5)1, 72, . 7,”, wl, W2, R w’n_kD Je to zo-
becnéna rovina, ktera je nejmensi takova, Ze obsahuje zobecné-
nou rovinu N a soucasné obsahuje smér kolmy na M.

» Hledany kolmy primét je pranik M n K.
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Priklad: Kolmy primét

Je dana piimka p = (1,2,3) + [{5, 2, 2)J Najdeme kolmy priimét
této primky do roviny M = (2,2,1) + [{1, 3, 4), (3, 2, 6)1J Soufadnice
jsou dany vzhledem ke kartézskému soufadnému systému.

ReSenim homogenni soustavy s matici

134D134
3 2 6 0 7 6

je 110, 6, -7)OJtakZe [{1, 3, 4), (3, 2,6)[F = [{10, 6, -7)[] Kolma rovina
k M obsahujici p je K = (1,2, 3) + [{5, 2, 2), (10, 6, =7)[1 Rovnice ro-
viny M je 10x + 6y — 7z = 25 a rovnice K je —26x + 55y + 10z = 114.
Hledany primét je FeSeni soustavy s matici

0 6 -7 | 25 q(10 6 -7 | 25
-26 55 10 | 114 0 353 -41 | 895)°
Hledany priimét je p’ = (-524/41, 0, -895/41) + [(445, 41, 353)[]
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Determinant méfri objem rovnobéznosténu

Necht 7'y, s, ..., U, jsou vektory, které tvoFi hrany pomysiného
n-dimenzionalniho rovnobéZnosténu. Vektory tvofi jen hrany, kte-
ré se potkavaji ve spole€ném vrcholu. Ostatni hrany rovnobé&znos-
ténu je tfeba dorysovat doplnénim na rovnobézniky.

Tvrzeni: ZapiSeme-li do sloupct matice A soufadnice vektordl 7’;
vzhledem k ortonormalni bazi (B), pak absolutni hodnota deter-
minantu matice A je rovna objemu zminéného rovnobéznosténu.

Idea dlikazu*: Jsou-li vektory LZ, pak je ziejmé& objem nulovy a
je detA = 0. Jsou-li ¥'; LN, tvofi bazi a je mozné ji Schmidto-
vym ortogonalizanim procesem upravit na ortonormalni bazi (C).
Napiseme do sloupci matice R soufadnice ¥’; vzhledem k (C).
Pak detR je roven objemu rovnobéznosténu (diikaz indukci, v in-
dukénim kroku se pouzije vzorec ,zakladna krat vySka“). Matice
pfechodu od (B) k (C) je ortogonalni a je tedy
detA =det(Pg_c[R) =detPp_cdetR = +1 [detR
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Priklady
Soufadnice uvedenych bod( jsou v téchto pFikladech vzhledem ke
kartézskému soufadnému systému.

Plocha rovnobéznika s vrcholy (0, 0), (a,d) (c,d), (a +¢,b +d) je

rovna
det<a b)‘ = |ad -be],
c d

Objem &tyftstenu s vrcholy (0, 0,0), (a1,a2,a3), (b1,b2,03), (c1,¢2,¢3)

je roven
ay by c
det (az by c2 )
az bz c3

protoZe Ctyfstén ma objem roven jedné Sestiné objemu rovnobéz-
nosténu.

Soufadnice miizeme zapsat i do Fadkd, protoZe det A = det AT.
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Orientace linearniho prostoru

V linearnim prostoru zvolime jednu uspofadanou bazi (B) a pro-
hlasime ji kladné orientovanou. VSechny baze (C), pro které je
detPg_¢ > 0, nazveme také kladné orientované. VSechny baze
(C"), pro které je det Pg ¢ <0, nazveme zaporné orientované.

Obvykla tmluva pro E;: kladné orientovana baze mé druhy bazovy
vektor smérujici vlevo od prvniho.

Obvykla tmluva pro E3: kdyZ se na bazi divame z vhodného mista,
pak kladné orientovana baze ma prvni vektor orientovany k nam,
druhy doprava od nas a tfeti nahoru.

Pozorovnani: determinant pouzity pfi vypoctu objemu rovnobéz-
nost&nu je zaporny, kdyZ soufadnice vektordl 7'y, Vs, ..., U, jSOU
zapséany vzhledem ke kladné orientované ortonormalni bazi a vek-
tory U1, V', ..., U, SAmotné tvofi zaporné orientovanou bazi.
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Specialni vlastnosti v E;

« Je mozné definovat vektorovy soudin.

» Kolmice k roviné je pfimka, smérovy vektor této kolmice je nor-
mdlovy vektor roviny.

* Normalovy vektor je moZzné hledat pomoci vektorového soucinu.

¢ Rovina je dana jedinou rovnici se tfemi neznamymi, koeficienty
této rovnice jsou souradnice jejiho normalového vektoru.
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Vektorovy soucin

Definice: Vektorovy souéin dvou vektorll @ a v z E; znatime

— =

W XU ajeto:
« nulovy vektor, pokud jsou & a 7 linearné zavislé, jinak:

« vektor kolmy na rovinu [0z, v’ s velikosti plochy rovnobéznika

mezi W a v. Baze (W, U, W x V) je kladné orientovana.

Pozorovani: Vektorovy soucin je definovan jednoznacné.

Plati ||& x 7'|| = |@||||7’|| sin a, kde a je Uhel mezi vektory W a v'.
Véta: Jsou-li (w1, us,us) a (v1,v,,v3) soufadnice vektorll @ a v
vzhledem ke kladné orientované ortonormalni bazi, pak @ x v

ma vzhledem k této bazi souradnice:

(

Dlkaz*: technicky, viz skriptum.

Uz us
U2 U3

Ui us
U1 U3

ui uz
U1 V2

’ ’

)
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Priklad: normalovy vektor roviny

Je dana rovina (2,2,2) + [(1, 2, 3), (3,1, 1)l] Najedeme jeji norma-
lovy vektor. Soufadnice jsou uvedeny vzhledem ke kladné orien-
tovanému kartézskému souradnému systému.

Normalovy vektor je roven vektorovému soucinu (1,2, 3) x (3,1, 1),
protoZe ten je (podle definice) kolmy na oba smérové vektory. Podle
véty o soufadnicich vektorového soucinu je

2 3] |1 3 1 2
1 1| 3 11'|13 1

Rovnice roviny tedy je —x + 8y —5z = 4.

(1,2,3)x(3,1,1) = (‘ D = (-1,8,-5)

Jina moZnost, jak najdeme normalovy vektor: vyfeSime homo-

genni soustavu s matici
1 2 3
31 1)
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Priklad: rovina dana tremi body

Jsou-li dany tfi body A, B, C, které neleZi ve spolecné primce, pak
jimi prochazi jedina rovina A + [(B - A), (C -A)J Normalovy vektor
roviny je (B-A) x (C -A).

Treba jsou dany body (1,1, 2),(2,3,5), (4,2, 3) v kartézskych sou-
Fadnicich. Pak rovina je dana vzorcem:

(1,1,2)+0Q1,2,3), (3,1,1)0

ProtoZe (1,2,3) x(3,1,1) = (-1, 8,-5), ma rovina tento normalovy
vektor. Ma tedy rovnici

—x+8y-52=d, pfitom d=-1+8[1-5[=-3.
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Priklad: vzdalenost bodu od primky

MUZeme najit kolmy préimé&t bodu B do p¥imky (oznaime B’) a dale
spocitame velikost vektoru B — B’. OvSem v E3 mame vektorovy
soucin a mlZeme Ulohu Fesit jesté jinak (efektivngji):

Vzdalenost bodu B od pFimky A + 5 e vyska rovnobéznika vyme-
zeného vektory B—-A, s a ta je rovna plo3e rovnobé&znika délena
velikosti zakladny. VVzdalenost bodu B od primky tedy je

(B -4) x5
sl
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Priklad: vzdalenost bodu od roviny

MUZeme najit kolmy pramét bodu B do roviny (oznagime B’) a dale
spocitame velikost vektoru B — B’. Ovsem v E3 mame vektorovy
soucin a mGzeme Glohu Fesit jesté jinak (efektivngji):

Vzdalenost bodu B od roviny A + [, v’ [je rovna vysce rovnobéz-
nosténu se stranami B - A, w, 7 s podstavou @, 7. Tato vy3ka
je rovna objemu tohoto rovnobéznosténu déleno plocha podstavy.
Vzdalenost bodu B od roviny tedy je

detA
w7
kde matice A obsahuje v Fadcich (nebo ve sloupcich) soufadnice
vektorll A - B, @, U vzhledem k né&jaké ortonormalni bazi.
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Priklad: vzdalenost mimobézek

Vzdalenost mimobézek A + (I Oa B + [’Uje rovna vysce rovno-
b&Znost&nu vymezeného vektory B -A, W, v se zakladnou o', 7.
TakZe vzdalenost je rovna objemu tohoto rovnobéznosténu deleno

plochou zakladny:
detA

@ <o
kde matice A obsahuje v Fadcich (nebo ve sloupcich) soufadnice
vektorl A - B, W, V" vzhledem k né&jaké ortonormalni bazi.
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Priklad: kolmice v E3

« Kolmice k pfimce je rovina, ktera ma normalovy vektor rovny
smérovému vektoru primky.

« Kolmice k roviné je pfimka, ktera ma smérovy vektor rovny
normalovému vektoru roviny.

Rovina dana rovnici ax + by + cz = d ma normalovy vektor (a, b, ¢),
takZe prechod od roviny ke kolmé pFimce nebo od primky ke kolmé
roviné je snadny.
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Uhly mezi pFimkami a rovinami

Uhel ¢ mezi vektory @ a 7 vypocitame ze vzorce pro skalarni

soucin
cos @ = w 0o tj. @ =arccos w 0o
A — oAl

« Uhel mezi dvéma pfimkami je Ghlel mezi smérovymi vektory.
Pokud ¢ >90°, je hledany Uhel 180° - ¢
(nebo ve vzorci v Citateli pouZzit absolutni hodnotu).

« Uhel mezi rovinami je Uhel mezi jejich normalovymi vektory.
Pokud ¢ >90°, je hledany Uhel 180° - ¢
(nebo ve vzorci v Citateli pouZit absolutni hodnotu).

« Uhel mezi pfimkou a rovinou je 90° minus Uhel mezi sméro-
vym vektorem pfimky a normalovym vektorem roviny (ve vzorci
v Citateli je tfeba pouzit absolutni hodnotu).
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Priklad: plocha trojuhelnika ABC

Trojuhelnik ma plochu poloviéni ploSe rovnobéznika.

* V E, spocitame plochu rovnobéznika jako ,,objem rovnobéznos-
ténu v E,", tedy spocitame absolutni hodnotu determinantu ma-
tice A, ktera obsahuje ve sloupcich soutfadnice vektorli B — A,
C - A vzhledem k ortonorméalni bazi.

Priklad: A = (1,2), B = (3,4), C = (5, 8). Plocha trojuhelnika je:

2 4
det(2 6)

» V E; spogitame plochu rovnobéznika jeko velikost vektorového
souginu vektorli B-A, C - A.

Priklad: A = (1,2,2), B=(2,3,4), C = (7,8, 9).

1
SA:E =2

Sa=311,1,2) % (6,6, 7)l = 5 I(-5,5,0)] = szﬁ
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Uvaha*: k-dimensionalni objem v E,,.

Jak spocitat napf. plochu rovnobéznika v E;? Tam to neni ani
objem rovnobé&znosténu, ani nemame moznost pouZit vektorovy
soucin. Odpovéd najdeme v dlikazu ze stranky [26].

Uloha: Jsou dany linearn& nezavislé vektory 'y, T, ..., U V Ey,
k < n. Mame najit k-dimensionéalni objem v E,,.

Reseni: Vektory doplnime na bazi 7’1, v'2,..., U, ..., Un a zapi-
Seme jejich soufadnice do sloupcll matice A. Provedeme QR roz-
klad A = QR. Matici R ,,zmenSime"“ na matici R, ktera obsahuje
jen prvnich & fadkd a k& sloupctl. Hledany £ dimenzionalni objem
je roven det Ry,

Poznamka: doplnéni na béazi neni prakticky potfeba délat. Soft-
ware dokaze provést i netplny QR rozklad obdélnikové matice
A = QpR;. Zde matice A obsahuje ve sloupcich jen soufadnice
vektort 71, 72, P ?k-

1

Grupy, telesa

e grupa: mnozina s jednou ,,rozumnou“ operaci

« priklady grup, vlastnosti

« téleso: mnoZina se dvéma ,rozumnymi“ operacemi
* pfiklady téles, vlastnosti, charakteristika télesa

« linearni prostor nad télesem

« polynomy nad télesem

* polynomy modulo polynom
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Realna Cisla, inspirace

Na mnoziné R realnych ¢isel mame operaci +. P¥itom plati:

e x+(y+2z)=(x+y)+z... (asociativni zakon),

e existuje prvek 0 O R takovy, Ze0+x=x+0=x x OR
... (existence neutralniho prvku),

e [x O R existuje opacny prveky DR tak, Zex+y=y+x=0
... (existence opacného prvku, znafime y = —x),

e x+y=y+x... (komutativni zakon).

Na mnoziné R mame také operaci [Jktera splnuje:

e xy2)=(x0) ... (asociativni zakon),

e existuje prvek 1 0 R takovy, ze 1k =x[=x OxOR
... (existence jednotkového prvku),

e Ox OR,x #0existujeprveky DR tak, Zex =y k=1
... (existence inverzniho prvku, znagime y = x™1),

e x ¥ =y [k ... (komutativni zakon).
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Mnozina s jednou operaci: grupoid, grupa
Definice: Pfedpokladejme mnozinu G a na ni operaci o.
Déale uvaZzujme vlastnosti:
QD xo(yoz)=(xoy)oz Ox,y,z0G ... (asociativni zakon),

(2) existuje prvek e 0 G takovy, Zeeox =xoe=x x O G
... (existence neutralniho/jednotkového prvku),

(3) Ox O G existuje prveky O G tak, Zexoy =yox =e
... (existence opacného/inverzniho prvku),

@) xoy=yox Ux,y OG ... (komutativni zakon).

* Mnozina G s operaci o se nazyva grupoid.

¢ Grupoid, kde plati asociativni zakon (1), se nazyva pologrupa.
« Pologrupa s vlastnostmi (2) a (3) se nazyva grupa.

« Grupa, kde plati komutativni zakon (4), je komutativni grupa.
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Priklady

¢ R s operaci + je komutativni grupa.

* Rsoperaci Oje pologrupa, R\ {0} je komutativni grupa.

¢ Q, Z s operaci + jsou komutativni grupy (podgrupy grupy R s +).
* Z\ {0} soperaci Oneni grupa (je to pologrupa).

e Mnozina {e} s operaci o, pro kterou e oe = e, je grupa.

¢ Mnozina regularnich matic s maticovym nasobenim je grupa.

¢ Mnozina ctvercovych matic s nasobenim je pologrupa.

¢ Mnozinafunkci R - R prostych a nas operaci skladani je grupa.
¢ Mnozina bijektivnich zobrazeni M - M s op. skladani je grupa.
¢ Mnozina permutaci s operaci skladani je grupa

e Mnozina {0,1,...,m -1} s operaci ,,+ modulo m" je grupa.
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Terminologie: jednotkovy/neutralni prvek

Operace komutativni grupy byva nékdy oznacena symbolem +.
V takovém pripadé prvek e z vlastnosti (2) grupy se nazyva ne-
utrdlni prvek a prvek y z vlastnosti (3) se nazyva opacény prvek.

Neutralni prvek se v tomto pfipadé znaci symbolem 0 a opacny
prvek k prvku x se znaci —x. Operaci a + (=b) znafime strucnéji
a — b a fikame ji odeditdni.

Je-li operace grupy oznacena symbolem 0O (krat), pak prvku e
z vlastnosti (2) grupy Fikame jednotkovy prvek a prvku y z vlast-
nosti (3) Fikame inverzni prvek.

Jednotkovy prvek v takovém pripadé znacime symbolem 1 a in-
verzni prvek k prvku x znagime x71. Je-li grupa komutativni, pak
operaci a [b* znatime strucnéji a/b a Fikame ji délent.
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Zakladni vlastnosti grupy

Neutralni/jednotkovy prvek je v grupé jediny.
Kdyby byly dvae, f, pak e = e o f = f, takZe nemohou byt r&izné.

Opacny/inverzni prvek existuje ke kazdému prvku x O G jediny.
Kdyby existovaly y1, y, tak, Ze y1 ox =e, x 0y, = e, pak

y1=y1o0e=y1o(xoyz2)=(y10x)oy2=ecyz =y,

Pologrupa G je grupou pravé kdyZ pro kazdé a,b O G existuji
feSeni rovnic
aox=>, yoa=b.

Naznak dlikazu: Je-li G grupa, pak x =a*obay =boa™
jsou feSeni uvedenych rovnic. Umime-li FeSit tyto rovnice, pak
jednotkovy prvek e je feSeni rovnice a oe = a (je tfeba ukazat, ze
to nezavisi na volbé a). Dale inverzni prvek k a je feSeniaox =e
(je tfeba ukazat, Ze je to totéz, jako FeSeni rovnice yoa =e).
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Vlastnosti inverznich prvkl grupy
« Jednotkovy prvek e méa inverzni prvek e (je inverzni sam sobé).
SkuteCné:e=eoce.

« Je-lia™t invernzi prvek k a, je-li dale b™* inverzni prvek k b, pak

inverzni prvekkaob jetvarub™ ca™.

Skutecné:

®roaYHo(@ob)=bro@roa)ob=boecb=blob=e¢,

-1_

(@aob)odloal)=ac®obNoal=acecal=aoa e.

« Je-lia™t inverzni k a, pak a je inverzni k a™.
Skutetné: aloa=aocal=e.
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Mocnina

Je-li a O G, pak symbolem a* oznatme prvek a oa o- - -oa (k-kréat).
Tvrzeni: Je-li G kone¢na komutativni grupa s n prvky, pak pro
kazdé a O G je
a"=e.
Dlikaz: Oznaime G = {g1,8>,...,8n} a zvolme a O G. UkaZeme, Ze
{81.82,....8n} = {acgi,a08,...,a08x}.

Zobrazeni, které prifadi prvku g; prvek a o g; je prosté, protoze,
pokud acg; = acgj, pak po aplikaci a™ zleva mame g; = g;. Uvedené
mnoziny jsou tedy stejné pocetné a tedy stejné a maji tedy stejny
soudin viech prvk:

aogloaogzo---oaogn = glogzo---ogn=u

Diky komutativnimu zakonu se rovnost da pfepsat naa”ou =u a
dokazovana rovnost plyne aplikaci ™ na obé& strany rovnosti.
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Podgrupy

Podgrupa P je podmnoZina grupy G se stejnou operaci, ktera je
sama grupou. Tj. P musi mit (stejny) jednotkovy prvek a kazdy
prvek z P musi mit inverzi v P.

Priklady:

¢ QaZje podgrupa grupy R s operaci +,

* Q\ {0} je podgrupa grupy R\ {0} s operaci []

« symetrické matice tvori podgrupu ¢tvercovych matic s operaci +,
« matice s det = 1 tvori podgrupu regularnich matic s operaci [J

« Suda ¢isla tvori podgrupu Z s operaci +,

¢ Kladna €isla tvofi podgrupu grupy R s operaci [J
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Vlastnosti pologrupy ,.krat modulo m*

Predpokladejme mnozinu{0,1,2,...,m-1} soperaci,krat modulo
m“, tj.aob =alb proalb <m, jinak a o b je zbytek po déleni
Cisla a [b Cislem m. Je to pologrupa. Tato pologrupa ma jednotkovy
prvek: 1.

Tvrzeni: je-li m slozené, tj. m = ny [hy, (n1 # 1, ny # 1) pak Cislo
n1 nema inverzni prvek.

DUkaz: vony = z, tj. vny = knin, + 2, tj. z = ny (v — kn,), takZe z
musi byt nasobek n; a nemUiZe tedy byt roven jedné.

Tvrzeni: je-li m prvocislo, pak mnozZina {1, 2,...,m-1} s operaci o
je grupa.

Dokéazeme*, Ze kazdy nenulovy prvek a méa inverzi. Plati totiz, Ze
{a,20a,....,(m-1)oa} ={1,---,m — 1}. DOvod: pro k1 ¥ k; je
aoky Faoky, protoZe z a(ky —k2) = km plyne k1 -k, = k'm (je a
nesoudélné s m). ProtoZe 0 < k1 -k, <m, musi k' = 0, takZe k1 = k.
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Mala Fermatova véta

Necht p je prvocislo, necht a je pFirozené €islo, a < p. Pak
a?™=1 (modulo p).

Dukaz: sta¢i si uvédomit, Ze grupa {1,2,...,p — 1} s operaci ,krat
modulo p“ ma p — 1 prvkl a pouzit vétu ze stranky [8].
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MnoZina se dvéma operacemi: okruh, téleso

Definice: Okruh je mnoZina T s operacemi + a [pro které plati:
(1) T s operaci + je komutativni grupa (neutralni prvek znac¢ime 0),
(2) T s operaci [je pologrupa,

3)Ox,y,z 0 Tplatix{y+z) = (x@)+(x2), (y+2) & = (y &)+ (z ).
... (distributivni zakon).

Definice: Téleso je mnozina T s operacemi + a [lpro které plati:
(1) T s operaci + je komutativni grupa (neutralni prvek znacime 0),
(2) T \ {0} s operaci e grupa (jednotkovy prvek zna€ime 1),

3)Ox,y,z 0 Tplatixy+z) = (x@)+(x(2), (y+2)& = (y &)+ (z[Z).
... (distributivni zakon).

Pozorovani: Kazdé téleso musi mit aspon dva prvky: 0 a 1.
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Varianty okruht a téles

Predpokladejme mnozinu T s vlastnostmi (1) a (3).

e Je-li T' s operaci Okomutativni pologrupa, pak T' se nazyva ko-
mutativni okruh.

e Je-li T s operaci [pologrupa a ma-li jednotkovy prvek, pak T se
nazyva okruh s jednotkou.

e Je-li T s operaci Okomutativni pologrupa a mé-li jednotkovy
prvek, pak T se nazyva komutativni okruh s jednotkou.

Je-li T\ {0} s operaci Okomutativni grupa, pak T se nazyva
komutativni téleso.

Poznamcicka: priklad nekomutativniho télesa (kvaterniony) pro
nedostatek mista vynechame. VSechna ostatni télesa, o kterych
budeme mluvit, jsou komutativni télesa. TakzZe slovo ,komuta-
tivni“ nebudeme v piipadé téles nadale zdlraziovat.
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PFiklady

¢ Mnozina realnych Cisel s operacemi + a [(tvori téleso.

* Mnoziny Q a C s operacemi + a [jsou také télesa.

¢ MnozZina Z s operacemi + a [je to komutativni okruh s jednotkou.
¢ Mnozina sudych celych Cisel s + a [je komutativni okruh.

e Mnozina regularnich matic s operacemi + a Oneni téleso ani
okruh, protozZe soucet dvou reg. matic nemusi byt regularni.

* MnozZina ¢tvercovych matic (stejného typu) s operacemi + a [Je

nekomutativni okruh s jednotkou. Neni to téleso.

MnoZina {0, 1} soperacemi0+0=0,0+1=1+0=1,1+1=0,

0k =a0=0,1a =all=a, tvofi téleso.

Mnozina {0,1,...,p — 1} s operacemi ,+ modulo p“ a ,krat mo-
dulo p“ tvori téleso, praveé kdyz je p prvocislo. Jinak je to okruh.
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Konec¢na (Galoisova) télesa
Da se ukazat, Ze pokud je téleso T' konecné, pak nastava jen jedna
z néasledujicich moznosti:

« T={0,1,2,...,p -1} s operaci ,,+ modulo p“ a ,krat modulo p“,
kde p je prvocislo. Toto téleso se znaci Z, a ma p prvka.

« T je mnozina vsech polynomt nad Z, stupné mensiho nez n
s operacemi ,plus a krat modulo ireducibilni polynom stupné n“.
Toto téleso ma p" prvka, podrobnéji se k nému vratime za chvili.

Jiné konecné téleso (aZz na izomorfismus) neexistuje. Kone¢na té-
lesa se nékdy znaci GF(p"), kde argument informuje o po&tu prvka
télesa a GF je zkratka pro ,Galois field“.

Priklady: neexistuje téleso, které ma 6 prvk(. Existuje ale téleso,
které ma 8 prvk(: GF(2%) nebo 9 prvkd: GF(32).

Zs je téleso, ale Zg neni téleso (je to jen okruh).
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Zakladni vlastnosti télesa

Pro libovolné a,b O T je: a[b =0, pravé kdyZza =0 nebo b = 0.
Dlikaz: Nechta # 0 ab 7 0. Paka[b 70 z vlastnosti (2) definice
télesa. Obracené: BUNO a = 0, ukazeme, ze 0 [b = 0. Plati:

0b=(0+0)[b=0Cb+0[b.

Pri¢tenim — (0 [b) k ob&ma stranédm rovnosti mame 0 = 0 [b.

JestliZe existuje kone¢ny pocet jednicek, které v souctu daji nulu,
je nejmensi takovy pocet prvocislo.

Dukaz: Nejmensi pocet jednitek, které daji v souctu nulu, ozna-
¢im A. ProsporbudiZA =m [h,m <A,n<A.Pak

(ﬁl) D(il) ="§1=$1:o

takzZe (dle pfedchozi vlastnosti) musi byt aspon jedna zavorka
nulova. Tj. existuje mensi pocet jednicek, které maji soucet nula.
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Charakteristika télesa

Definice: Charakteristika télesa A je nejmensi pocet jednicek,
které daji v souctu nulu. Pokud konec¢ny pocet jedniek s touto
vlastnosti neexistuje, klademe A = 0.

Priklady:
e Télesa Q, R, C maji charakteristiku A = 0.
* Téleso Z, (p prvocislo) ma charakteristku A = p.

Pozorovani: z pfedchozi stranky vime, Ze charakteristika télesa
je rovna prvogislu (je-li kone¢na).

Tvrzeni:
« Je-li p charakteristika télesa, pak (a + b)? = a? + b”.
* V télese Z, dokonce plati: a” = a (diky malé Fermatové vétg).

* V obecném télese s charakteristikou p ovSem neplati o” = a.
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Znovu definice linearniho prostoru

Definice: Linedrni prostor nad télesem T je neprazdna mnozina L
soperacemi+:LxL - LalTxL - L, které splfiuji vlastnosti:
(+) L s operaci + je komutativni grupa, nulovy prvek znagime o,
(A) o QB Ox) = (a [B) Ox proviechnax OL,a,B0T,

(B) aQx+3y)=alx +ady proviechnax,y OL,aOT,

(C) (a+B)0x =a Ox + B Ox proviechnax OL,a,3 0T,

(D) 10x = provsechna x OL.

Pozorovani: Pro T = R se definice shoduje s plivodni definici lin.
prostoru. Stagi ovérit, Ze plati (7): 0 Ox = o pro viechny x O L:

00x =(0+0)0x =00x + 0 Ox,

k této rovnosti ptiéteme - (0 [0x’) a dostavame o = 0 Ox .
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Aritmeticky linearni prostor 7"

je analogii linearniho prostoru R”. Mnozina T" je mnoZinou vSech
usporadanych n-tic prvk( z télesa T s operacemi séitani n-tic a
nasobeni n-tice skalarem z T, které jsou definovany takto:
Q) (a1,a2,...,ap) +(b1,b2,...,b,) = (a1 +b1,a2 +by,...,a, +by),
(2) a E[al,az,...,an) = (Cf Chy,a Chy,...,d Bln)
Pozorovani: Tento linearni prostor ma bazi

1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1),
takZe ma dimenzi n.
Je-li T konetné téleso, které ma m prvkd, pak celkovy podet vek-
tortiv T" je m”".

Kazdy podprostor prostoru T" dimenze & ma m* prvk{, protoZe
existuje m* rliznych linearnich kombinaci baze.
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Priklad: linearni prostor Z}

je linearni prostor usporadanych n-tic jednicek a nul nad téle-
sem Z,. Prvky télesa Z, = {0, 1} s¢itame podle pravidla

0+0=0, 0+1=1+0=1, 1+1=0

avektory (usporadané n-tice) s€itame a nasobime po slozkéach, jako
na predchozi strance. Jmenovité pro libovolny & 0 Z% je 1[0 = &
a 0w = 0. S jinymi skalary nepracujeme.
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Priklad: soustava linearnich rovnic v Zs

WyreSime soustavu linearnich rovnic v Zs s nasledujici rozSifenou
matici. V prvni eliminacni Gpravé jsem seCetl prvni fadek s dru-
hym a dale od tfetiho odecetl dvojnasobek prvniho.

2 3114 2 31 1|4 2 31 1) 4
312 2 2|0/10 4 3 3/1|0102 143
4 3 3 1|1 0 21 4|3 00100

MnoZina FeSeni pfidruzené homogenni soustavy M, = [{0, 3,0, 1)0
a partikularni reSeni je napf. (1,4,0,0). VSechny principy line-
arni algebry (o dimenzich, linearnich obalech, bazich) zlstavaji
v platnosti. Rozdil proti lin. prostoru nad R je jen ten, Ze zde
jsou (pod)prostory konetné. Napfi. My zde ma pét prvkl (vektor je
mozné nasobit jen €isly 0, 1, 2, 3, 4,), takZe mnoZinu feSeni miZzeme
zapsat vyctem prvk{:

M ={(,4,0,0), (1,2,0,1), (1,0,0,2), (1,3,0,3), (1,1,0,4)}
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Polynom nad komutativnim télesem T

je vzorec
A + @™+ agx +ag

kde a; O T'. Tento vzorec vymezuje predpis pro hodnoty zobrazeni
z T do T (za x dosazujeme prvky z télesa T' a dostavame hodnoty
polynomu: prvky z télesa T').

Rovnost polynom: dva polynomy se rovnaji, kdyz se rovnaji
jejich odpovidajici koeficienty (aZz na pripadné prebytecné nulové
koeficienty s nejvysSimi indexy).

Pozor: rovnost neni zarucena rovnosti zobrazeni T - T.
PFiklad: Polynom x? + 1 nad Z, odpovida zobrazeni 0 - 1,1 - O.

Polynom x% + 1 odpovida stejnému zobrazeni, ale neni to stejny
polynom.
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Operace s polynomy nad télesem

Soucet, rozdil nebo sougin polynom& nad T' provedeme jako soucet,
rozdil nebo souéin prislusnych vzorcd. PFitom provadime vypotty
s jednotlivymi koeficienty polynomU za pouZziti operaci v télese 7.

Priklad: Se¢teme polynomy nad Zs:

(223 +40?+2x+1)+(3x%+2x) = 203 +(4+3)x?+(2+2)x+1 = 23 +2x%+4x+1.

Priklad: Vynasobime polynomy nad Zs:

(2x% + 4o? + 2 + 1) [3x? + 2x) =
= (2 B)x® + (4 B)x* + (2 B)x® + 3% + (2 @) + (4 R)x + (2 R)x? + 2x =
=x®+ 26t + 28+ 3% + dx® + 38 + AP + 2x =
=0+ QR+ A+ (1 +3)P+ (B+ 4% +2x =
= a0+t + 4x% + 2% + 2x
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Casteény podil polynomc

Véta: pro kazdé dva polynomy p, q (g nenulovy) existuji jedno-
znacné polynomy r, z tak, Ze

p=rly+ez,

2) stupen z je mensi neZ stupen q.

Algoritmus ¢astecného déleni polynomu polynomem lze pouZit
stejné nad libovolnym télesem. Naucili jsme se ho pouZivat pro
polynomy nad R a nyni jej budeme pouzivat pro polynomy nad
libovolnym télesem. ZaskoCit nas mlZe jen Ukon déleni koefici-
entu a koeficientem b, coz je ale v kazdém komutativnim télese
proveditelné jako a (b7
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Priklad: algoritmus ¢astec¢ného podilu

Vydélime polynomy nad Zs. V tomto pfipadé si uvédomime, Ze
371 = 2, protoZe 3 (2 = 1 modulo 5. TakZe napFiklad prvni krok
algoritmu obsahuje vypotet 2x° : 3x> = (2 B ) x = (2 [2)x = 4«

(23 +4x2+2x+1) : (B2 +2x) =4x +2
- (2x% + 3x?)

W+2x+1
= (%% + 4x)

2x+1
Podil danych polynomi roven 4x + 2 a zbytek je —2x + 1 = 3x + 1.
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Operace modulo polynom

Srovnejme dvé tvrzeni:

* Pro kazdé dvé cela Cisla a, b (b nenulové) existuji cela Cislar, z
tak, Ze a = rb +z, pritom 0 < z < b. Cislo z je zbytek po déleni a
Cislem b.

¢ Pro kazdé dva polynomy p, q (g nenulovy) existuji polynomy r,
z tak, Ze p = r [ + z, pfitom stz < stq. Polynom z je zbytek po
déleni p polynomem gq.

Tak jako mzZeme pro dvé ¢isla najit zbytek po déleni, mzeme pro
dva polynomy najit zbytek po déleni. Je-li dan nenulovy polynom,
modul g, pak kazdy polynom p mlzeme ztotoZnit se zbytkem po
déleni p polynomem q. Oznacime-li z tento zbytek, pak Fikame:

p =z modulo gq.
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Okruh polynomt modulo polynom

Zvolme nenulovy polynom ¢ stupné n jako modul a prvocislo p.
Symbolem Z,[x]/g 0ozna€ime mnoZinu vSech polynom( nad télesem
Z,, ktera ma stupen mensi nez n. Zavedeme tyto operace:

« S¢itani prvkl z Z,[x]/q: provedeme jako obvyklé sgitani poly-
nomd nad Z,. Stupen souctu je jisté mensi nez n, takze leZi
Vv Z,[x]/q. MnoZina Z,[x]/q s timto s€itanim zjevné tvoFi komuta-
tivni grupu.

» Nasobeni prvkd a Z,[x]/q: provedeme obvyklé nasobeni poly-
nom& nad Z,,. Pokud stuperi vysledku je vétsi nebo roven n, pro-
vedeme navic na vysledek operaci ,modulo polynom ¢*“. MnoZina
Z,[x]/q s timto nasobenim je pologrupa.

Plati distributivni zakony: tj. mnoZina Z,[x]/q s uvedenymi opera-

cemi je okruh.
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Ireducibilni polynom

Polynom ¢ je ireducibilni, pravé kdyzZ jej nelze rozlozit na soucin
dvou polynom niz8ich stupnd.

P¥iklad: Polynom x?+x+1 nad Z, je ireducibilni, protoZe kdyby 3el
rozlozit na soucin polynomut niz8ich stupnd, pak je to soucin kofe-
novych Ciniteld, ale tento polynom v Z, nema kofeny (vyzkousejte
postupnym dosazenim €isel 0 a 1).

P#iklad: Polynom x% + x + 1 nad Z, je ireducibilni (ze stejnych
daivod).

Pi#iklad: Polynom x% + x* + 1 nad Z, je reducibilni, protoze
Wt + 1= (@S o+ 1) Qu? +a+1).

V ptipadé polynomu stupné 4. a vice nam test existence korenl
k rozhodnuti o ireducibilité nepomdize.
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Polynomy modulo ireducibilni polynom

Da se ukéazat, Ze pokud je polynom g ireducibilni, pak okruh Z,[x]/q
je téleso, tj. kazdy polynom z mnozZiny Z,[x]/q ma pfi operaci na-
sobeni inverzni polynom.

DUkaz* se da provést anoalogicky, jako s ¢isly. Poviimneme si této
podobnosti:

« p je prvocislo, tj. nelze rozlozit na sou¢in mensSich Cisel.

« q je ireducibilni, tj. nelze rozloZit na soucin polynom® mensich
stupna.

Je mozné pietist diikaz tvrzeni ze stranky [10] znovu, jen slovo

Cislo nahradime slovem polynom, slovo prvocislo slovem ireduci-

bilni polynom a vyrok ,gislo a je mensi nez b“ vyrokem ,stupen
polynomu p je menSi nez stupen q“.
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PFiklad: t&leso Z,[x]/(x3 + x + 1)

Modul (x® + x + 1) je ireducibilni. Toto t&leso obsahuje:

Zz[x]/x3+x+1 ={0, 1, x, x+1, 22, K2+ 1, 2 +x, P

+x+1}
S¢itani prvkd provadime jako séitani polynomt nad Z,, napfiklad:
(k+1)+@2+x)=x?+1

Nasobeni prvkl provadime jako nasobeni polynom{ nad Z, s pfi-

padnou dodateénou operaci ,modulo x® + x + 1“. Nap¥iklad:
(x+1)Qx?+x)=x°+x=1 modulo (x3+x+1)

Vidime, Ze prvky x + 1 a x? + x jsou si vzajemné inverzni.

Toto je pFiklad télesa, ktery obsahuje 8 prvkdl, je to tedy GF(28).

* Ma-li ireducibilni modul g stupen n, je Z,[x]/q = GF(p™).
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Priklad: komplexni Cisla

Polynom x? + 1 je nad R ireducibilni. Oznatme symbolem R[x]
v3echny polynomy nad R a dale R[x]/(x? + 1) bude znagit mnoZinu
viech polynom( nejvy3e prvniho stupné s obvyklou operaci + a s
operaci ,.krat modulo polynom x? + 1. TakZe

RxJ/(x%+1) = {a +bx; a,b OR}
Dva polynomy v R[x]/(x? + 1) s€itame podle pravidla:
(@+bx)+(c+dx)=(a+c)+(b+d)x.
Dva polynomy v R[x]/(x? + 1) nasobime podle pravidla:

(a + bx) Oc + dx) = bdx? + (ad + be)x + ac =
= (ac - bd) + (ad + be)x  modulo x? + 1
Nahrazenim symbolu x symbolem i shledavame, ze
téleso R[x]/(x? + 1) je izomorfni s t&lesem komplexnich &isel.

1

Uvod do kodovani

« samoopravné kody: terminologie, princip
 blokové linearni kody
» Hammingv kbd

« cyklické kody

a) algebra-all, 18, b) P. Olsak, FEL CVUT, c) P. Olsak 2010, d) BI-LIN, €) L, f) 2009/2010, g) /. Viz p. d. 4/2010
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Samoopravné kody, k c¢emu to je

« Data jsou uloZena (nebo posilana do linky) kodérem podle ur-
Citého pravidla (kédovdni). Posléze jsou Ctena dekodérem a re-
staurovana do plvodni podoby.

» Kodér muize pridat k dat&im doplfiujici informaci (zhruba feceno
kontrolni soucet) a umoZnit tim dekodéru, aby poznal, zda pfi
pfenosu dat doSlo k chybé. Dokonce pfi vhodné zvoleném kodo-
vani mlzZe dekodér chybu opravit.

Kéd je mnozina slov (tj. Usek( dat), které mliZe generovat kodér.
Priklady kodd:

« ASCII (slova sedmibitova, ne vSechna)

» Morseova abeceda (slova rtizné dlouha, efektivni pfenos)

» UTF-8 (slova rdizné dlouh4, délka rozpoznana podle prefixu)
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Binarni, blokovy kod

je kod, kde jsou vSechna slova stejné dlouha.

Definice: Necht A je mnoZina znak( (abeceda).
Slovo je konegna posloupnost znaktl z mnoziny A.
Pocet znak ve sloveé je délka slova.

Kéd K je mnoZina vSech slov, ktera generuje kodér.
Prvek kddu K se nazyva kédové slovo.

Blokovy kéd K obsahuje jen slova stejné délky.
Bindrni kéd je kod se slovy nad abecedou A = {0, 1}.

Priklady:
¢ ASCII je binarni blokovy kod délky 7.
* Moreseovka neni binarni a neni blokovy kod.
¢ UTF-8 je binarni, ale ne blokovy kod.
Dale se budeme zabyvat jen binarnimi blokovymi kody
BN, algebraal, 15, Oisak[4]
Linearni kéd
Binarni blokovy kod K délky n je podmnoZinou lin. prostoru Z3.

Definice: Je-li K lienarni podprostor Z%, pak se kod nazyva line-
drni. Je-li dimenze kodu &, pak mluvime o linearnim (n, k) kodu.
Priklad: Kod s kontrolnim bitem parity je linearni. Kodér pfi-
dava nulu nebo jednitku k informagnim bitlim tak, aby kodové
slovo obsahovalo sudy pocet jednitek. MnoZina vSech slov délky n
se sudym poctem jednicek je linearni podprostor linearniho pro-
storu Z3.
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Generujici a kontrolni matice
Generujici matice linearniho kédu K je matice, ktera v fadcich
obsahuje bazi kodu.

Kontrolni matice linearniho kddu K je matice H, kro kterou plati,
Ze K je reSenim soustavy Hx = o.

Priklad: Predpokladejme linearni (4, 3) kéd s kontrolnim bitem
parity (pfidavany na konec slova za tfi informacni bity). Generujici
matice G a kontrolni matice H jsou:

1001
G=(0 10 1), H=@1 1 1 1)

0011

Pozorovani: Generujici matice (n, k) kodu je typu (k,n) a kont-
rolni matice je typu (n — &, n). Plati: G [HT = O.
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Vypocet jedné matice, zname-li druhou

Je-li dana generuijici (resp. kontrolni) matice, vyfeSime homogenni
soustavu rovnic s touto matici a bazi feSeni zapiseme do Fadkd
kontrolni (resp. generujici) matice.

Pro systematicky kod dokonce plati:
Je-li G = (E|C), pak H = (CT |E)).
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Kodér a dekodér

Kodér lin. (n, k) kodu mlze prevzit kodované slovo w (délky k) a
vytvoFit z ngj kodové slovo v (délky n) maticovym nasobenim:

T =G
Dekodér mlize zkontrolovat pFijaté slovo w pomaci testu:

H®wT =o.

Kodovani je systematické, jsou-li informaéni bity (ze slova @) beze
zmény zkopirovany do kodového slova a za nimi nasleduji kont-
rolni bity. Pak mlze dekodér (po provedeném testu) rekonstruovat
informacni bity zkopirovanim prvnich % pozic pfijatého slova.
Pozorovani: Kbodovani je systematické, je-li generujici matice
tvaru G = (E|C). Pridavané kontrolni bity pak kodér spoita po-
moci vzorce 7’ = W [T.
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Priklad: opakovaci kod

Kodér vezme kodované slovo ' délky k& a vytvoFi kodové slovo
délky n = 2k tak, kodové slovo je tvaru (7, @), tj. kddované slovo
je zdvojené.

Generujici matice tohoto kodu je G = (E|E) a kontrolni matice je
takeé tvaru H = (E | E). Uvédomte si, jak je kod pomoci G generovan
a jak je pomoci H kontrolovan.

Nevyhoda: pfilis mnoho kontrolnich bit za ,malo muziky*.
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Hammingova vaha, vzdalenost

Definice: Hammingova vdha slova T je poet jeho nenulovych
znak(. Hammingova vzddlenost dvou slov 7 a W je potet pozic,
kde jsou znaky odli3né (pro binarni kod je to vaha slova v + w).

Kod K objevuje t chyb, pokud pro kazdé slovo 7 0 K a kazdé slovo
¢ vahy mensi nebo rovno ¢ plati @ + ¢ 1 K.

Kod K opravuje t chyb, pokud pro kazdé slovo & 0O K a kazdé
slovo ¢ vahy mensi nebo rovno ¢ plati: slovo @ maod slova ' + ¢
nejmensi vzdalenost mezi kodovymi slovy.

Tvrzeni 1: Je-li nejmensi vzdalenost mezi kddovymi slovy d, pak
kod objevuje d — 1 chyb a opravuje ¢ < % chyb.

Tvrzeni 2: Nejmensi vzdalenost mezi kddovymi slovy linedrniho
kodu je rovna nejmensi vaze nenulového kddového slova.
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Priklady

Kod s kontrolnim bitem parity ma nejmensi vahu nenulového
slova 2, takZe objevuje 2 -1 = 1 chybu ve slové. Opravuje méné
nez 2/2 chyb, tedy neopravuje Zadnou chybu.

Opakovaci kod my rovnéz nejmensi vahu nenulového slova 2.

Aby kod dokazal opravit jednu chybu ve slové, musi mit nejmensi
vahu neulového slova rovnu tfem.



BI-LIN, algebra-all, 18, P. Olsak  [11]

Syndrom

Dekodér vyhodnoti s = H 5" Tomuto vektoru s Fikame syndrom
ptijatého slova w. PFijaté slovo je kodové, pravé kdyZ ma nulovy
syndrom.

Kod rozpozna chybu e, pravé kdyz s = H I]?Tje nenulovy vektor.

Pozorovéani 1: Syndrom nezavisi na kddovém slové (jen na chy-
bovem slové): HO7 +¢) = Hw +Hel =o+HOe = H .
Pozorovani 2: Lin. kéd ma minimalni vzdalenost dvou slov d,
pravé kdyz kazdy vybér d — 1 sloupctl z kontrolni matice H je
linearné nezavisly.

Jmenovité: kod opravuje jednu chybu kdyZ kazdé dva sloupce kon-
trolni matice H jsou LN, tj. jsou nenulové a vzajemné réizné (to

v Z&* stagi). Kontrolni matice s touto vlastnosti je kontrolni ma-
tice Hammingova kédu.
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Hammingav kod

Sloupce kontrolni matice H jsou prvky Zg‘k. Pocet nenulovych a
vzajemné réiznych sloupctl je maximalng 2% - 1. Poget sloupcd
udava délku kodu n, tedy n = 2" - 1. Délku kodu je tedy vhodné
volit jako mocninu dvou bez jedné. Dostavame tak Hammingovy
kody: (7, 4), (15, 11), (31, 26), (63,57), ....

Ptiklad: HammingQv kod (7, 4) — délka 7, informagni bity 4:
0001111 é 2 8 8 (1) 1

H={0 1 1 001 1), G=
1 010101 00101
0001111

Vyhoda tohoto usporadani: index bitu, ktery je potfeba opravit, je
zapsan v syndromu jako ¢islo ve dvojkové soustavé.

=)
o R
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Rozsireny HammingCv kod
je Hamming(v kod, ke kterému kodér pFidava kontrolni bit parity.
Napfriklad (8, 4) kéd ma matice
00011110

H-= G=

oOr oo
» O oo
=)
PRk OR
O R R

1
1
1
0

P o
O 0O R
oor o

1100110
0101010]"
1111111

Koéd opravi jednu chybu (v prvnich tfech bitech je syndrom jako
v (7, 4) kddu a Ctvrty bit musi byt 1) a odhali dvé chyby (v prvnich
trech bitech syndromu je nenulové Cislo a ctvrty bit je 0).

Nejmensi vzdalenost dvou slov v tomto kodu je 4.
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Navrh poétu kontrolnich bit0
Oznacme n délku binarniho kodu, £ dimenzi kodu (pocet informac-
nich bitd) a ¢ = n — % pocet kontrolnich bitd.

Linearni kod nemUzZe opravit vice rozdilnych chyb neZ je podet
nenulovych syndrom{. Téch je 2¢ - 1. Poget réiznych chyb s vahou
jedna je n. Proto, chceme-li opravit jednu chybu, musi 2° -1 2 n.

Pocet rlznych chyb (vEetné stavu ,bez chyby*“) s vahou nejvy3e m

o 6)* () ()

Chceme-li opravovat m chyb ve slové, musi tedy pocet kontrolnich

bitll splhovat:
n n n
2¢ > + +.o+
(6)+ (1) (z)

Kody navrzené tak, Ze zde nastava rovnost, se nazyvaji perfektni.

BI-LIN, algebra-all, 18, P, Olsak  [15]
Cyklické kody

jsou bézné uzivané samoopravné kody (napf. pfi zapisu/cteni CD).
Viz google: CRC (cyclic redundancy check).

Definice: Kbd K se nazyva cyklicky, pokud

« je linearni a navic

« je-li 7" kodove slovo, pak cyklicky posun v’ je také kodové slovo.
Vhodna matematicka reprezentace slov délky n jsou polynomy:

T =(00,01,02...,0p1) o~ V() =aotax+am’+oo+a,qx"

Cyklicky posun slova 7" o jednu pozici popiseme nasobenim poly-
nomu v(x) polynomem x a ztotozné&nim x” = x°, neboli nasobenim
v okruhu Zp[x]/(x" - 1).

Od této chvile nerozliSujeme mezi pojmem ,slovo* a ,,polynom*.
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Zakladni vlastnosti cyklického kédu
Tvrzeni: Je-li K cyklicy, g O K a je-li f libovolny polynom, pak
f g OK. Vypocet f [F je proveden v Z,[x]/(x" - 1).

DOkaz: (bmx™+- - -+b1x+bo) (& v Z,[x]/(x" - 1) je linearni kombinace
cyklickych posunt polynomu g.

Definice: Nenulovy polynom cyklického kédu nejmensiho stupné
nazyvame generujici polynom.

Zfejme pro generujici polynom plati: K = {f [g; f je lib. polynom}.
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Vlastnosti generujiciho polynomu

Tvrzeni: Necht g je generujici polynom (n, k) cyklického kédu K.
* polynom g mas stupen n — &,
o {g,x [k x2 (g, ..., [k} je baze kodu,
« polynom x™ -1 je déliteny polynomem g.
Dlkaz: nechtv O K. Vydélime v polynomem g se zbytkem:
v=fLg+z protozev 0K, f[g OK, musiz OK.
ProtoZe stz < stg a polynom g ma nejmensi stupef, musi z = 0.
ProtoZe stv <n, je stf <m =n —stg. Libovolny v O K lze zapsat
jako

U= (g™ + fix+ fo) [
neboli jako linearni kombinaci prvki {g, x (&, x2(g, . .., x*1[g}. Tyto
prvky jsou LN, takZe tvofi bazi kodu K. Je tedym =k astg =n-k.
Puntik tfeti: délitelnost ovéfime analogicky (musi z = 0).
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Generujici polynom: postacujici podminka

Tvrzeni: Aby byl polynom g generujici polynom néjakého cyklic-
kého kodu, staci, aby délil polynom x™ — 1 beze zbytku.

DUlikaz: Zjistime, Ze lin. obal v3ech cyklickych posunti g neobsahuje
nenulovy polynom st. mensiho nez g. Nechtf je libovolny polynom.

flg=z mod (x"-1), t. flg=ullx"-1)+z
Je tfeba oveérit, Ze z = 0 nebo stz = stg. ProtoZe je f [k délitelny g
au [{x"-1) je délitelny g, musi téZ z byt délitelny g, takze z = v [g.
Navrh cyklického kodu: Zvolime délku bloku n, rozloZime po-
lynom x™ — 1 na soucin ireducibilnich polynom& a generujici poly-
nom g zvolime jako soucin nékterych takto nalezenych ireducibil-
nich polynomu. Stupei g je poget kontrolnich bitd kodu.

Umluva: Viechny gen. polynomy stejného kodu se lisi aZ na ska-
larni ndsobek. Volme takovy, co ma u nejvyssi mocniny jednicku.
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Odhaleni souvislé chyby

Souvisld chyba délky t je chyba ménici kddoveé slovo v Useku nékte-
rych po sobé jdoucich ¢ bit{, jinde je slovo nezmén&no. Potet chyb
(vaha chybového slova) nemusi byt ¢, ale je menSi nebo rovna ¢.

Pozorovani: Cyklicky (n, k) kdd odhaluje vSechny souvislé chyby
délky n - &.

Dlikaz: Na souvislou chybu & miiZeme provést (opakovang) cyk-
licky posun a ziskat polynom e”, ktery je stupné mensiho nez n—k.
TakZe ¢’ ani ¢ neni kodové slovo.

Poznamka: toto je dlivod, proé se v praxi pouzivaji cyklické kody.
Chyby se totiz rady v konkrétnim technickém prostredi soustre-
duji do blok (drupouty, krabance na CD atd.).

Existuji cyklické (n,k) kody, které navic uméji opravit vsechny
souvislé chyby délky (n - &)/2.
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Priklad: Cyklicky HammingCv kod

Sestavme (7, 4) cyklicky kod, ktery ma generujici polynom x3+x+1.
Je to generujici polynom, protoZe déli polynom x” - 1. Kéd ma
nasledujici generujici a kontrolni matici

1101000

[o110100 (to11100

G= , H=[1 1100 1 0],
0011010 0111001
0001101

takZe vidime, Ze H ma rdizné a nenulové sloupce. Je to tedy Ham-
mingav (7, 4) kod.

HammingQv (7, 4) kod, ktery koduje podle této G a pouZiva tuto
kontrolni matici H umi odhalit i t¥i souvislé chyby. Od Hammin-
gova kodu ze strany [12] se liSi pofadim bitd kddového slova.
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Generujici a kontrolni matice

ProtoZe cyklicky kod ma bazi g, x (g, x2[g, ..., x* 1[5, kde g je
generujici polynom, g(x) = go+g1x+gox2+- - - +g,px" 7, je generuijici
matice tvaru

g 81 & .. Enk 0 o ... © 0

0 g & -+ &-+1 & O ... O 0
G=|10 0 g &n-t-2 &nt-1 &nk --- O 0

o 0 o0 ... e 8o 81 - 8nk1 Entk

Polynom A = (x" - 1)/g se nazyva kontrolni polynom. Da se ukazat,
Ze matice s koeficienty kontrolniho polynomu kg, hp—q, ..., k1, ho
umisténymi (v tomto pofadi) opakované ,podél vedlejsi diagonaly*,
je matici kontrolni. Ta se v pfipadé cyklickych kodu v dekdderu
prilis nevyuZiva.
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Kodér a dekodér cyklického kédu

Kodovani podle generujic’l matice neni systematické Kodér
z informacnich bith % vytvoFi kodové slovo & 0G. Fakticky tedy
vytvari kddoveé slovo ve tvaru u [g.

Dekodér spocita syndrom prijatého slova jako zbytek po déleni
generujicim polynomem. Je-li nulovy, je pfFijaté slovo kbdoveé. Vy-
sledek déleni obsahuje informacni bity.

Pozorovéani: Syndrom nezéavisi na kédovaném slovu, ale pouze
na chybé:

flg+e=symodg, e=sp;modg, pak s;=s;.

Dlkaz: f (g +e =ry [F +s1, e =y [g+s, s1 — s, je nasobek g se
stupném mensim, takZe s; —s; = 0.
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Sytematické koédovani

Kodér z informaénich bitd (w1, uo, ..., u;) sestavi polynom:

n=2 4 . —k

u(x) = ux™t + uox o Uy XV

vypoCita z jako zbytek po déleni u polynomem g a odeSle kbdové
slovo u —z. Pro€ je kodové? Je u = f [g +z. ProtoZe f [ je nasobek g,
musi i u —z byt nasobek g. Navic soucet u —z nepoSkodi poslednich
k informacnich bitd.

Dekodér spocita syndrom s jako zbytek po déleni ptijatého slova
polynomem g. Je-li s = 0, je pFijaté slovo kodové. Poslednich % bit(
obsahuje informaci.

O analyze syndromu si povime za chvili.
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Zbytek po déleni polynomu polynomem

se v pFipadé polynomd nad Z, hleda snadno. V pfikladu zapisu-
jeme bity v opatném poradi nez dosud, tj.

(an-1,an-2,...,01,0a0) < A+ @™t + -+ agx + ag.

Priklad: Necht g = (1011). Chceme koédovat informaci (1111).
Sestavime polynom u = (1111000) a délime ho polynomem g:

kodeér: dekodeér:
1111000 1111111
1011 1011
0100000 0100111
1011 1011
0001100 0001011
1011 1011

0000111 =2, u-z=1111111 0000000 = s (syndrom)

BI-LIN, algebra-all, 18, P. Olsak ~ [25]

Analyza syndromu

Sestavime tabulku chyb a jejich syndrom(:

€10 S1, €20 S, ..., €m o Sm. Tabulku vyplnime (dFiv, neZ
zacneme kodovat) tak, Zze pro kazdou chybu e; spocitame zbytek
pfi déleni polynomem g a dostaneme s;.

Kdybychom méli v paméti uloZenu tuto tabulku, pak pro kazdy
syndrom '; dekodér najde zp&tn& ¢’; a pfijaté slovo w opravi
takto: 7 =w - €.

Problém: pamétova narocnost + nutnost pro kazdé prijaté slovo
prohledat tabulku.
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Analyza syndromu podle Meggitta

Ucinme pozorovani na prikladu (7,4) cyklického kédu. Tabulka
e; » §1, ktera obsahuje viechny chyby vahy 1, vypada takto:

e1=x" o s§=1

er=xl o sy=x

93=x2 - 83:.‘)62

es=x2 o sp=x+1

95:364 o 35=x2+x

e6=x° o sg=ai+x+1
6

e;7=x o s7=x%+1 . syndrom posledniho bitu

Pro syndromy plati: s;+1 = x[d; mod g. PFitom sg = s;. Je tedy mozné
LprotoCit syndromy* postupnou aplikaci operace x [¥; mod g.
V jednom okamziku se z kazdého syndromu stane syndrom po-

sledniho bitu. Délame-li sou€asné cyklicky posun prijatého slova,
dostal se opravovany bit na posledni pozici. Opravime ho tam.
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Algoritmus podle Meggitta

Sestavme seznam v3ech syndrom(l, které odpovidaji vdem chybam,
které maji na posledni pozici jedni¢ku (seznam vSech syndromu po-
slednio bitu). UloZme tento seznam do paméti dekodéru. Seznam
zdaleka neobsahuje vSechny syndromy.

Necht délka kodu je n. Dekodér provede postupné n cyklickych po-
sunt prijatého slova (tim ho dostane nakonec do ptivodniho stavu)
a soucasneé cyklicky protaci syndrom podle vzorce s;+; = x[3; mod g.
Kdykoli se sydrom shoduje s nékterym syndromem posledniho
bitu (ze seznamu), opravi dekodér posledni bit (cyklicky pounu-
tého) prijatého slova.

Opravuje-li kod jedinou chybu, obsahuje seznam jediny syndrom
posledniho bitu. Opravuje-li dvé chyby, pak seznam obsahuje n
syndrom{. Vypocet probiha s linearni sloZitosti (existuje dobie
popsana hw implementace pomoci hradel).
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Korekce souvislych chyb

Existuji cyklické kody, které opravuji souvislé chyby délky ¢. Da se
ukazat, Ze pro takové kody plati: pokud pFi ,protaceni syndromu*
dospéjeme k syndromu stupné mensiho nez ¢, pak lze naraz opra-
vit v odpovidajicim (cyklicky posunutém) pfijatém slové vSechny
kontrolni bity pfimo podle (protoceného) syndromu.

Inspirace: podivejte se na prvni fadek tabulky na str. [26].
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Priklady ,,vétsich“ cyklickych kod(

* Golay code je perfektni kdd opravujici tFi chyby. Je to cyklicky
(23, 12) kod s generujicim polynomem:

4 5 6 10

+ax%+x8+x 1

1+x+x +x

* CRC 32 je metoda pocitani kontrolnich souétli (syndromu) dat
libovolné délky s generujicim polynomem:

Tt ta2+xt+ 25+ 27 + 28 + 210+ 10 4 12 4 16 4 422 4 23 4 (26, 32

K hlub3imu zkoumani této problematiky mdzZete pouZzit:

Jifi Adamek: Foundations of Coding, A Wiley-Interscience publi-
cation, 1991, ISBN 0-471-62187-0.

Poznamka: Prof. Jifi Adamek byl v letech 1990-1994 vedouci nasi
katedry, nyni plsobi na University of Braunschweig.



