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Polynomy

Polynom je možno definovat dvěma způsoby:

• jako reálnou nebo komplexnı́ funkci, jejichž hodnoty jsou dány
jistým vzorcem,

• jako ten vzorec samotný.
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Prvnı́ způsob zavedenı́ polynomu

Definice 1: Polynom je komplexnı́ funkce p : C → C, pro kterou
existujı́ komplexnı́ čı́sla a0, a1, . . . , an taková, že

p(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0

pro všechna x ∈ C.

Čı́sla a0, a1, . . . , an nazýváme koeficienty polynomu.

Dále zavádı́me pojmy:

Rovnost polynomů jako rovnost funkcı́:
p = q, když p(x) = q(x) pro všechna x ∈ C.

Součet polynomů, násobek polynomu jako součet a násobek funkcı́:
p + q je funkce, pro kterou (p + q)(x) = p(x) + q(x) pro všechna x ∈ C,

αp je funkce, pro kterou (αp)(x) = α ⋅ p(x) pro všechna x ∈ C.
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Druhý způsob zavedenı́ polynomu

Definice 2: Polynom je vzorec tvaru

anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0,

kde a0, a1, . . . , an jsou komplexnı́ čı́sla a x je formálnı́ proměnná.

Čı́sla a0, a1, . . . , an nazýváme koeficienty polynomu.

Hodnota polynomu anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0 v bodě α ∈ C je
komplexnı́ čı́slo, které dostaneme dosazenı́m čı́sla α za proměnou x

do uvedeného vzorce.
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Dále zavádı́me pojmy:

Rovnost polynomů: Dva polynomy se rovnajı́, pokud současně platı́

• koeficienty se stejnými indexy se rovnajı́,

• má-li jeden polynom koeficient, který druhý polynom nemá, pak
tento koeficient je nulový.

Součet polynomů, násobek polynomu: jako součet přı́slušných vzor-
ců a násobek vzorce konstantou. Přesněji:

Má-li polynom p koeficienty a0, a1, . . . , am a má-li polynom q koefi-
cienty b0, b1, . . . , bn a je m ≤ n, pak polynom p + q má koeficienty

a0 + b0, a1 + b1, . . . , am + bm, bm+1, . . . bn.

Dále polynom αp má koeficienty αa0, αa1, . . . , αam.

Výsledky operacı́ jsou tedy popsány pomocı́ svých koeficientů algo-

ritmicky. Na vstupu do algoritmu jsou koeficienty polynomů, které
sčı́táme resp. násobı́me. S proměnnou x algoritmy nepracujı́.
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Součin polynomů

Součin dvou polynomů p a q, které majı́ koeficienty a0, a1, . . . , am

a b0, b1, . . . , bn, je polynom, který má koeficienty c0, c1, . . . , cm+n ta-
kové, že

ck = a0bk + a1bk−1 + . . . + akb0,

přičemž v tomto vzorci klademe ai = 0 pro i > m a bi = 0 pro i > n.

Jak jsme na to přišli?

(a0 + a1x + a2x2 + . . . + amxm) ⋅ (b0 + b1x + b2x2 + . . . + bnxn) =
= (a0b0) + (a0b1 + a1b0) x +

+ (a0b2 + a1b1 + a2b0) x2 + · · · +
+ (a0bm+n + a1bm+n−1 + · · · + ambn + · · · + am+nb0) xm+n.
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Vztah mezi funkcı́ a koeficienty

Jaký je vztah mezi prvnı́m a druhým způsobem pojetı́ polynomu?

Tj. mezi polynomem jako funkcı́ a polynomem jako vzorcem cha-
rakterizovaným svými koeficienty?

Tvrzenı́:

• Polynom daný koeficienty jednoznačně určuje funkci podle defi-
nice 1.

• Polynom jako funkce má své koeficienty určeny jednoznačně
(až na „přebývajı́cı́“ nulové koeficienty).
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Prvnı́ část tvrzenı́ je zřejmá. Vzorec určuje funkci.

Druhá část tvrzenı́ nenı́ zcela zřejmá. K jejı́mu důkazu použijeme
pomocnou větu:

Věta: nulová funkce je polynom, který musı́ mı́t všechny koefici-
enty nulové.

Důkaz: Necht’ p(x) = anxn + . . . + a1x + a0 = 0 pro všechna x ∈ C,
Koeficient a0 musı́ být nulový (stačı́ dostadit x = 0). Takže platı́
p(x) = x (anxn−1 + . . . + a1) = x q(x) = 0. Polynom q je nulový pro
všechna x ∈ C \ {0}. Protože q je funkce spojitá, je také q(0) = 0.
Dosazenı́m x = 0 dostáváme a1 = 0 a postup můžeme opakovat.
Dostaneme a2 = 0, . . . , an = 0.
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Vrat’me se k tvrzenı́: Polynom jako funkce má své koeficienty ur-
čeny jednoznačně.

Důkaz: At’ polynom p (jako funkce) má koeficienty a0, a1, . . . , an a
také at’ má koeficienty b0, b1, . . . , bn (koeficienty doplnı́me nulami,
kdyby původně měl být počet koeficientů různý). Funkce p − p je
nulová a má zřejmě koeficienty a0 − b0, a1 − b1, . . . , an − bn. Podle
předchozı́ věty musejı́ být tyto koeficienty nulové, takže musı́ být
ai = bi pro všechna i. Nemůže se tedy stát, aby měl jeden polynom
(jako funkce) dvě sady různých koeficientů.
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Stupeň polynomu

Definice: polynom se všemi koeficienty nulovými se nazývá nu-

lový polynom.

Stupeň polynomu p s koeficienty a0, a1, . . . , an je největšı́ index i

takový, že ai 6= 0. Stupeň nulového polynomu definujeme hodno-
tou −1.

Stupeň polynomu p značı́me St p

Pozorovánı́: Pro nenulové polynomy p a q platı́:

St(p + q) ≤ max(St p, St q), St(p ⋅ q) = St p + St q
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Dělenı́ polynomu polynomem se zbytkem

Věta: Pro polynomy p a q (polynom q nenulový) existujı́ polynomy
r a z takové, že

• p = r ⋅ q + z, (neboli p/q = r + z/q),

• St z < St q.

Polynomu r řı́káme částečný podı́l a polynomu z řı́káme zbytek při
dělenı́ polynomu p polynomem q.

Platnost věty je zaručena existencı́ algoritmu, který pro každé p,
q vytvořı́ r a z uvedených vlastnostı́.
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Algoritmus (přı́klad):

(2x5 − 3x4 + 3x3 − x2 − 6x + 8)
−(2x5 − 4x4 + 8x3)

x4 − 5x3 − x2 − 6x + 8
−(x4 − 2x3 + 4x2)

−3x3 − 5x2 − 6x + 8
−(−3x3 + 6x2 − 12x)

−11x2 + 6x + 8
−(−11x2 + 22x − 44)

−16x + 52

: (x2 − 2x + 4) = 2x3 + x2 − 3x − 11
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Algoritmus (náčrt):

p

−ckxk ⋅ q

p − ckxk ⋅ q

−ck−1xk−1 ⋅ q

p − ckxk ⋅ q − ck−1xk−1 ⋅ q

. . .
p − (ckxk + ck−1xk−1 + . . . + c0) ⋅ q = p − r q = z

: q = ckxk + ck−1xk−1 + . . . + c0

Algoritmus:

• vždy skončı́ po konečně mnoha krocı́ch,

• vyprodukuje polynomy r a z, které majı́ vlastnosti podle věty.

(rozmyslete si, proč)
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Jednoznačnost částečného podı́lu a zbytku

Polynomy r a z s vlastnomstmi podle předchozı́ věty jsou určeny
výchozı́mi polynomy p a q jednoznačně.

Důkaz: At’ kromě r a z ještě polynomy r1 a z1 majı́ uvedené vlast-
nosti, tj.

p = r ⋅ q + z = r1 ⋅ q + z1, St z < St q, St z1 < St q.

Po odečtenı́ prvnı́ rovnosti je (r − r1) q = z1 − z. Stupeň na pravé
straně je menšı́ než q, takže na levé straně musı́ být q násobeno
nulou. Tj. r = r1. Z toho také plyne, že z = z1.
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Hornerovo schéma =

= algoritmus na efektivnı́ vyhodnocenı́ polynomu v daném bodě.

p(α) = anαn + an−1αn−1 + an−2αn−2 + · · · + a2α2 + a1α + a0 =
= ((· · · ((anα + an−1) α + an−2) α + · · · + a2) α + a1) α + a0.

Mezivýpočty (závorky) mohou zůstávat v registru procesoru.

Odhadněte počet násobenı́ a sčı́tánı́ při vyhodnocenı́ polynomu
stupně n v bodě

a) přı́mo pomocı́ vzorce z definice polynomu

b) podle Hornerova schématu
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Tři řádky Hornerova schématu

Při psanı́ mezivýpočtů na papı́r můžeme použı́t třı́řádkové schéma:

an an−1 an−2 . . . a2 a1 a0

α : αbn−1 αbn−2 . . . αb2 αb1 αb0

bn−1 bn−2 bn−3 . . . b1 b0 p(α)

kde bn−1 = an, bk−1 = ak + αbk pro k = n − 1, n − 2, . . . , 3, 2, 1.

Vyplatı́ se to, protože platı́ následujı́cı́ tvrzenı́ . . .
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Tvrzenı́: třetı́ řádek Hornerova schématu obsahuje koeficienty bi,
což jsou koeficienty polynomu r, pro který platı́:

p(x) = r(x) (x − α) + p(α)

tedy: r je částečný podı́l polynomu p polynomem (x − α).

Důkaz: je třeba využı́t rekurentnı́ch vztahů

bn−1 = an, bk−1 = ak + αbk

a propočı́tat výraz r(x) (x − α) + p(α).

K čemu to je: nemusı́me pro výpočet částečného podı́lu polynomu
polynomem stupně prvnı́ho použı́vat algoritmus ze slı́du [12].
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Kořen polynomu

Definice: Kořen polynomu p je takové čı́slo α ∈ C, pro které je
p(α) = 0.

Jinými slovy: kořen je čı́slo, ve kterém má polynom nulovou hod-
notu.

Definice: Kořenový činitel polynomu p je polynom tvaru x − α , kde
α je kořen polynomu p.

Pozorovánı́: Polynom je dělitelný svým kořenovým činitelem.

Důkaz: Částečný podı́l polynomu p kořenovým činitelem (x − α)
musı́ mı́t stupeň zbytku menšı́ než 1, takže zbytek je konstanta z.
Takže

p(x) = r(x) ⋅ (x − α) + z.

Po dosazenı́ x = α dostáváme 0 = p(α) = r(α) ⋅ 0 + z, takže z = 0.
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Základnı́ věta algebry

Věta: Každý polynom stupně aspoň prvnı́ho má v C kořen.

Poznámka: Polynom stupně nula je nenulová konstanta, tj. nemá
kořen.

Pozorovánı́: Třebaže má polynom stupně aspoň prvnı́ho reálné
koeficienty, nemusı́ mı́t žádný reálný kořen. Napřı́klad polynom
x2 + 1. Základnı́ věta algebry pravı́, že polynom má komplexnı́,
kořen.

Důkaz základnı́ věty algebry: neuvádı́me.
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Rozklad polynomu na kořenové činitele

Necht’ p je polynom stupně aspoň prvnı́ho. Pak má kořen α1 a
je dělitelný kořenovým činitelem x − α1, tedy p = (x − α1) ⋅ p1(x).
Polynom p1 má stupeň o jeden menšı́, než stupeň p.

Necht’ p1 je polynom stupně aspoň prvnı́ho. Pak má kořen α2 a je
dělitelný činitelem x−α2, tedy p = (x−α1)⋅p1(x) = (x−α1)(x−α2)⋅p2(x).
Polynom p2 má stupeň o dva menšı́, než stupeň p.

Opakovaným postupem této úvahy dostáváme

p = (x − α1) ⋅ p1(x) = (x − α1) ⋅ (x − α2) · · · (x − αn) ⋅ K,

kde K = pn je polynom stupně nultého (nenulová konstanta).

Tomuto vzorci se řı́ká rozklad polynomu p na kořenové činitele.
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Násobnost kořene

Pozorovánı́: Všechna čı́sla αi v předchozı́m vzorci (v rozkladu na
kořenové činitele) jsou kořeny polynomu p.

Pozorovánı́: Počet kořenových činitelů v předchozı́m vzorci je
roven stupni polynomu.

Definice: Násobnost kořene α je počet výskytů čı́sla α v kořeno-
vých činitelı́ch v rozkladu na kořenové činitele.

Pozorovánı́: Každý polynom má tolik kořenů, kolik je jeho stu-
peň. Každý kořen ovšem započı́táme tolikrát, kolik činı́ jeho ná-
sobnost.

Pozorovánı́: Konstanta K v rozkladu na kořenové činitele je
rovna koeficientu an.
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Nalézt rozklad na kořenové činitele

nenı́ algebraicky pro obecný polynom p možné.

Při hledánı́ rozkladu je totiž potřeba najı́t všechny kořeny poly-
nomu p na základě znalosti jeho koeficientů. Vzorce existujı́ pro
polynomy stupně 1, 2, 3, 4 a dále pro některé speciálnı́ polynomy.

Přı́klad: Pro polynom stupně 2 vzorce pro kořeny jistě znáte:

α1 =
−a1 +

√

a2
1 − 4a2a0

2a2
, α2 =

−a1 −
√

a2
1 − 4a2a0

2a2

Pro polynomy stupně pátého a vyššı́ho algebraické vzorce neexis-

tujı́. Pomocı́ teorie grup Niels Abel a Évartiste Galois dokázali,
že tyto vzorce skutečně neexistujı́ (tj. je dokázáno, že vzorce ani
v budoucnu nikdo objevı́).

To nenı́ ve sporu se základnı́ větou algebry, která řı́ká, že kořen
existuje (zdůvodněte proč).
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Speciálnı́ přı́pad: kořeny jsou celá čı́sla

Jsou-li koeficienty polynomu celočı́selné, pak je možno vyzkoušet,
zda nepůjde nalézt kořen mezi děliteli koeficientu a0. Těch je ko-
nečně mnoho. Pokud mezi nimi kořen nenalezneme, nemáme sice
rozklad, ale máme aspoň jistotu, že polynom nemá dalšı́ celočı́-
selné kořeny. Platı́ totiž:

Věta: Je-li α celočı́selný kořen polynomu p s celočı́selnými koefi-
cienty, pak α dělı́ koeficient a0.

Důkaz: V rovnosti 0 = anαn + an−1αn−1 + · · · + a1α + a0 (která plyne
z toho, že α je kořen) odečteme z obou stran a0 a ze zbytku vy-
tkneme α . Dostáváme a0 = −α ⋅ (anαn−1 + an−1αn−2 + · · ·+ a1) = α ⋅ c,
kde c je celé čı́slo. Takže α dělı́ a0.
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Přı́klad

Rozložı́me p(x) = x5 − 12x4 + 48x3 − 62x2 − 33x + 90. Má-li být koře-
nem celé čı́slo, může to být jedině dělitel devadesátky, tedy čı́sla
1, 2, 3, 5, 6, . . . , 90, −1, −2, −3, . . . , −90. Těchto konečně mnoho čı́sel
můžeme zkusit dosadit do polynomu. Vycházı́ např. p(2) = 0, takže
2 je kořen. Dalšı́ kořeny stačı́ hledat v polynomu p1(x) = p(x)/(x−2).
Koeficienty tohoto polynomu najdeme ve třetı́m řádku Hornerova
schématu. Je p1(x) = x4 − 10x3 + 28x2 − 6x − 45. Tento polynom má
kořen 3 a p2(x) = p(x)/((x − 2)(x − 3)) = x3 − 7x2 + 7x + 15. Trojka je
znovu kořen polynomu p2 a p3(x) = p(x)/((x − 2)(x − 3)2) = x2 − 4x − 5.
Tento kvadratický polynom má kořeny 5 a −1. Rozklad daného
polynomu je: p(x) = (x − 2)(x − 3)2(x − 5)(x + 1).

Jiný přı́klad: rozklad polynomu x5−12x4+48x3−62x2−33x+91 nelze
algebraicky nalézt. Dělitele 91 jsou 1, 7, 13, 91, −1, −7, −13, −91.
Můžeme zjistit, že žádné z těchto čı́sel nenı́ kořen, takže polynom
nemá celočı́selné kořeny.
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Komplexně sdružené kořeny

Polynomy s reálnými koeficienty ne vždy majı́ jen reálné kořeny.
Komplexnı́ kořeny se ovšem v takovém přı́padě vyskytujı́ v párech:

Tvrzenı́: Je-li α ∈ C kořen polynomu p s reálnými koeficienty, pak
α (komplexně sdružené čı́slo k čı́slu α) je také kořen polynomu p,
dokonce stejné násobnosti.

Proč je α kořen? Platı́

p(α) = a0 + a1α + a2α2 + · · · + anαn =
= a0 + a1 α + a2 α2 + · · · + an αn =
= a0 + a1α + a2α2 + · · · + anαn = p(α) = 0 = 0.

Proč majı́ α a α stejnou násobnost? Součin (x−α) ⋅(x−α) je polynom
s reálnými koeficienty (propočı́tejte si to).
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Reálný rozklad

Dvojici kořenových činitelů (x − α) a (x − α) můžeme roznásobit a
dostáváme kvadratický polynom s reálnými koeficienty

(x − α) ⋅ (x − α) = x2 + βx + γ .

Nahradı́me-li všechny takové páry kořenových činitelů jejich sou-
činy, dostáváme v přı́padě polynomu s reálnými koeficienty:

• součin kořenových činitelů s reálnými kořeny násobený

• součinem kvadratických polynomů, které nemajı́ reálné kořeny.

Reálný rozklad má obecně tvar

p(x) = c ⋅ (x − α1)(x − α2) · · · (x − αk)(x2 + β1x + γ1) · · · (x2 + βmx + γm)
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Reálný rozklad s násobnostmi

Zapı́šeme-li v reálném rozkladu vı́cenásobné kořenové činitele po-
mocı́ mocnin a stejně tak opakované kvadratické polynomy pomocı́
mocnin, dostáváme rozklad:

p(x) = c (x − α1)u1 · · · (x − αk)uk ⋅ (x2 + β1x + γ1)v1 · · · (x2 + βmx + γm)vm

Takový rozklad se často použı́vá,

• aby se výpočet obešel bez použitı́ komplexnı́ch čı́sel a

• aby explicitně počı́tal s možnostı́ výskytu vı́cenásobných kořenů

(např. integrál racionálnı́ lomené funkce).
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Parciálnı́ zlomky

Věta: Necht’ St p < St q a α je k násobným kořenem polynomu q.
Označme q = (x − α)k ⋅ q1. Pak existuje a ∈ C a polynom p1 takový,
že St p1 < St q − 1 a

p(x)
q(x)

=
a

(x − α)k
+

p1(x)
(x − α)k−1q1(x)

∀ x ∈ C takové, že q(x) 6= 0

Důkaz: Protože α je k-násobným kořenem q, platı́ q1(α) 6= 0. Do-
kazovaná rovnost je ekvivalentnı́ s p(x) = a ⋅ q1(x) + p1(x) ⋅ (x − α).
Po dosazenı́ α → x je p(α) = a ⋅ q1(α), tj. a = p(α)/q1(α). Polynom
p(x) − a ⋅ q1(x) má stupeň nejvýše roven max(St p, St q1) a má kořen
α . Dělenı́ jeho kořenovým činitelem vycházı́ tedy beze zbytku a vý-
sledkem dělenı́ je polynom p1. Jeho stupeň je tedy aspoň o jedničku
menšı́ než max(St p, St q1) a je tedy menšı́ než St q − 1.

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olšák [28]

Rozklad na parciálnı́ zlomky

je důsledek předchozı́ věty:

p(x)
q(x)

=
ak

(x − α)k
+

ak−1

(x − α)k−1 + · · · + a1

(x − α)
+

p2(x)
q1(x)

=

=
k1

∑
i=1

ai,k1

(x − α1)i
+

k2

∑
i=1

ai,k2

(x − α2)i
+ · · · +

ku

∑
i=1

ai,ku

(x − αr)i

Reálný rozklad na parciálnı́ zlomky:

p(x)
q(x)

=
k1

∑
i=1

ai,k1

(x − α1)i
+

k2

∑
i=1

ai,k2

(x − α2)i
+ · · · +

ku

∑
i=1

ai,ku

(x − αr)i
+

+
m1

∑
i=1

bi,m1x + ci,m1

(x2 + β1x + γ1)i
+

m2

∑
i=1

bi,m2x + ci,m2

(x2 + β2x + γ2)i
+ · · · +

mv

∑
i=1

bi,mv
x + ci,mv

(x2 + βsx + γs)i

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olšák [29]

Polynom nad tělesem

Čı́selné obory Q, R a C jsou přı́klady takzvaných těles (o tom
promluvı́me podrobněji později). Těleso zde značı́m pı́smenem T.

Pokud polynom má koeficienty jen z T a definičnı́ obor je také
z T (tj. za formálnı́ proměnnou x dosazujeme jen čı́sla z T), pak
hovořı́me o polynomu nad tělesem T.

Definice: Polynom p nad tělesem T je ireducibilnı́ v T, pokud jej
nenı́ možné rozložit na součin polynomů r, s nad T stupně aspoň
prvnı́ho. Takže nemůže platit p = r ⋅ s.

Pokud je možné polynom výše zmı́něným způsobem rozložit, řı́-
káme mu reducibilnı́ v T.

BI-LIN, algebra-all, 1, P. Olšák [30]

Přı́klad: Polynom x2 + 1 je ireducibilnı́ v R.

Přı́klad: Polynom x2 + 1 je reducibilnı́ v C, protože

x2 + 1 = (x + i) ⋅ (x − i).

Přı́klad: V C jsou ireducibilnı́ pouze polynomy stupně nejvýše
prvnı́ho. To zaručuje základnı́ věta algebry.

Přı́klad: Polynom x2 − 2 je ireducibilnı́ v Q, ale je reducibilnı́ v R

i C, protože x2 − 2 = (x −
√

2) ⋅ (x +
√

2) a to jsou polynomy stupně
aspoň prvnı́ho nad R i nad C, ale ne nad Q.

Přı́klad: Rozklad na kořenové činitele je rozklad na součin iredu-
cibilnı́ch polynomů v C.

Přı́klad: Reálný rozklad je rozklad na součin ireducibilnı́ch poly-
nomů v R.

a) algebra-all, 2, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Lineárnı́ prostor

• je množina L jakýchkoli objektů s operacemi + a ⋅

• objekty lze sčı́tat mezi sebou, součet je také objekt z množiny L

• objekt lze násobit konstantou, násobek je také objekt z L

• operace sčı́tánı́ a násobenı́ splňujı́ tzv. axiomy linearity

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olšák [2]

Přı́klady

• Funkce

• Polynomy

• Uspořádané n-tice čı́sel

• Orientovné úsečky

• Nekonečné posloupnosti

• Reálná čı́sla samotná

• Komplexnı́ čı́sla

• . . .



BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olšák [3]

Definice lineárnı́ho prostoru

Lineárnı́m prostorem nazýváme každou neprázdnou množinu L,
na které je definováno sčı́tánı́ + : L × L → L a násobenı́ re-
álným čı́slem ⋅ : R × L → L a tyto operace splňujı́ pro každé
−→x ∈ L,−→y ∈ L,−→z ∈ L, α ∈ R, β ∈ R vlastnosti:

(1) −→x +−→y = −→y +−→x
(2) (−→x +−→y ) +−→z = −→x + (−→y +−→z )
(3) α ⋅ (β ⋅−→x ) = (αβ ) ⋅−→x
(4) α ⋅ (−→x +−→y ) = α ⋅−→x + α ⋅−→y
(5) (α + β ) ⋅−→x = α ⋅−→x + β ⋅−→x
(6) 1 ⋅−→x = −→x
(7) existuje −→o ∈ L, že pro každé −→x ∈ L je 0 ⋅−→x = −→o

Prvky lineárnı́ho prostoru nazýváme vektory. Reálnému čı́slu
v kontextu násobenı́ ⋅ : R × L → L řı́káme skalár. Prvku −→o ∈ L

z vlastnosti (7) řı́káme nulový prvek nebo nulový vektor.

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olšák [4]

Jednoduché vlastnosti

Pro nulový prvek −→o lineárnı́ho prostoru L platı́ vlastnosti:

(1) −→x +−→o = −→x ∀−→x ∈ L,
(2) α ⋅−→o = −→o ∀ α ∈ R,
(3) Necht’−→x ∈ L. Je-li α ⋅−→x = −→o a α ≠ 0, pak −→x = −→o .

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olšák [5]

Co nenı́ lineárnı́m prostorem

• Kvůli operacı́m: (a, b) + (c, d) = (a + d, c + b), . . .

• Kvůli množině: množina nenulových funkcı́, . . .

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olšák [6]

Konečné lineárnı́ prostory (nad R)

Jednobodový prostor (tzv. trivilálnı́, obsahuje jen nulový vektor)

ALE: Neexistuje konečný lineárnı́ prostor s aspoň dvěma vektory.

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olšák [7]

Neobvyklý lineárnı́ prostor

• Množina: R+, operace: ⊕ : R+ × R+ → R+, ⊙ : R × R+ → R+

x ⊕ y = x ⋅ y, α ⊙ x = xα

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olšák [8]

Lineárnı́ podprostor

je podmnožina M lineárnı́ho prostoru L, která je sama se stejnými
operacemi lineárnı́m prostorem. Vlastnosti (1) až (7) jsou zaru-
čeny, protože tytéž operace „pracujı́ “ v L. Nemusı́ být ale splněna
uzavřenost operacı́, tedy:

Definice: Necht’ L je lineárnı́ prostor s operacemi „+“ a „⋅“. Ne-
prázdnou množinu M ⊆ L nazýváme lineárnı́m podprostorem pro-

storu L, pokud pro všechna −→x ∈ M,−→y ∈ M a α ∈ R platı́:

(1) −→x +−→y ∈ M,
(2) α ⋅−→x ∈ M.

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olšák [9]

Přı́klady lineárnı́ch podprostorů

• Polynomy v lineárnı́m prostoru funkcı́

• Polynomy nejvýše druhého stupně v lineárnı́m prostoru poly-
nomů

• Podmnožiny z R3:

M = {(x, y, z); x + 2y = 0, z libovolné } ANO,
N = {(x, y, z); 2x + y − z = 0} ANO,
S = {(x, y, z); 2x + y − z = 3} NE.

• Orientované úsečky ve společné rovině procházejı́cı́ bodem O,

• Orientované úsečky ve společné přı́mce procházejı́cı́ bodem O.

BI-LIN, algebra-all, 2, P. Olšák [10]

Průnik a sjednocenı́ podprostorů

• Průnik podprostorů stejného lin. prostoru je vždy podprostor,

• sjednocenı́ podprostorů stejného lin. prostoru nemusı́ být pod-
prostor.



a) algebra-all, 3, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Lineárnı́

(ne)závislost
Skupiny, resp. množiny, vektorů mohou být lineárně závislé nebo
lineárně nezávislé. . .

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [2]

Odečı́tánı́ vektorů, asociativita

Mı́sto, abychom psali zdlouhavě: −→x + (−1) ⋅ −→y , pı́šeme stručněji
−→x −−→y .

Vektoru −−→y = (−1) ⋅−→y řı́káme opačný vektor k vektoru −→y .

Pozorovánı́: −→x −−→x = −→o , protože
−→x −−→x = 1 ⋅−→x + (−1)−→x = (1 + (−1)) ⋅−→x = 0 ⋅−→x = −→o .

Dalšı́ zkrácenı́ zápisu: Protože (−→x +−→y )+−→z = −→x +(−→y +−→z ), tj. nezáležı́
na pořadı́ prováděnı́ operacı́, budeme nadále závorky vynechávat
a psát jen −→x +−→y +−→z .

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [3]

Lineárnı́ kombinace

Vče, co s vektory můžeme dělat je:

• násobit je konstantou

• sčı́tat je mezi sebou, neboli:

• tvořit lineárnı́ kombinace.

Definice: Linárnı́ kombinace vektorů −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n je vektor:

α1 ⋅−→x 1 + α2 ⋅−→x 2 + · · · + αn ⋅−→x n

Reálná čı́sla α1, α2, . . . , αn se nazývajı́ koeficienty lineárnı́ kombi-

nace.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [4]

Triviálnı́ lineárnı́ kombinace

Definice: Má-li lineárnı́ kombinace všechny koeficienty nulové,
řı́káme ji triviálnı́. Triviálnı́ lineárnı́ kombinace vypadá takto:

0−→x 1 + 0−→x 2 + · · · + 0−→x n

Má-li lineárnı́ kombinace aspoň jeden koeficient nenulový, řı́káme
ji netriviálnı́.

Pozorovánı́: Triviálnı́ lineárnı́ kombinace je rovna nulovému vek-
toru.

Plyne to z axiomu (7) a z tvrzenı́, že −→x +−→o = −→x .

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [5]

Lineárnı́ závislost, lineárnı́ nezávislost

Definice: Skupina vektorů−→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n je lineárně závislá, po-
kud existuje jejich netriviálnı́ lineárnı́ kombinace rovna nulovému
vektoru.

Skupina vektorů−→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n je lineárně nezávislá, pokud nee-
xistuje jejich netriviálnı́ lineárnı́ kombinace rovna nulovému vek-
toru, tedy pokud jedině jejich triviálnı́ lineárnı́ kombinace je rovna
nulovému vektoru, neboli pokud z rovnosti

α1 ⋅−→x 1 + α2 ⋅−→x 2 + · · · + αn ⋅−→x n = −→o

nutně plyne α1 = α2 = · · · = αn = 0.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [6]

Přı́klady

• v R3 jsou vektory (1, 2, 3), (5, 7, 8), (3, 3, 2) lineárně závislé

• v R3 jsou vektory (1, 2, 3), (4, 7, 8), (3, 4, 2) lineárně nezávislé.

• v prostoru reálných funkcı́ jsou vektory sin(x), cos(x), ex lineárně
nezávislé.

• v prostoru reálných funkcı́ jsou vektory sin2 x, cos2 x, 3 lineárně
závislé.

• v prostoru polynomů jsou vektory x2 + x + 1, x + 2, x2 − 1 lienárně
závislé.

Všechny přı́klady si ověřte podle definice.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [7]

Jiný pohled na lineárnı́ závislost

Tvrzenı́: Vektory−→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n jsou lineárně závislé právě když
existuje aspoň jeden z nich, který je lineárnı́ kombinacı́ ostatnı́ch.

Důkaz. 1. necht’ jsou lin. závislé. Pak existuje jejich netriviálnı́
lin. kombinace rovna nulovému vektoru, tj. aspoň jeden koeficient
je nenulový, vydělenı́m tı́mto koeficientem a přenosem vektoru na
druhou stranu rovnosti zjišt’ujeme, že vektor je lineárnı́ kombinacı́
ostatnı́ch.

2. necht’ existuje jeden vektor, který je lineárnı́ kombinacı́ ostat-
nı́ch. Přeneseme jej na druhou stranu rovnosti (odečteme jej) a
máme netriviálnı́ lineárnı́ kombinaci rovnou nulovému vektoru.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [8]

Procvičovánı́ pochopenı́ definice

• Lineárnı́ (ne)závislost nenı́ podmı́něna pořadı́m vektorů ve sku-
pině.

• Skupina vektorů, v nı́ž se některý vektor opakuje, je lineárně
závislá.

• Skupina vektorů obsahujı́cı́ nulový vektor je lineárně závislá.

• Skupina dvou vektorů je lineárně závislá právě když jeden je
násobkem druhého.

• Přidánı́m vektoru do lineárně závislé skupiny se jejı́ závislost
nezměnı́.

• Odebránı́m vektoru z lineárně nezávislé skupiny se jejı́ nezávis-
lost nezměnı́.



BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [9]

Závislost orientovaných úseček

• Dvě orientované úsečky jsou lineárně závislé právě když ležı́ ve
společné přı́mce.

• Tři orientované úsečky jsou lineárně závislé právě když ležı́ ve
společné rovině.

• Čtyři orientované úsečky jsou závislé vždy.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [10]

Závislost nekonečných množin vektorů

Pravidlo: V algebře pracujeme jen s konečnými lineárnı́mi kom-
binacemi, tj. sčı́tanců je vždy konečně mnoho.

• Nekonečná množina M vektorů je lineárně závislá, pokud exis-
tuje jejich konečná lineárně závislá podmnožina, tj. existujı́ vek-
tory −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n z množiny M tak, že jsou lineárně závislé.

• Nekonečná množina M vektorů je lineárně nezávislá, pokud
každá jejı́ konečná podmnožina je lineárně nezávislá, jinými
slovy neexistuje lineárně závislá konečná podmnožina. Ještě ji-
nak: neexistuje žádný vektor z M, který by se rovnal konečné
lineárnı́ kombinaci ostatnı́ch vektorů.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [11]

Přı́klad nekonečné lin. nezávislé množiny

Množina polynomů {1, x, x2, x3, x4, . . .} je lineárně nezávislá.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [12]

Lineárnı́ obal

Definice: Lineárnı́ obal vektorů −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n je množina včech
jejich lineárnı́ch kombinacı́, tedy

{α1
−→x 1 + α2

−→x 2 + · · · + αn
−→x n; α1, α2, . . . , αn ∈ R}

Lineárnı́ obal vektorů −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n značı́me 〈−→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n〉.

Lineárnı́ obal (konečné nebo nekonečné) množiny vektorů M je
množina všech konečných lineárnı́ch kombinacı́ vektorů z mno-
žiny M. Lineárnı́ obal množiny M značı́me 〈M〉.

Pozorovánı́: M ⊆ 〈M〉.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [13]

Geometrická představa lineárnı́ho obalu

Předpokládejme vektory z množiny orientovaných úseček se spo-
lečným počátkem O.

• Lineárnı́ obal jednoho nenulového vektoru je množina všech vek-
torů ležı́cı́ch ve společné přı́mce.

• Lineárnı́ obal dvou lineárně nezávislých vektorů je množina
všech vektorů ležı́cı́ch ve společné rovině.

• Lineárnı́ obal třı́ lineárně nezávislých vektorů je množina všech
orientovaných úseček.

• Lineárnı́ obal (libovolně mnoha) vektorů ležı́cich ve společné ro-
vině je množina všech vektorů ležı́cı́ch v této rovině.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [14]

Obal obalu

Věta: 〈〈M〉〉 = 〈M〉, neboli:
lineárnı́ obal lineárnı́ho obalu už nenı́ většı́ než původnı́ lineárnı́
obal.

Důkaz: Lineárnı́ kombinace lineárnı́ch kombinacı́ vektorů z M je
po využitı́ distributivnı́ho zákona rovna přı́mo lineárnı́ kombinaci
vektorů z M (rozepište si to).

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [15]

Obal je podprostor

(1) Je-li P lineárnı́m obalem nějaké množiny M, je P lineárnı́ pod-
prostor.

(2) P je lineárnı́ podprostor právě tehdy, když 〈P〉 = P.

(3) Lineárnı́ obal množiny M je nejmenšı́ lineárnı́ podprostor ob-
sahujı́cı́ M.

Důkazy: (1) Součet prvků z obalu zůstává v obalu a α-násobek
také. Protože lineárnı́ kombinace lin. kombinacı́ je přı́mo lin. kom-
binace.

(2) Je-li P lineárnı́ podprostor, pak všechny lineárnı́ kombinace
prvků z P zůstávajı́ v P, takže 〈P〉 = P. Obráceně: viz (1), stačı́
zvolit M = P.

(3) Necht’ P = 〈M〉 a Q je podprostor obsahujı́cı́ M, tedy M ⊆ Q. Je
P = 〈M〉 ⊆ 〈Q〉 = Q, takže je P nejmenšı́.

BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [16]

Rozšı́řenı́ lineárně nezávislé množiny

Věta: Je-li N lineárně nezávislá množina vektorů a z 6∈ 〈N〉, pak
N ∪ {−→z } je lineárně nezávislá.

Důkaz: Sporem. Necht’ N ∪ {−→z } je lineárně závislá. Pak existuje
konečně mnoho −→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n ∈ N tak, že

α1
−→x 1 + α2

−→x 2 + · · · + αn
−→x n + αn+1

−→z = −→o ,

a přitom aspoň jedno αi je nenulové. Kdyby byla αn+1 = 0, máme
netriviálnı́ lin. kombinaci vektorů nezávislé množiny N rovnu nu-
lovému vektoru a to nenı́ možné. Takže musı́ αn+1 6= 0. Po vydělenı́
αn+1 a převedenı́ −→z na druhou stranu rovnosti je −→z lineárnı́ kom-
binacı́ vektorů z N, což je ve sporu s tı́m, že z 6∈ 〈N〉.



BI-LIN, algebra-all, 3, P. Olšák [17]

Redukce lin. nezávislé množiny

Věta: Množina N je lineárně nezávislá právě tehdy, když každá
jejı́ vlastnı́ podmnožina má menšı́ obal.

Důkaz: Necht’ N je nezávislá. Necht’ N′ ⊂ N. Vektor −→z ∈ N \ N′

nenı́ lin. kombinacı́ prvků z N′, protože jinak by N byla závislá.
Nemůže tedy 〈N〉 = 〈N′〉, protože v takovém přı́padě je −→z ∈ 〈N′〉.

Necht’ N je závislá. Existuje jeden vektor−→z , který je lin. kombinacı́
ostatnı́ch. Jeho odebránı́m vzniká N′, která má stejný lin. obal.

a) algebra-all, 4, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Báze
• Každý lineárnı́ (pod)prostor má svou bázi

• Vzhledem ke zvolené bázi určujeme souřadnice vektorů. . .

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olšák [2]

Definice báze

Definice: Množina vektorů B je báze lineárnı́ho prostoru L, pokud

(1) B je lineárně nezávislá,
(2) 〈B〉 = L.

Podobně definujeme bázi lineárnı́ho podprostoru P ⊆ L.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olšák [3]

Přı́klady bázı́

• {(1, 2, 3), (4, 7, 8), (3, 4, 2)} je báze R3.

• {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} je také báze R3.

• {(1, 0, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, 0, . . . , 1)} je báze Rn.

• libovolné tři lineárně nezávislé orientované úsečky tvoři bázi
lineárnı́ho prostoru všech orientovaných úseček.

• libovolné dvě lineárně nezávislé orientované úsečky v rovině
tvořı́ bázi lineárnı́ho podprostoru orientovaných úseček ležı́cı́ch
v této rovině.

• Množina {1, x, x2, x3, . . .} tvořı́ bázi lin. prostoru všech polynomů.

Pozorovánı́: Jeden lineárnı́ (pod)prostor má vı́ce bázı́, všechny
majı́ společnou vlastnost: majı́ stejný počet prvků. (To dokážeme
za chvı́li.)

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olšák [4]

Existence báze

Věta:

• Každý netriviálnı́ lineárnı́ prostor má bázi.

• Každá lineárně nezávislá množina se dá doplnit na bázi.

• V každé množině, pro kterou 〈M〉 = L, se dá najı́t podmnožina,
která tvořı́ bázi L.

Důkaz: opı́rá se o axiom výběru. Důkaz najdete ve druhém vydánı́
linal2.pdf, ale nebudu jej požadovat ke zkoušce.

Pozorovánı́: Je-li báze konečná, pak se dá lin. nezávislá množina
doplnit na bázi postupným přidávánı́m vektorů z vnějšku lineár-
nı́ho obalu (použije se věta ze slı́du [16]).

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olšák [5]

Stejný počet prvků v bázi

Věta 1: Dvě báze stejného lineárnı́ho prostoru majı́ stejný počet
prvků.

Důkaz: pomocı́ tzv. Steinitzovy věty o výměně:

Věta (Steintz): Necht’M je libovolná množina, N je konečná line-
árně nezávislá množina vektorů tak, že N ⊆ 〈M〉. Pak lze z mno-
žiny M odebrat tolik vektorů, kolik jich je v N, a přidat tam všechny
vektory z N. Nově vzniklá množina má stejný lineárnı́ obal jako
〈M〉. (Důkaz Steintzovy věty: viz linal.pdf.)

Důkaz věty 1: Necht’ B1 a B2 jsou dvě báze. Protože B1 je lin.
nezávislá a B1 ⊆ 〈B2〉, má podle Steinitzovy věty B1 nejvýše tolik
vektorů jako B2. Je také B2 lin. nezávislá a B2 ⊆ 〈B1〉, takže počet
vektorů je stejný.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olšák [6]

Dimenze

Definice: Počet prvků báze lineárnı́ho prostoru L je dimenze L,
značı́me dim L.

Pozorovánı́: Předchozı́ věta nám zaručuje, že definice má smysl.

Přı́klady:

• dim Rn = n,

• dimenze prostoru polynomů je ∞,

• dimenze prostoru orientovaných úseček je 3,

• dim. podprostoru orientovaných úseček ve společné rovině je 2,

• dim. podprostoru orientovaných úseček ve společné přı́mce je 1,

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olšák [7]

Dimenze podprostoru

Dimenze podprostoru je menšı́ nebo rovna dimenzi prostoru.

(Důkaz: Bázi podprostoru lze doplnit na bázi prostoru.)

V přı́padě konečné dimenze a vlastnı́ho podporostoru je dimenze
podprostoru menšı́.

(Důkaz: K bázi podprostoru přidáme vektor z vnějšku podprostoru.
Tı́m zůstane množina lin. nezávislá. Přı́padně ji doplnı́me na bázi
prostoru.)

Podmı́nka konečnosti dimenze je nutná: Napřı́klad prostor poly-
nomů, i podprostor 〈1, x2, x4, . . .〉 majı́ stejnou dimenzi ∞.



BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olšák [8]

Rovnost obalů

Dva obaly 〈U〉 = 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n〉 a 〈V〉 = 〈−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n〉 se rov-
najı́, právě když

dim〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n,−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n〉 = dim〈U〉 = dim〈V〉.

Důkaz*: Necht’ 〈U〉 = 〈V〉, Pak U ⊆ 〈U〉, V ⊆ 〈V〉 = 〈U〉, takže
U ∪ V ⊆ 〈U ∪ V〉 = 〈V〉 = 〈U〉, tj. dim〈U ∪ V〉 = dim〈V〉 = dim〈U〉.

Necht’ nynı́ dim〈U ∪ V〉 = dim〈V〉 = dim〈U〉. Protože 〈U〉 ⊆ 〈U ∪ V〉,
ale majı́ stejné dimenze, musı́ se podprostor 〈U〉 rovnat lineárnı́mu
prostoru 〈U ∪ V〉.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olšák [9]

Počet prvků lineárně nezávislé množiny

Necht’ dim L = n, M ⊆ L, počet prvků M je m. Potom:

• Je-li M lin. nezávislá, pak m ≤ n.

• Je-li m > n, pak je M lineárně závislá.

• Je-li m = n a M je nezávislá, pak 〈M〉 = L.

• Je-li m = n a 〈M〉 = L, pak M je nezávislá.

• Je-li M je nezávislá a 〈M〉 = L, pak m = n.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olšák [10]

Souřadnice vektoru vzhledem k bázi

Na co máme bázi? Abychom vzhledem k nı́ mohli přidělit každému
vektoru uspořádanou n-tici čı́sel, tzv. souřadnice vektoru.

Definice: Souřadnice vektoru −→x vzhledem k uspořádané bázi−→
b 1,
−→
b 2, . . . ,

−→
b n jsou uspořádaná n-tice reálných čı́sel α1, α2, . . . , αn

taková, že
−→x = α1

−→
b 1 + α2

−→
b 2 + · · · + αn

−→
b n.

Existence souřadnic pro každý −→x ∈ L? Protože 〈B〉 = L.

Jednoznačnost souřadnic? Protože B je lineárně nezávislá.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olšák [11]

Přı́klady

Vzhledem k bázi ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) má vektor −→x = (a, b, c)
souřadnice (a, b, c).

Vzhledem k bázi (1, x, x2) má vektor ax2 +bx+ c souřadnice (c, b, a).

Vzhledem k bázi x2 + 2, 2x, x − 1 má vektor ax2 + bx + c souřadnice:
(

a,
−2a + b + c

2
, 2a − c

)

.

Souřadnice vektorů vzhledem k bázi v prostoru orientovaných úse-
ček zjistı́me geometricky.

BI-LIN, algebra-all, 4, P. Olšák [12]

Standardnı́ báze v Rn

je báze ((1, 0, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, 0, . . . , 1)).

Má zajı́mavou vlastnost: vzhledem k nı́ má vektor
−→x = (x1, x2, . . . , xn) souřadnice (x1, x2, . . . , xn). Protože

(x1, x2, . . . , xn) = x1(1, 0, . . . , 0) + x2(0, 1, . . . , 0) + · · · + xn(0, 0, . . . , 1).

a) algebra-all, 5, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Lineárnı́
zobrazenı́
• Zachovává operace + a ⋅ lineárnı́ho postoru.

• Přenášı́ vztahy mezi vektory jednoho prostoru do druhého.

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [2]

Zobrazenı́ (zatı́m ne nutně lineárnı́)

• přiřazuje každému prvku x jedné množiny (L1) jednoznačně
prvek y množiny druhé (L2). Značı́me a : L1 → L2.

• prvku x zobrazenı́ A přiřadı́ prvek y, který nazýváme hodnota

zobrazenı́ v bodě x nebo obraz prvku x a značı́me jej A(x). Mlu-
vı́me-li o obrazu prvku x, pak prvek x nazýváme vzor.

• množině M ⊆ L1 zobrazenı́ A přiřadı́ množinu hodnot A(M).

• zobrazenı́ je prosté (injektivnı́), pokud každým dvěma různým
vzorům přiřadı́ různé obrazy.

• zobrazenı́ je na L2 (surjektivnı́), pokud každý prvek v L2 má svůj
vzor.

• zobrazenı́ je bijektivnı́, je-li prosté a na.

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [3]

Definice lineárnı́ho zobrazenı́

Zobrazenı́ A : L1 → L2 je lineárnı́ (homomorfismus), pokud jsou L1

a L2 lineárnı́ prostory a pokud zobrazenı́ „zachovává operace“, tj.
∀−→x ,−→y ∈ L1, ∀α ∈ R je:

A(−→x +−→y ) = A(−→x ) + A(−→y ), A(α ⋅−→x ) = α ⋅ A(−→x ).

Operace +, ⋅ vlevo obou rovnostı́ jsou operacemi v L1 a operace +, ⋅
vpravo jsou operacemi v L2.

Přı́klady: Funkce f : R → R, f (x) = ax, dále zobrazenı́, které při-
řadı́ diferencovatelné funkci derivaci, integrovatelné funkci určitý
integrál, funkci posloupnost f (1), f (2), . . ., posloupnosti po částech
konstantnı́ funkci, orientované úsečce jejı́ průmět do roviny, vek-
toru souřadnice, . . .

Zajı́mavý přı́klad: f : R+ → R (operace na R+ jsou x ⊕ y = xy,
α ⊙ x = xα, operace na R jsou „obvyklé“), f (x) = ln(x).



BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [4]

Princip superpozice

Lineárnı́ zobrazenı́ A : L1 → L2 převádı́ lineárnı́ kombinace vzorů
v L1 na lineárnı́ kombinace obrazů v L2 se stejnými koeficienty,
tedy:

A(α1
−→x 1 + α2

−→x 2 + · · · + αn
−→x n) = α1A(−→x 1) + α2A(−→x 2) + · · · + αnA(−→x n)

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [5]

Zachovánı́ obalů

Důsledek principu superpozice je: A(〈M〉) = 〈A(M)〉, neboli:

• Je-li P lineárnı́ podprostor v L1, je A(P) lineárnı́ podprostor v L2.

• A(L1) je lineárnı́ podprostor v L2.

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [6]

Jádro lineárnı́ho zobrazenı́

Definice: Jádro lineárnı́ho zobrazenı́ A : L1 → L2 je podmnožina
Ker A ⊆ L1 definovaná vztahem

Ker A = {−→x ∈ L1, A(−→x ) = −→o },

tj. je to množina vzorů, které majı́ nulový obraz.

Věta: Jádro lineárnı́ho zobrazenı́ A : L1 → L2 je lineárnı́ podpro-
stor v L1.

Důkaz: necht’A(−→x ) = −→o , A(−→y ) = −→o . Pak A(−→x +−→y ) = A(−→x )+A(−→y ) =
−→o +−→o = −→o . Dále A(α−→x ) = αA(−→x ) = α−→o = −→o .

Cvičenı́: Najděte jádra dřı́ve zmı́něných přı́kladů lin. zobrazenı́.

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [7]

Defekt a hodnost lineárnı́ho zobrazenı́

Definice: Defekt lineárnı́ho zobrazenı́ a : L1 → L2 je dim Ker A.
Hodnost lineárnı́ho zobrazenı́ a : L1 → L2 je dim A(L1).

Lapidárně: Defekt určuje, kolik dimenzı́ se „ztratı́“ při přechodu od
vzorů k obrazům. Hodnost je dimenze podprostoru všech obrazů.

Cvičenı́: Najděte defekty a hodnosti dřı́ve zmı́něných přı́kladů
lin. zobrazenı́.

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [8]

Přı́klad A : R4 → R3

Zobrazenı́ A je v bodě (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 definováno hodnotou:

A(x1, x2, x3, x4) =
= (x1 + 2x2 + 2x3 + 4x4, 2x1 + x2 + 3x3 + x4, 3x1 + 3x2 + 5x3 + 5x4)

Toto zobrazenı́ je zjevně lineárnı́. Najdeme jeho jádro, defekt a
hodnost.

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [9]

Defekt plus hodnost

Věta: Defekt plus hodnost lineárnı́ho zobrazenı́ A : L1 → L2 je
rovno dimezni L1.

Důkaz (jen náčtr, podrobně viz linal2.pdf)

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [10]

Prosté lineárnı́ zobrazenı́

Věta: Lineárnı́ zobrazenı́ je prosté právě když má nulový defekt.

Důkaz: Nemá-li nulový defek, zjevně nenı́ prosté. Má-li nulový
defekt a nenı́ prosté, odvodı́me spor. A(−→x ) = A(−→y ), tj. A(−→x )−A(−→y ) =
A(−→x −−→y ) = −→o , takže v jádru ležı́ −→x −−→y 6= −→o , takže A nemá nulový
defekt.

Věta: Lineárnı́ zobrazenı́ je prosté právě když lineárně nezávislé
vzory převede na lineárně nezávislé obrazy.

Důkaz: Nenı́-li prosté, pak má nenulový defekt a netriviálnı́ jádro.
Existuje tedy nenulový vektor (lin. nezávislý), který se zobrazı́ na
nulový vektor (lin závislý).

Je-li prosté a obrazy nezávislých vzorů jsou lin. závislé, pak do-
staneme spor s principem superpozice (ukázat podrobněji...).

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [11]

Zobrazenı́ lineárně závislých vzorů

vytvořı́ vždy lin. závislý obraz. Stačı́ použı́t princip superpozice.



BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [12]

Izomorfismus

Zobrazenı́ A : L1 → L2, které je lineárnı́, prosté a na L2 se nazývá
izomorfismus.

Pozorovánı́: Izomorfismus převádı́:

• LN množiny na LN množiny (protože je prostý a lineárnı́),

• lin. kombinace na lin. kombinace obrazů (protože je lineárnı́),

• LZ množiny na LZ (protože je lineárnı́),

• podprostory na podprostory (protože je lineárnı́),

• lineárnı́ obaly na lineárnı́ obaly (protože je lineárnı́),

• báze na báze (protože převádı́ LN množiny na LN množiny),

Izomorfismus zachovává dimenze převedených podprostorů a za-
ručı́, že dim L1 = dim L2 (protože je lineárnı́ prostý a na).

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [13]

Vlastnosti izomorfismů

• Složenı́ izomorfisu je izomorfismus

• Inverze k izomorfismu existuje a je to izomorfismus

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [14]

Zobrazenı́ souřadnic je izomorfismus

Je třeba ověřit

• linearitu,

• zda je toto zobrazenı́ prosté

• zda je „na“ Rn.

BI-LIN, algebra-all, 5, P. Olšák [15]

Izomorfnı́ lin. prostory konečné dimenze

Definice: Dva lineárnı́ prostory L1 a L2 jsou izomorfnı́, existuje-li
izomorfismus A : L1 → L2.

Pozorovánı́: Každý lineárnı́ prostor L konečné dimenze n je izo-
morfnı́ s Rn. Tı́m izomorfismem jsou souřadnice vzhledem k bázi.

Věta: Každé dva lineárnı́ prostory stejné konečné dimenze jsou
vzájemně izomorfnı́. (Důkaz plyne z vlastnostı́ izomorfismu.)

Důležité: Z pohledu lineárnı́ algebry (vlastnostı́ vzešlých z axi-
omů linearity) nenı́ mezi dvěma izomorfnı́mi lineárnı́mi prostory
žádný rozdı́l. Můžeme si vybrat, ve kterém z těchto dvou lineárnı́ch
prostorů budeme algebraický problém řešit. Obvykle se problém
řešı́ v Rn, kde můžeme využı́t algoritmy souvisejı́cı́ s maticemi.

a) algebra-all, 6, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Matice
• mezi sebou sčı́táme a násobı́me konstantou (lineárnı́ prostor)

• měnı́me je na jiné matice eliminačnı́ metodou

• násobı́me je mezi sebou

• . . .

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olšák [2]

Základnı́ pojmy

Matice je tabulka čı́sel s konečným počtem řádků a sloupců.

Množina Rm,n je množina matic s reálnými čı́sly s m řádky a n

sloupci. Takovým maticı́m též řı́káme matice typu (m, n).

Na jednotlivé řádky v matici typu (m, n) můžeme pohlı́žet jako
na vektory z Rn a na jednotlivé sloupce můžeme pohlı́žet jako na
vektory z Rm.

Čı́slo na i-tém řádku a j-tém sloupci matice se nazývá (i, j)-tý prvek
matice a použı́vajı́ se pro něj indexy: ai,j (v tomto pořadı́).

Matice budeme značit velkým tučným pı́smenem (A, B, atd.).

Nulová matice obsahuje samé nuly.

Čtvercová matice je matice typu (n, n).

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olšák [3]

Sčı́tánı́ matic, násobenı́ matic konstantou

Mezi sebou sčı́táme jen matice stejného typu. Součet má stejný typ.
Násobek kontantou α má také stejný typ jako původnı́ matice.

A + B =









a1,1 + b1,1, a1,2 + b1,2, . . . , a1,n + b1,n
a2,1 + b2,1, a2,2 + b2,2, . . . , a2,n + b2,n

...
am,1 + bm,1, am,2 + bm,2, . . . , am,n + bm,n









,

α ⋅ A =







α a1,1, α a1,2, . . . , α a1,n
α a2,1, α a2,2, . . . , α a2,n

...
α am,1, α am,2, . . . , α am,n





 .

Množina matic Rm,n s tı́mto + a ⋅ tvořı́ lineárnı́ prostor.

Cvičenı́: Najděte bázi a dimenzi lineárnı́ho prostoru matic R3,2.

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olšák [4]

Modifikace matic eliminačnı́ metodou

Vznikne-li matice B z matice A konečným počtem řádkových úprav
eliminačnı́ metody, pı́šeme A ∼ B. Jsou to (obecně) různé matice.

Pozorovánı́: Je-li A ∼ B pak také B ∼ A. Jinými slovy: každá
změna eliminačnı́ metodou je vratná.

Stačı́ si uvědomit, jak pracujı́ tři základnı́ operace v GEM: pro-
hozenı́ řı́dků, pronásobenı́ řádku nenulovou konstantou a přičtenı́
násobku řádku k jinému.



BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olšák [5]

Eliminace zachovává obal řádků

Věta: Gaussova eliminačnı́ emtoca zachovává lineárnı́ obal řádků
matice.

Jinými slovy: je-li A ∼ B, pak lineárnı́ obal řádků matice A je roven
lineárnı́mu obalu řádků matice B.

Důkaz: Přehozenı́ řádků: lin. obal se nezměnı́, to je zřejmé. Dalšı́
dva typy opearci v GEM přidávajı́ k řádkům lineárnı́ kombinaci
(tı́m nezměnı́ lineárnı́ obal) a odeberou jeden vektor (lin. obal se
může zmenšit). On se ale nezmenšı́, protože eliminace je vratná.

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olšák [6]

Hodnost matice

Definice: Hodnost matice A je dimenze lineárnı́ho obalu řádků
matice A. Značı́me hod A, anglicky „rank of matrix A“.

Pozorovánı́: Gaussova eliminačnı́ metoda neměnı́ hodnost ma-
tice, tedy je-li A ∼ B, pak hod A = hod B.

Metoda počı́tánı́ hodnosti: Máme-li spočı́tat hod A, eliminu-
jeme A na matici B schodového tvaru. Počet nenulových řádků
této matice je hod B a tedy i hod A.

Proč? Neulové řádky v matici B tvořı́ bázi svého lineárnı́ho obalu.
Jsou totiž lineárně nezávislé.

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olšák [7]

Poznámky k hodnosti

• Souvislost mezi hodnostı́ matice a hodnosti lineárnı́ho zobrazenı́
ukážeme později.

• Metoda počı́tánı́ hodnosti je metodou počı́tánı́ dimenze lineár-
nı́ho obalu.

• Pozor: Hodnost nelze definovat pomocı́ uvedené metody protože
eliminačnı́ metoda nenı́ jednoznačný proces, tj. nemáme záruku
stejného počtu nenulových řádků po provedenı́ eliminace.

• Pozor na alternativnı́ definici: hodnost jako maximálnı́ počet
lineárně nezávislých řádků. Je třeba si uvědomit, co to znamená.

• Hodnost je přirozené čı́slo, které nemusı́ být jednoznačně stano-
veno pro „nepřesné matice“ a „nepřesné výpočty“ (tzv. numericky
nestabilnı́ matice).

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olšák [8]

GEM zachovává lineárnı́ nezávislost řádků

Věta: Je-li A ∼ B pak A obsahuje lineárně nezávislé řádky právě
tehdy když B obsahuje lin. nezávislé řádky.

Důkaz: Má-li A lin. nezávislé řádky, pak tvořı́ bázi svého lin. obalu,
takže hod A je rovna počtu řádků matice A. Je také rovna hodnosti
matice B (která má stejný počet řádků jako matice A), takže B

musı́ mı́t lin. nezávislé řádky.

Metoda ověřenı́ závislosti: Zapı́šeme zkoumané vektory do řád-
ků matice A a převedeme na schodovitý tvar B. Zkoumané vektory
jsou lin. závislé právě tehdy když B obsahuje nulový řádek.

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olšák [9]

Metody týkajı́cı́ se lineárnı́ch obalů

• −→v ∈ 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n〉 právě když

dim〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n〉 = dim〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n,−→v 〉.

Metoda: Vektor−→v ležı́ v lineárnı́m obalu vektorů−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n,
když hodnost matice obsahujı́cı́ v řádcı́ch vektory −→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n

je stejná jako hodnost matice, ve které je navı́c přidán řádek −→v .

• 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n〉 = 〈−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n〉 právě když

dim〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n〉 = dim〈−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n〉 =
= dim〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u n,−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n〉

Metoda: Ověřı́me rovnost hodnostı́ přı́slušných matic.

BI-LIN, algebra-all, 6, P. Olšák [10]

Hodnost transponované matice

Definice: Transponovaná matice k matici A (značı́me AT) je ma-
tice, ve které jsou řádky původnı́ matice A zapsány do sloupců.

Pozorovánı́: Platı́ (AT)T = A.

Věta: hod A = hod AT, jinými slovy: dimenze lineárnı́ho obalu
řádků matice je rovna dimenzi lineárnı́ho obalu sloupců matice.

Důkaz: Je-li hod A = k, pak A má k lineárně nezávislých řádků.
Jejich nezávislost lze ověřit z definice nezávislosti, což vede na
soustavu s maticı́ AT (až na vynechánı́ některých sloupců). Aby
soustava měla jen nulové řešenı́, musı́ mı́t lineárně nezávislé rov-
nice. Takže (po doplněnı́ vynechaných sloupců) musı́ AT mı́t aspoň
k lineárně nezávislých řádků, tedy hod A ≤ hod AT. Rovnost pak
plyne z výše uvedeného pozorovánı́.

a) algebra-all, 7, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Násobenı́ matic
• je asociativnı́, nenı́ komutativnı́

• k regulárnı́m maticı́m existujı́ inverznı́ matice

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [2]

Maticové násobenı́

Definice: Pro matice A ∈ Rm,n a B ∈ Rn,p existuje maticový součin
A ⋅ B = C ∈ Rm,p (v tomto pořadı́). Jednotlivé prvky součinu ci,k
jsou dány vzorcem:

ci,k = ai,1b1,k + ai,2b2,k + · · · + ai,nbn,k =
n

∑
j=1

ai,jbj,k.

Přı́klad: Je-li A ∈ R3,4 a B ∈ R4,5, pak A ⋅ B je definováno, ale
B ⋅ A nenı́ definováno.

Pozorovánı́: Aby bylo definováno A ⋅ B, musı́ mı́t A stejný počet
sloupců jako má B řádků. Výsledná matice má tolik řádků, jako
má řádků matice A a tolik sloupců, jako má sloupců matice B.
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Přı́klady násobenı́

( 1 2 3 ) ⋅





4
5
6



 = ( 1 ⋅ 4 + 2 ⋅ 5 + 3 ⋅ 6 )





4
5
6



 ⋅ ( 1 2 3 ) =





4 8 12
5 10 15
6 12 18





(

1 1
−1 −1

)

⋅
(

1 1
1 1

)

=
(

2 2
−2 −2

)

(

1 1
1 1

)

⋅
(

1 1
−1 −1

)

=
(

0 0
0 0

)

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [4]

Poznatky z předchozı́ch přı́kladů:

• Maticové násobenı́ nenı́ komutativnı́ ani pro čtvercové matice

• Neplatı́ pravidlo: součin nenulových matic musı́ být nenulová
matice

• Co tedy platı́? . . .

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [5]

Vlastnosti maticového násobenı́:

• (A ⋅ B) ⋅ C = A ⋅ (B ⋅ C) . . . asociativnı́ zákon

• (A + B) ⋅ C = A ⋅ C + B ⋅ C . . . distributivnı́ zákon

• C ⋅ (A + B) = C ⋅ A + C ⋅ B . . . distributivnı́ zákon

• α(A ⋅ B) = (αA) ⋅ B = A ⋅ (αB) . . . konstanta

• (A ⋅ B)T = BT ⋅ AT . . . transponovaná matice

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [6]

Přı́klad: soustavy lin. rovnic

Necht’ A ∈ Rm,n.

A ⋅









x1

x2
...

xn









=









b1

b2
...

bm









Toto je soustava lineárnı́ch rovnic s m rovnicemi a n neznámými.

Stručně zapisujeme: A ⋅x = b. Matice A se nazývá matice soustavy,
jednosloupcová matice b je vektor pravých stran. Úkolem je nalézt
všechny jednosloupcové matice x, které vyhovujı́ maticové rovnici.

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [7]

Blokové násobenı́

Necht’ A a B jsou matice sestavené po blocı́ch takto:

A =
(

A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

)

, B =
(

B1,1 B1,2

B2,1 B2,2

)

Necht’uvedené bloky jsou matice takového typu, že násobenı́ matic
Ai,j ⋅ Bj,k je definováno pro všechny přı́pady, které se vyskytujı́ v
následujı́cı́m vzorci. Pak

A ⋅ B =
(

A1,1 ⋅ B1,1 + A1,2 ⋅ B2,1 A1,1 ⋅ B1,2 + A1,2 ⋅ B2,2

A2,1 ⋅ B1,1 + A2,2 ⋅ B2,1 A2,1 ⋅ B1,2 + A2,2 ⋅ B2,2

)

. . . analogicky pro jinak vytvořené bloky. Napřı́klad:

A ⋅ ( B1 B2 . . . Bp ) = ( A ⋅ B1 A ⋅ B2 . . . A ⋅ Bp )

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [8]

Výpočetnı́ složitost maticového násobenı́

Předpokládejme dvě matice A, B ∈ Rn,n. K výpočtu A ⋅ B (podle
definice) potřebujeme n3 operacı́ (násobenı́ dvou čı́sel). Nedalo by
se ušetřit?

• Rekurzivnı́ algoritmus násobenı́ matic: vycházı́ z blokového
násobenı́. Potřebuje F(n) operacı́:

F(n) = 8F(n/2) = 8(8F(n/4)) = 8(8(8F(n/23))) =
= · · · = 8mF(n/2m) = 8mF(1) =
= 8m = (23)m = 23m = (2m)3 = n3.

• Rekurzivnı́ Strassenův algoritmus: vycházı́ z blokového ná-
sobenı́, ale vystačı́ si se sedmi součiny. Potřebuje F(n) operacı́:

F(n) = 7F(n/2) = 7(7F(n/4)) = 7(7(7F(n/23))) =
= · · · = 7mF(n/2m) = 7mF(1) =
= 7m = (2log2 7)log2 n = 2log2 7 ⋅ log2 n = nlog2 7 .= n2,807.

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [9]

Strassenův algoritmus

X1 = (A1 + A4) ⋅ (B1 + B4),
X2 = (A3 + A4) ⋅ B1,
X3 = A1 ⋅ (B2 − B4),
X4 = A4 ⋅ (B3 − B1),
X5 = (A1 + A2) ⋅ B4,
X6 = (A3 − A1) ⋅ (B1 + B2),
X7 = (A2 − A4) ⋅ (B3 + B4)

Dá se ověřit, že platı́:
(

A1 A2

A3 A4

)

⋅
(

B1 B2

B3 B4

)

=
(

X1 + X4 − X5 + X7 X3 + X5

X2 + X4 X1 − X2 + X3 + X6

)

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [10]

Komutujı́cı́ matice

Když platı́: A ⋅ B = B ⋅ A, řı́káme, že matice B komutuje s maticı́ A.

Pozorovánı́: Komutovat mohou pouze čtvercové matice stejného
typu.

Úloha: Je pevně dána čtvercová matice A, je třeba najı́t k nı́
množinu všech matic B, které komutujı́ s A.

Pozorovanı́: Uvedená množina matic B, které komutujı́ s danou
maticı́ A, tvořı́ lineárnı́ podprostor lineárnı́ho prostoru matic Rn,n.
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Inverznı́ matice

Čtvercovou matici s jedničkami na diagonále a nulami jinde zna-
čı́me E a řı́káme ji jednotková matice.

Pozorovánı́: A ⋅ E = E ⋅ A = A, analogie s čı́sly: a ⋅ 1 = 1 ⋅ a = a.

Definice: Inverzı́ matice ke čtvercové matici A je taková matice
B, pro kterou je

A ⋅ B = B ⋅ A = E.

(viz též analogie s čı́sly). Inveznı́ matici značı́me A−1.

Pozorovánı́: Pokud k matici A inverznı́ matice existuje, pak je
určena jednoznačně. Důvod je zde:

B1 = E ⋅ B1 = (B2 ⋅ A) ⋅ B1 = B2 ⋅ (A ⋅ B1) = B2 ⋅ E = B2

Otázka: Jak poznáme existenci inverznı́ matice k matici A?

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [12]

Regulárnı́ a singulárnı́ matice

Definice: Čtvercová matice je regulárnı́, pokud má inverznı́ ma-
tici. Čtvercová matice je singulárnı́, pokud nemá inverznı́ matici.

Pozorovánı́: Součin regulárnı́ch matic je regulárnı́ matice. Má-li
matice A inverznı́ matici A−1 a dále má-li matice B inverznı́ matici
B−1, pak inverznı́ matice k A ⋅ B je B−1 ⋅ A−1. Platı́ totiž:

(B−1 ⋅ A−1) ⋅ (A ⋅ B) = B−1 ⋅ (A−1 ⋅ A) ⋅ B = B−1 ⋅ E ⋅ B = B−1 ⋅ B = E,
(A ⋅ B) ⋅ (B−1 ⋅ A−1) = A ⋅ (B ⋅ B−1) ⋅ A−1 = A ⋅ E ⋅ A−1 = A ⋅ A−1 = E.

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [13]

Výpočet inverznı́ matice eliminacı́

Algoritmus: Má-li A lineárně nezávislé řádky, pak existuje A−1 a
lze ji vypočı́tat takto:

(A | E) ∼ (E | A−1)

Ke zdůvodněnı́ této metody potřebujeme zavést tři typy čtverco-
vých matic, které (pokud jimi násobı́me vybranou matici zleva)
„emulujı́ “ jednotlivé kroky eliminačnı́ metody. Součin těchto ele-
mentárnı́ch matic emulujı́cı́ všechny provedené kroky je matice P,
pro kterou platı́:

Věta: Je-li A ∼ B, pak existuje regulárnı́ P taková, že B = P ⋅ A.

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [14]

Podmı́nky regularity matice

Následujı́cı́ podmı́nky jsou ekvivalentnı́ s regularitou matice A ∈
Rn,n:

• A má inverznı́ matici (viz definice).

• Maticová rovnice A ⋅ X = B má řešenı́ pro každou B ∈ Rn,m.

• Matice A má lineárně nezávislé řádky.

• hod A = n.

• existuje eliminačnı́ proces, který provede A ∼ E.

• det A 6= 0 (o determinantech pohovořı́me později)

BI-LIN, algebra-all, 7, P. Olšák [15]

Hodnost součinu

Věta: Je-li P regulárnı́ a platı́-li B = P ⋅ A, pak A ∼ B.

Důkaz: P ∼ E a stejné kroky eliminace použijeme na (P | B), tj.:

(P | B) = (P | P ⋅ A) ∼ (E | X) = P−1(P | P ⋅ A) = (E | A),

takže A ∼ B.

Věta: Násobı́me-li matici A jakoukoli regulárnı́ maticı́, nezměnı́
se hodnost. Tedy: hod A = hod(P ⋅ A).

Věta: hod(A ⋅ B) ≤ min(hod A, hod B)

Důkaz*: hod A = k, tj. A ∼ C, C má k nenulových řádků. Existuje
tedy P regulárnı́, že A = P ⋅ C. Dále platı́:

hod(A ⋅ B) = hod(P ⋅ C ⋅ B) = hod(C ⋅ B) ≤ k.

a) algebra-all, 8, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

LU rozklad
• A = L ⋅ U

• někdy je třeba prohodit sloupce/řádky

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olšák [2]

Terminologie

Definice: Čtvercová matice je hornı́ trojúhelnı́ková, pokud má
nenulové prvky soustředěny jen v hornı́m trojúhelnı́ku, jinými
slovy, pokud má pod diagonálou jen nulové prvky.

Čtvercová matice se nazývá dolnı́ trojúhelnı́ková, pokud má nenu-
lové prvky soustředěny v dolnı́m trojúhelnı́ku, jinými slovy, pokud
má nad diagonálou jen nulové prvky.

Pozorovánı́: Čtvercovou matici lze přı́mým chodem eliminačnı́
metody převést na hornı́ trojúhelnı́kovou matici. Schodovitá čtver-
cová matice je totiž hornı́ trojúhelnı́ková.

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olšák [3]

Na co LU rozklad

Necht’ A je regulárnı́ čtvercová matice. Předpokládejme, že se po-
dařı́ najı́t dolnı́ trojúhelnı́ková matice L a hornı́ trojúhelnı́ková
matice U tak, že A = L ⋅ U. Máme za úkol řešit soustavu

A ⋅ x = b

Nahradı́me v soustavě matici A součinem L⋅U a označı́me U⋅x = z.
Dostáváme:

L ⋅ U ⋅ x = b právě když L ⋅ z = b, U ⋅ x = z.

Nejprve vyřešı́me soustavu L ⋅ z = b dopřednou substitucı́ a potom
dosadı́me z do pravé strany soustavy U ⋅ x = z, kterou řešı́me
zpětnou substitucı́.



BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olšák [4]

Algoritmus LU rozkladu

Na matici A provádı́me jen jeden typ eliminačnı́ úpravy: přičtenı́
α-násobku nějakého řádku k jinému, který je napsán pod nı́m.
Tuto úpravu lze „emulovat“ násobenı́m zleva maticı́ Li, která je
jistě dolnı́ trojúhelnı́ková.

A ∼ A1 = L1A ∼ A2 = L2(L1A) ∼
∼ A3 = L3(L2(L1A)) ∼ · · · ∼ U = (Lk · · ·L3L2L1)A

Součin dolnı́ch trojúhelnı́kových matic s jedničkami na diagonále
je dolnı́ trojúhelnı́ková matice s jedničkami na diagonále. Inverze
dolnı́ trojúhelnı́kové matice s jedničkami na diagonále je dolnı́
trojúhelnı́ková matice s jedničkami na diagonále. Takže:

L′A = U, A = (L′)−1U = LU.

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olšák [5]

Přı́klad

A =





1 2 3
2 3 1
4 2 0



 ∼





1 2 3
0 −1 −5
0 −6 −12



 =





1 0 0
−2 1 0
−4 0 1



 ⋅ A ∼

∼





1 2 3
0 −1 −5
0 0 18



 =





1 0 0
0 1 0
0 −6 1



 ⋅





1 0 0
−2 1 0
−4 0 1



 ⋅ A = L2 ⋅ L1 ⋅ A

L = L−1
1 ⋅ L−1

2 =





1 0 0
2 1 0
4 0 1



 ⋅





1 0 0
0 1 0
0 6 1



 =





1 0 0
2 1 0
4 6 1





U =





1 2 3
0 −1 −5
0 0 18





BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olšák [6]

Jak vzniká matice L

Platı́ L = (Lk · · ·L3L2L1)−1 = L−1
1 L−1

2 L−1
3 · · ·L−1

k . Je:

L−1
i =



























1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0

. . . . . .
0 0 . . . 1 . . . 0

. . . . . .
0 0 . . . −α . . . 0

. . . . . .
0 0 . . . 0 . . . 1



























,

kde αi je koeficient eliminačnı́ho kroku. Celkový součin matic
L−1

1 L−1
2 L−1

3 · · ·L−1
k (v uvedeném pořadı́) obsahuje pod diagonálou

na odpovı́dajı́cı́ch mı́stech opačné hodnoty koeficientů všech eli-
minačnı́ch kroků, které byly v eliminaci provedeny.

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olšák [7]

Jiný přı́klad

A =





1 2 3
2 4 1
4 2 0



 ∼





1 2 3
0 0 −5
0 −6 −12





Nelze pokračovat v eliminaci bez prohozenı́ řádků. . .

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olšák [8]

Problém

Přestože A je regulárnı́, může se stát, že během eliminace se objevı́
nulový diagonálnı́ prvek. Klasická eliminace pak dovoluje prohodit
řádky. To je ale emulováno násobenı́m zleva permutačnı́ maticı́
Pi,j, která nenı́ dolnı́ trojúhelnı́ková. Výsledný součin emulačnı́ch
matic pak nenı́ dolnı́ trojúhelnı́ková matice.

Je tedy třeba prohodit řádky matice A tak, aby nová matice A′

tento problém neměla a dala se rozložit na L⋅U. Necht’ P′ je vhodná
permutačnı́ matice. Pak P′ ⋅ A prohazuje řádky. Předpokládejme:

A′ = P′ ⋅ A = L ⋅ U.

Označme (P′)−1 = P. To je také permutačnı́ matice. Platı́ totiž
(P′)−1 = (P′)T. S tı́mto označenı́m dostáváme rozklad:

A = P ⋅ L ⋅ U

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olšák [9]

Otázka

Necht’ A je regulárnı́.

Půjde vždy najı́t takové prohozenı́ řádků matice A, aby pak eli-
minace s jediným povoleným typem operace (přičtenı́ α-násobku
řádku k řádku pod nı́m) dovedla převést matici na hornı́ trojúhel-
nı́kovou?

Odpověd’: Ano.

Zdůvodněnı́: pokud narazı́me při eliminaci na potřebu prohodit
řádky, prohodı́me je ve výchozı́ matici A a eliminujeme znovu od
začátku. Tuto metodu „pokus-omyl“ opakujeme tak dlouho, až se
povede matici A s prohozenými řádky eliminovat na U.

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olšák [10]

Praktický výpočet LU rozkladu

se samozřejmě nedělá metodou pokus-omyl. Koeficienty eliminač-
nı́ch kroků násobı́me −1 a ukládáme postupně do matice L, která je
na počátku eliminace jednotková. Při potřebě prohodit řádky pro-
hodı́me také řádky v matici L, ale necelé: při prohazovánı́ k-tého
řádku s (k + j)-tým v eliminované matici prohodı́me v matici L

tytéž řádky, ale jen po sloupec k − 1.

Dalšı́ vylepšené numerické metody LU rozkladu majı́ stejnou slo-
žitost jako algoritmus pro maticové násobenı́.

BI-LIN, algebra-all, 8, P. Olšák [11]

Shrnutı́

Věta: Ke každé regulárnı́ matici A existujı́ matice:

• P . . . permutačnı́ matice,

• L . . . dolnı́ trojúhelnı́ková matice s jedničkami na diagonále,

• U . . . hornı́ trojúhelnı́ková matice,

tak, že A = P ⋅ L ⋅ U.

Poznámka: při výskytu nulového prvku na diagonále lze také
mı́sto řádků prohodit sloupce. Pak se permutačnı́ matice Pi,j „ne-
mı́chajı́ “ s maticemi Li, nebot’ násobı́ matici A zprava. Dostáváme
pak vzorec: A = L ⋅ U ⋅ P.
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[1]

Determinant
• je čı́slo jistým způsobem charakterizujı́cı́ čtvercovou matici

• det A = 0 pro singulárnı́ matici, det A 6= 0 pro regulárnı́ matici

• použı́vá se při řešenı́ lineárnı́ch soustav

• . . . a v mnoha dalšı́ch aplikacı́ch

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [2]

Definice determinantu

Definice: Necht’ A = (ai,j) ∈ Rn,n je čtvercová matice. Čı́slo

∑
permutace π=(i1,i2,...,in)

sgn π ⋅ a1,i1 a2,i2 · · · an,in

nazýváme determinantem matice A a značı́me je det A.

Poznámka: Abychom tomu vzorci porozumněli a dokázali z něj
odvodit základnı́ vlastnosti determinantů, potřebujeme si připo-
menout vlastnosti permutacı́. . .

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [3]

Permutace

Permutace n prvků je uspořádaná n-tice čı́sel z množiny
{1, 2, . . . , n}, přitom káždé čı́slo je v n-tici zastoupeno právě jednou.

Přı́klad: (3, 1, 2, 5, 4) je permutace pěti prvků.

(i1, i2, . . . , in) je permutace z n prvků, pokud ij ∈ {1, 2, . . . , n} a
ij 6= ik pro j 6= k.

Jiný pohled: Permutace je bijektivnı́ zobrazenı́ na {1, 2, . . . , n}.

Vztah mezi těmito pohledy: Je-li dána n-tice (i1, i2, . . . , in), pak je
dáno zobrazenı́ z : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} předpisem z(j) = ij.
Je-li dáno zobrazenı́ z, pak lze sestrojit n-tici (z(1), z(2), . . . , z(n)).

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [4]

Permutace, vlastnosti

• Skládánı́m permutacı́ (jako zobrazenı́) dostáváme permutaci.

• Generická (jednotková) permutace je (1, 2, . . . , n).

• Každá permutace má svou inverznı́ permutaci.

• Počet permutacı́ n prvků je n! .

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [5]

Znaménko permutace

inverze v permutaci (i1, i2, . . . , in) je výskyt jevu:

ij > ik a současně j < k.

Přı́klad: inverze permutace (3, 1, 2, 5, 4) jsem vyznačil pomocı́ ob-
loučků:

(
︷ ︷
︷ ︷

3, 1, 2,
︷ ︷

5, 4)

Tato permutace má tři inverze.

Definice: Má-li permutace π sudý počet inverzı́, je sgn π = +1,
má-li π lichý počet inverzı́, je sgn π = −1.
Čı́slu sgn π řı́káme znaménko permutace.

Přı́klad: sgn(3, 1, 2, 5, 4) = −1.
Znaménko generické permutace je +1.

Cvičenı́: jaké znaménko má permutace (n, n − 1, . . . , 3, 2, 1)?

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [6]

Přechod sudá – lichá

Prohozenı́ dvou prvků v permutaci změnı́ znaménko permutace.

Důkaz: V následujı́cı́ permutaci prohodı́m prvky x a y:

(. . . prvky vlevo . . . , x, . . . prvky uvnitř . . . , y, . . . prvky vpravo . . .)

Inverze, které nenavazujı́ na prvek x nebo y zůstávajı́ nezměněny.
Inverze mezi prvky vlevo a x nebo y zůstávajı́ nezměněny. Inverze
mezi x nebo y a prvky vpravo zůstávajı́ nezměněny. Inverze mezi
x nebo y a prvky uvnitř po dvou vznikajı́ nebo zanikajı́ nebo se
neměnı́. Inverze mezi x a y vznikne nebo zanikne.

Důsledek: Znaménko permutace poznáme podle počtu transpozic

(jednoho prohozenı́ dvou prvků), které je potřeba na permutaci
provést, aby byla převedena na generickou permutaci.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [7]

Návrat k definici deterinantu

Definice: Necht’ A = (ai,j) ∈ Rn,n je čtvercová matice. Čı́slo

det A = ∑
permutace π=(i1,i2,...,in)

sgn π ⋅ a1,i1 a2,i2 · · · an,in

• Užitečná je představa šachových věžı́.

• Přı́klad pro matice typu (1, 1), (2, 2), (3, 3) . . . Sarrusovo pravidlo.

• Pozor, pro matice většı́ch typů Sarrusovo pravidlo nelze použı́t!

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [8]

Determinant hornı́ trojúhelnı́kové matice

det













a1,1, a1,2, . . . , a1,n−1, a1,n

0, a2,2, . . . , a2,n−1, a2,n

0, 0, . . . , a3,n−1, a3,n
...

0, 0, . . . , 0, an,n













je roven součinu prvků na diagonále: a1,1 ⋅ a2,2 ⋅ a3,3 · · ·an,n.

Vidı́ všichni proč?



BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [9]

Základnı́ vlastnosti determinantu

• Prohozenı́ řádků změnı́ znaménko determinantu

• Matice se dvěma stejnými řádky má nulový determinant

• Pronásobenı́ jediného řádku α-krát zvětšı́ α-krát i determinant

• Je-li jeden řádek zapsaný jakou součet dvou částı́, pak deter-
minat takové matice je roven součtu determinantů matic, ve
kterých jsou mı́sto tohoto řádku jen jeho části:

det





...
−→a i
...



 + det





...−→
b i
...



 = det





...
−→a i +

−→
b i

...



 .

• Třetı́ typ kroku eliminačnı́ metody nezměnı́ determinant.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [10]

Metoda výpočtu determinantu

Algoritmus: Eliminacı́ převedeme danou matici A na hornı́ troj-
úhelnı́kovou matici U. Pokud během eliminace použijeme prvnı́
nebo druhý typ kroku eliminace, je potřeba si poznamenat, jak se
změnil determinant. Třetı́ typ kroku neměnı́ determinant vůbec.
Konečně det U je součin prvků na diagonále.

Složitost algoritmu: n3. Výrazná úspora proti vzorci v definici,
který ma složitost n! .

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [11]

Přı́klad

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3
2 4 1 4
4 2 1 2
3 1 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3
0 0 −5 −2
0 −6 −11 −10
0 −5 −7 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3
0 6 11 10
0 0 5 2
0 5 7 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

1
6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3
0 6 11 10
0 0 5 2
0 30 42 48

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1
6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3
0 6 11 10
0 0 5 2
0 0 −13 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

1
6

⋅
1
5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3
0 6 11 10
0 0 5 2
0 0 −65 −10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1
30

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3
0 6 11 10
0 0 5 2
0 0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 16.

Za chvı́li uvidı́me, že to lze spočı́tat jednodušeji. . .

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [12]

Řádky a sloupce jedno jest

Tvrzenı́: det A = det AT.

Důkaz: Mám permutaci (i1, i2, . . . , in) a podle nı́ provedu sloupcový
výběr prvků matice a vynásobı́m mezi sebou:

ai1,1 ⋅ ai2,2 · · ·ain,n = a1,j1 ⋅ a2,j2 · · ·an,jn

Součin reálných čı́sel je komutativnı́, tak jsem činitele uspořádal
podle velikosti řádkového indexu. Jaký je vztah mezi permuta-
cemi: (i1, i2, . . . , in) a (j1, j2, . . . , jn)? Jsou si vzájmně inverznı́. A in-
verznı́ permutace majı́ stejné znaménko. Takže vzorce s řádkovým
i sloupcovým výběrem dávajı́ stejný výsledek.

Důsledek: Při eliminaci za účelem výpočtu determinantu lze li-
bovolně přecházet mezi řádkovými a sloupcovými úpravami.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [13]

Regulárnı́ a singulárnı́ matice

Věta: Matice A je regulárnı́, právě když det A 6= 0.

Důkaz: A je regulárnı́ právě když A ∼ E. Dále si stačı́ uvědomit,
že Gaussova eliminace neměnı́ nulovost determinantu.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [14]

Determinant součinu matic

Věta: Pro dvě čtvercové matice typu (n, n) platı́

det(A ⋅ B) = (det A) ⋅ (det B).

Důkaz*: Lze provést A ∼ U1 řádkovými eliminačnı́mi úpravami,
aby se nezměnil determinant. Dále lze převést B na U2 sloup-
covými eliminačnı́mi úpravami tak, že se nezměnı́ determinant.
Snadno se ukáže, že

det(U1 ⋅ U2) = (det U1) ⋅ (det U2)

Existujı́ matice P1, P2 tak, že U1 = P1A, U2 = BP2. Stejné řádkové
i sloupcové úpravy provedeme na A ⋅ B, tedy P1A ⋅ BP2 = U1 ⋅ U2.
Úpravy neměnı́ determinant, takže

det(A ⋅ B) = det(P1A ⋅ BP2) = det(U1 ⋅ U2) =
= (det U1) ⋅ (det U2) = (det A) ⋅ (det B).

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [15]

Důsledky věty o determinantu součinu

• det A−1 = 1/ det A

• Je-li A = LU rozklad matice A, pak det A = det U, tedy det A je
roven součinu diagonálnı́ch prvků v matici U.
(připomı́nám, že matice L má na diagonále jedničky).

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [16]

Rozvoj determinantu podle řádku

Terminologie: Vyřadı́me-li ze čtvercové matice A ∈ Rn,n i-tý řá-
dek a j-tý sloupec, dostáváme matici Ai,j ∈ Rn−1,n−1. Čı́slo

Di,j = (−1)i+j det Ai,j

se nazývá doplněk matice A v pozici (i, j).

Věta o rozvoji: Necht’Di,j jsou doplňky čtvercové matice A = (ai,j).
Pak platı́

det A = ar,1 Dr,1 + ar,2 Dr,2 + · · · + ar,n Dr,n.

Náznak důkazu: vytkněte ze součtu z definice determinantu ar,1

(jen z těch sčı́tanců, kde se ar,1 vyskytuje), dále vytkněte ar2 atd.
až ar,n. V závorkách po vytknutı́ dostanete Dr,i.



BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [17]

Rozjı́mánı́ nad větou o rozvoji

• Protože det A = det AT, platı́ analogická věta o rozvoji podle
sloupce

• Je-li v řádku/sloupci hodně nul, je v součtu podle věty o rozvoji
hodně nulových sčı́tanců. Stačı́ zapsat jen ty nenulové a reduko-
vat výpočet determinantu matice typu (n, n) na několik (málo)
determinantů matic typu (n − 1, n − 1).

• Pozor: rekurzivnı́ volánı́ výpočtu determinantu podle věty o roz-
voji má složitost n!, takže tento algoritmus je nepoužitelný.

• Důsledkem věty o rozvoji je tvrzenı́:

0 = ar,1 Dk,1 + ar,2 Dk,2 + · · · + ar,n Dk,n pro r 6= k.

Stačı́ provést větu o rozvoji na matici se dvěma stejnými řádky.

• Věta o rozvoji má řadu dalšı́ch teoretických důsledků, některé
se dozvı́me později. . .

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [18]

Přı́klad

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 3
2 4 1 4
4 2 1 2
3 1 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 1
2 4 1 0
4 2 1 0
3 1 2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 4 1
4 2 1
3 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 4 1
2 −2 0

−1 −7 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2
∣

∣

∣

∣

1 −1
1 7

∣

∣

∣

∣

= 2 ⋅ 8 = 16.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [19]

Inverznı́ matice pomocı́ doplňků

Je-li A ∈ Rn,n regulárnı́, pak

A−1 =
1

det A
DT,

kde D = (Di,j) je matice doplňků A v pozicı́ch (i, j).

Důkaz: Ověřı́me, že AA−1 = E.
Označı́me A = (ai,j), DT = (Dk,j), E = (ei,k).

ei,k =
n

∑
j=1

ai,j
1

det A
Dk,j =

1
det A

(ai,1Dk,1 + ai,2Dk,2 + · · · + ai,nDk,n) =

=









1
det A

det A = 1 pro i = k,

1
det A

⋅ 0 = 0 pro i 6= k.

Využili jsme větu o rozvoji determinantu podle i-tého řádku.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [20]

Přı́klad: inverze k matici typu (2, 2)

Je dána matice
A =

(

a b

c d

)

Matice doplňků k této matici je

D =
(

d −c

−b a

)

Takže
A−1 =

1
det A

DT =
1

ad − bc

(

d −b

−c a

)

.

BI-LIN, algebra-all, 9, P. Olšák [21]

Přı́klad: inverze matice pomocı́ doplňků

Je dána matice A =





1 2 3
−1 0 1
2 2 1



 .

Matice doplňků je:

D =





















+
∣

∣

∣

∣

0 1
2 1

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

−1 1
2 1

∣

∣

∣

∣

+
∣

∣

∣

∣

−1 0
2 2

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

2 3
2 1

∣

∣

∣

∣

+
∣

∣

∣

∣

1 3
2 1

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

1 2
2 2

∣

∣

∣

∣

+
∣

∣

∣

∣

2 3
0 1

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

1 3
−1 1

∣

∣

∣

∣

+
∣

∣

∣

∣

1 2
−1 0

∣

∣

∣

∣





















=





−2 3 −2
4 −5 2
2 −4 2



 ,

takže: det A = −2, A−1 =
1

det A
DT = −

1
2





−2 4 2
3 −5 −4

−2 2 2



 .

a) algebra-all, 10, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Soustavy

lineárnı́ch rovnic
• vlastnosti množin řešenı́

• metody hledánı́ řešenı́

• nejednoznačnost zápisu řešenı́

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [2]

Terminologie

Definice: Necht’ A = (ai,j) ∈ Rm,n je matice, b ∈ Rm,1 je jedno-
sloupcová matice. Maticová rovnost

A ⋅ x = b

s neznámou jednosloupcovou maticı́ x ∈ Rn,1 nazýváme soustavou

lineárnı́ch rovnic (m rovnic, n neznámých). A je matice soustavy,
b je sloupec pravých stran, (A | b) je rozšı́řená matice soustavy.

Je-li o ∈ Rm,1 nulový sloupcový vektor, pak A ⋅ x = o je homogennı́

soustava lineárnı́ch rovnic.

Řešenı́ soustavy je takový vektor z Rn, který, zapsaný do sloupce
mı́sto neznámé matice x, splňuje danou maticovou rovnost.

Úloha: Najı́t všechna řešenı́, tj. vymezit podmnožinu M ⊆ Rn

všech řešenı́ soustavy.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [3]

Dva pohledy na soustavu lin. rovnic

Pohled po řádcı́ch, tedy po jednotlivých rovnicı́ch. Každá rov-
nice sama vymezuje podmnožinu všech svých řešenı́ Mi ⊆ Rn,
i ∈ {1, 2, . . . , m}. Geometricky je Mi nadrovinou (podprostorem
dimenze n − 1 posunutým z počátku do nějakého jiného bodu).
Všechny rovnice majı́ být splněny současně, hledáme tedy spo-
lečný průnik všech těchto nadrovin Mi.

Pohled po sloupcı́ch. Rozepišme matici soustavy A do sloupců:
A = (A1, A2, . . . , An). Soustava A ⋅ x = b přecházı́ na:

A ⋅ x = (A1, A2, . . . , An) ⋅









x1

x2
...

xn









= x1A1 + x2A2 + · · · + xnAn = b

Hledáme tedy koeficienty lineárnı́ kombinace sloupců matice A,
které zaručı́, že se daná kombinace rovná pravé straně b.
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K čemu sloužı́ eliminačnı́ metoda

Má-li soustava A ⋅ x = b množinu řešenı́ M a je

(A | b) ∼ (C | d)

pak soustava C ⋅ x = d má stejnou množinu řešenı́ M.

Když eliminujeme na schodovitou matici C, pak půjde u soustavy
C ⋅ x = d hledaná množina řešenı́ M lépe najı́t.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [5]

Frobeniova věta, řešitelnost soustavy

Věta: Soustava A ⋅ x = b má aspoň jedno řešenı́ právě tehdy, když
hod A = hod(A | b).

Důkaz: (sloupcový pohled): soustava má řešenı́ právě když vek-
tor b ležı́ v lineárnı́m obalu sloupcových vektorů A1, A2, . . . , An,
což je právě tehdy, když hod A = hod(A | b). Využijeme také toho,
že hodnost matice nenı́ jen dimenze lin. obalu řádků, ale je to také
dimenze lineárnı́ho obalu sloupců matice, nebot’ hod A = hod AT.

Důkaz: (eliminačnı́ pohled): Po eliminaci na schodovitou matici
máme soustavu C ⋅ x = d která nemá řešenı́ právě tehdy, když
existuje nulový řádek v matici C s nenulovým čı́slem na pravé
straně. Tj. právě tehdy když hod C 6= hod(C | d). Eliminačnı́ metoda
ovšem neměnı́ hodnost.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [6]

Homogennı́ soustava Ax = o

• Homogennı́ soustava lineárnı́ch rovnic má vždy nulové řešenı́.

• Množinou řešenı́ M0 homogennı́ soustavy je vždy podprostor :

u ∈ M0, v ∈ M0, tj. Au = o, Av = o.
A(u + v) = Au + Av = o + o = o, tj. u + v ∈ M0.

u ∈ M0, α ∈ R, tj. Au = o.
A(αu) = αA(u) = α o = o, tj. α u ∈ M0.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [7]

Jak vyřešit homogennı́ soustavu

• Nejprve převedeme eliminacı́ na soustavu se stejnou množinou
řešenı́, ale se schodovitou maticı́ soustavy:

(A | o) ∼ (C | o)

• Každá nenulová rovnice v soustavě Cx = o umožnı́ spočı́tat
jednu neznámou (při zpětné substituci zespoda nahoru). Těmto
proměnným řı́káme vázané proměnné. Ostatnı́ (takto nespočı́-
tané) proměnné jsou volné proměnné, neboli parametry. Necht’
t1, t2, . . . , tk jsou všechny volné proměnné. Můžeme volit tyto hod-
noty za (t1, t2, . . . , tk)

(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)

a pro každou tuto volbu volných proměnných dopočı́táme pro-
měnné vázané. Dostáváme tak lineárně nezávislou množinu ře-
šenı́, která je bázı́ podprostoru M0 všech řešenı́.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [8]

Přı́klad (homogennı́ soustava)

Řešme soustavu A ⋅ x = o s maticı́:

A =









x1, x2, x3, x4, x5

1 3 2 0 3
1 1 1 −1 5
2 8 5 3 7
3 9 6 2 12









∼





x1, x2, x3, x4, x5

1 3 2 0 3
0 2 1 3 1
0 0 0 2 3





Vázané proměnné: x1, x2, x4, volné proměnné: x3, x5.

Při volbě x3 = 1, x5 = 0 vycházı́: x4 = 0, x2 = −1/2, x1 = −1/2,
při volbě x3 = 0, x5 = 1 vycházı́: x4 = −3/2, x2 = 7/4, x1 = −33/4.

Takže mám dvě lineárně nezávislá řešenı́:

(−1/2, −1/2, 1, 0, 0), (−33/4, 7/4, 0, −3/2, 1).

Všechna řešenı́ tvořı́ lineárnı́ obal těchto dvou řešenı́:

M0 = 〈(−1, −1, 2, 0, 0), (−33, 7, 0, −6, 4)〉

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [9]

Dimenze prostoru řešenı́

• Dimenze prostoru řešenı́ homogennı́ soustavy je rovna počtu
volných proměnných,

• což je rovno počtu všech proměnných minus počtu vázaných pro-
měnných,

• což je rovno počtu všech proměnných minus počtu nenulových
rovnic soustavy Cx = o se schodovitou maticı́,

• což je rovno počtu všech rovnic minus hodnost matice soustavy.

Závěr: Necht’M0 je množina řešenı́ soustavy Ax = o s m rovnicemi
a n neznámými. Pak

dim M0 = n − hod A.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [10]

Dva podprostory v Rn vymezené maticı́ A

Necht’ je dána matice A ∈ Rm,n

• Označme R lineárnı́ obal řádků matice A. Je to podprostor v Rn.

• Označme M0 množinu všech řešenı́ homogennı́ soustavy Ax = o.
Je to rovněž podprostor v Rn. Nazývá se nulovým prostorem

matice A.

• Do řádků matice B napišme nějakou bázi prostoru M0.

Platı́:

• Každý vektor z M0 řešı́ soustavu Ax = o.

• Každý vektor z R řešı́ soustavu Bx = o.

• Je-li −→u ∈ R a −→v ∈ M0, pak −→u ⋅−→v T = 0.

• dim R + dim M0 = n = dim Rn

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [11]

Algoritmus hledánı́ báze nulového prostoru

Algoritmus: Necht’ A ∼ (E | C), kde E je jednotková matice. Pak
řádky matice (−CT | E′) obsahujı́ bázi řešenı́ soustavy Ax = o.

Poznámka: E′ je zde také jednotková matice, ovšem obecně jiného
typu než matice E.

Důkaz: Řádky matice (−CT | E′) jsou lineárně nezávislé a jejich
počet je roven n − hod A. Takže lin. obal těchto řádků má stejnou
dimenzi, jako prostor řešenı́ M0. Stačı́ ukázat, že každý řádek
matice (−CT | E′) řešı́ soustavu Ax = o:

(E | C) ⋅
(

−C
E′

)

= E ⋅ (−C) + C ⋅ E′ = −C + C = O.

Poznámka: nelze-li provést A ∼ (E | C), pak je možné dostat (E | C)
po vhodné permutaci sloupců (změna pořadı́ neznámých). Zpětnou
permutaci sloupců pak provedeme na matici (−CT | E′) a máme
hledanou bázi prostoru řešenı́.
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Přı́klad

Metodou ze slı́du [11] vyřešı́me soustavu ze slı́du [8]. Matici pře-
vedeme Gauss-Jordanovou eliminacı́:

A =









1 3 2 0 3
1 1 1 −1 5
2 8 5 3 7
3 9 6 2 12









∼





x1, x2, x3, x4, x5

1 0 1/2 0 33/4
0 1 1/2 0 −7/4
0 0 0 1 3/2





Prohodı́me sloupce a přejdeme od matice (E | C) k matici (−CT | E′):





x1, x2, x4, x3, x5

1 0 0 1/2 33/4
0 1 0 1/2 −7/4
0 0 1 0 3/2



 ,
(

−1
x1, x2, x4, x3, x5

/2 −1/2 0 1 0
−33/4 7/4 −3/2 0 1

)

Po zpětném prohozenı́ sloupců dostáváme v řádcı́ch bázi množiny
řešenı́ M0:

(

−1
x1, x2, x3, x4, x5

/2 −1/2 1 0 0
−33/4 7/4 0 −3/2 1

)

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [13]

Nehomogennı́ soustava lineárnı́ch rovnic

Terminologie: Jakékoli řešenı́ soustavy Ax = b nazýváme parti-

kulárnı́ řešenı́ této soustavy.

Soustava Ax = o se nazývá přidružená homogennı́ soustava k sou-
stavě Ax = b.

Věta: Množina M všech řešenı́ soustavy Ax = b je bud’ prázdná,
nebo je tvaru

M = v + M0

kde v je partikulárnı́ řešenı́ soustavy Ax = b a M0 je množina
všech řešenı́ přidružené homogennı́ soustavy Ax = o.

Důkaz: Označme v partikulárnı́ řešenı́ a necht’ u ∈ M0. Stačı́ ově-
řit, že v+u ∈ M. Dále musı́me ověřit, že pro každé w ∈ M existuje
u ∈ M0 tak, že v + u = w.

Poznámka: Výhodná je geometrická představa, udělejte si náčrtek.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [14]

Jak vyřešit nehomogennı́ soustavu

• Najı́t jedno partikulárnı́ řešenı́ v.

• Vyřešit přidruženou homogennı́ soustavu, najı́t M0.

• Všechna řešenı́ napsat ve tvaru M = v + M0.

Jediný problém: najı́t partikulárnı́ řešenı́ v. Typický postup:

• Eliminovat (A | b) ∼ (C | d), na soustavu se schodovitou maticı́.

• Sloupce s volnými proměnnými odstranit (tj. dosadit za volné
proměnné nuly). Vzniká soustava s regulárnı́ čtvercovou maticı́.

• Dořešit tuto soustavu zpětným chodem eliminace.

• K řešenı́ připsat nuly na mı́sta volných proměnných.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [15]

Přı́klad (nehomogennı́ soustava)

Soustava ze slı́du [8] je doplněna o pravou stranou. Gauss-Jorda-
novou eliminacı́ upravı́m rozšı́řenou matici soustavy:








1 3 2 0 3 3
1 1 1 −1 5 −2
2 8 5 3 7 13
3 9 6 2 12 11









∼





1 0 1/2 0 33/4 −3
0 1 1/2 0 −7/4 2
0 0 0 1 3/2 1





Odstranı́m sloupce odpovı́dajı́cı́ volným proměným:





x1, x2, x4

1 0 0 −3
0 1 0 2
0 0 1 1





Partikulárnı́ řešenı́ je (−3, 2, 0, 1, 0) a množina všech řešenı́ je

M = (−3, 2, 0, 1, 0) + 〈(−1, −1, 2, 0, 0), (−33, 7, 0, −6, 4)〉.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [16]

Problém nejednoznačnosti zápisu řešenı́

Stejná množina řešenı́ soustavy Ax = b se dá vyjádřit různými
vektory báze řešenı́ přidružené homogennı́ soustavy a různými
partikulárnı́mi řešenı́mi. Jak poznat, že:

−→v + 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k〉 = −→w + 〈−→z 1,−→z 2, . . . ,−→z k〉 ?

Stačı́ porovnat hodnosti následujı́cı́ch matic:

hod





















−→u 1
...
−→u k−→z 1

...
−→z k−→w −−→v





















= hod





−→u 1
...
−→u k



 = hod





−→z 1
...
−→z k





Viz též stranu [9] k tématu „matice“.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [17]

Soustavy se čtvercovou maticı́ A

• Je-li matice A regulárnı́, pak soustava má jediné řešenı́.

• Je-li matice A regulárnı́, pak lze soustavu A x = b řešit vyná-
sobenı́m této rovnosti inverznı́ maticı́ A−1 zleva:

A−1A x = A−1 b, tj. x = A−1 b.

• Je-li matice A regulárnı́, je možné také provést LU rozklad
této matice a řešit jednu soustavu dopřednou substitucı́ a dalšı́
zpětnou substitucı́. Viz stranu [3] k tématu „LU rozklad“. Je to
nepatrně numericky výhodnějšı́ než počı́tat inverznı́ matici.

• Je-li matice A regulárnı́ a zajı́majı́ nás jen některé složky ře-
šenı́, je možné použı́t Cramerovo pravidlo, viz následujı́cı́ stranu.

• Je-li A singulárnı́, pak po eliminaci (A | b) ∼ (C | d) dostáváme
soustavu s maticı́ C, která nenı́ čtvercová. Dále je nutné použı́t
postupy uvedené na předchozı́ch stranách.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [18]

Cramerovo pravidlo

Necht’A je regulárnı́ čtvercová matice. Pak pro i-tou složku řešenı́
soustavy A x = b platı́

xi =
det Bi

det A
,

kde matice Bi je shodná s maticı́ A až na i-tý sloupec, který je
zaměněn za sloupec pravých stran.

Důkaz: Využijeme vztah x = A−1 ⋅ b a zaměřı́me se v maticovém
součinu na výpočet i-tého řádku v matici x. Přitom matici A−1

zapı́šeme pomocı́ doplňků. Viz stranu [19] k tématu „determinant“.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [19]

Přı́klad

Vyřešı́me soustavu s parametrem p ∈ R, která má rozšı́řenou
matici:

(A | b) =





2 −p −1 3
1 −7 −5 0

−1 3 p −1





Je det A = (p − 2) (p − 17). Takže pro p = 17 nebo p = 2 je matice
soustavy singulárnı́:

p = 17 :





2 −17 −1 3
1 −7 −5 0

−1 3 17 −1



 ∼





1 −7 −5 0
0 −1 3 1
0 0 0 1



 . . . M = ∅

p = 2 :





2 −2 −1 3
1 −7 −5 0

−1 3 2 −1



 ∼
(

1 −7 −5 0
0 4 3 1

)

. . .

. . . M = (5/3, 0, 1/3) + 〈(1, 3, −4)〉
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Přı́klad (pokračovánı́)

Pro p 6= 17 a p 6= 2 je matice soustavy regulárnı́ a soustava má
jediné řešenı́. Najdeme toto řešenı́ pomocı́ Cramerova pravidla.

det





3 −p −1
0 −7 −5

−1 3 p



= −26(p − 2), det





2 3 −1
1 0 −5

−1 −1 p



= −3(p − 2)

det





2 −p 3
1 −7 0

−1 3 −1



= −(p − 2). Protože det A = (p − 2) (p − 17), je:

x1 =
−26(p − 2)

(p − 2) (p − 17)
=

26
17 − p

, x2 =
3

17 − p
, x3 =

1
17 − p

.

Pro přı́pad p 6= 17 a p 6= 2 obsahuje množina M jediné řešenı́:

M =
{(

26
17 − p

,
3

17 − p
,

1
17 − p

)}

.

BI-LIN, algebra-all, 10, P. Olšák [21]

Maticová rovnice AX = B

• Je-li A regulárnı́ matice, pak rovnice má jediné řešenı́ X = A−1 B.

• Jinak stačı́ matice X a B rozepsat do sloupců:

X = (X1 X2 . . . Xk), B = (B1 B2 . . . Bk),

takže maticová rovnice přecházı́ na k soustav lineárnı́ch rovnic

A X1 = B1, A X2 = B2, . . . A Xk = Bk.

Tyto soustavy majı́ společnou matici soustavy, tj. společnou při-
druženou homogennı́ soustavu, tj. společnou množinu M0 všech
řešenı́ přidružené homogennı́ soustavy. Pro každou soustavu
zvlášt’ je třeba spočı́tat partikulárnı́ řešenı́.

• Množina všech řešenı́ je množna všech matic X, které majı́ ve
sloupcı́ch odpovı́dajı́cı́ partikulárnı́ řešenı́, ke kterým je v kaž-
dém sloupci (nezávisle) přičtena množina řešenı́ M0.

a) algebra-all, 11, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/20010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Matice
lineárnı́ch
zobrazenı́
• matice určuje zobrazenı́ A(x) = Ax

• zobrazenı́ A : Rn → Rm určuje matici

• zobrazenı́ lin. prostorů konečné dimenze majı́ matici vzhledem
k vybraným bázı́m

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [2]

Připomenutı́

Zobrazenı́ A : L1 → L2 je lineárnı́, když

• A(−→x +−→y ) = A(−→x ) + A(−→y ),

• A(α ⋅−→x ) = α ⋅ A(−→x ).

Což je ekvivalentnı́ s principem superpozice:

• A(α1
−→x 1 + · · · + αn

−→x n) = α1 A(−→x 1) + · · · + αn A(−→x n)

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [3]

Je dána matice A ∈ Rm,n,

pak máme zobrazenı́ A : Rn → Rm.

Skutečně, zobrazenı́ A : Rn → Rm dané předpisem

A(x) = A ⋅ x

je lineárnı́.

Poznámka: vektory z Rn, Rm nynı́ považujeme za
sloupcové vektory.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [4]

Přı́klad

Zobrazenı́ A : R4 → R3 je určeno maticı́ A ∈ R3,4:

A(x1, x2, x3, x4) =





1 3 2 2
3 1 0 2
5 7 4 6



 ⋅









x1

x2

x3

x4









= A ⋅ x =

= (x1 + 3x2 + 2x3 + 2x4, 3x1 + x2 + 2x4, 5x1 + 7x2 + 4x3 + 6x4)T

• jádro tohoto zobrazenı́ je nulový prostor matice A.

• hodnost zobrazenı́ A je hodnost matice A

• věta defA + hod A = dim L1 přecházı́ na větu
dim M0 + hod A = počet proměnných.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [5]

Hodnost zobrazenı́ je hodnost matice

Věta: Necht’A ∈ Rm,n. Hodnost lineárnı́ho zobrazenı́ A : Rn → Rm,
které je dáno předpisem A(x) = A ⋅ x, je rovna hodnosti matice A,
tedy:

hod A = hod A

Důkaz: hodnost zobrazenı́ je dimenze obalu obrazů bázových vek-
torů, což je dimenze obalu sloupců matice, což je hodnost matice.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [6]

Lineárnı́ prostor lineárnı́ch zobrazenı́

• Všechna lineárnı́ zobrazenı́ A : L1 → L2 označı́m T.

• Symboly A a B na této stránce jsou prvky z T.

• Definujeme A + B : L1 → L2 předpisem (A + B)(x) = A(x) + B(x).

• Pozorovánı́: Součet prvků z T je prvek z T.

• Definujeme α ⋅ A : L1 → L2 předpisem (α ⋅ A)(x) = α ⋅ A(x).

• Pozorovánı́: α-násobek prvku z T je prvek z T.

• Uvedené operace splňujı́ axiomy lineárnı́ho prostoru (dı́ky tomu,
že L2 je lineárnı́ prostor), takže:

• T je lineárnı́ prostor lineárnı́ch zobrazenı́.



BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [7]

Lin. zobrazenı́ určeno hodnotami na bázi

Věta: Jsou-li známy hodnoty lineárnı́ho zobrazenı́ A : L1 → L2 na
konečné bázi B lin. prostoru L1, je tı́m zobrazenı́ A jednoznačně
určeno na celém L1.

Důkaz: A(α1
−→
b 1 + · · · + αn

−→
b n) = α1 A(

−→
b 1) + · · · + αn A(

−→
b n)

Zobrazenı́ souřadnic je lineárnı́, takže takto dodefinované zobra-
zenı́ A je lineárnı́. Na bázových vektorech má předepsané hodnoty.

Jednoznačnost: Kdyby existovalo dalšı́ lineárnı́ zobrazenı́ B se stej-
nými hodnotami na bázi B, pak A − B je lineárnı́ zobrazenı́ s nu-
lovými hodnotami na bázi a podle principu superpozice musı́ být
A − B nulové zobrazenı́ všude. Takže A = B.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [8]

Přı́klad

Je dáno

A(1, 1, 2) = (1, 0, 1, 0), A(1, 2, 2) = (2, 0, 2, 0), A(2, 1, 5) = (1, 2, 2, 1).

Protože trojice vektorů (1, 1, 2), (1, 2, 2), (2, 1, 5) tvořı́ bázi v R3,
existuje jediné lineárnı́ zobrazenı́ s uvedenou vlastnostı́. Najdeme
vzorec pro A(x1, x2, x3):

(x1, x2, x3) = α (1, 1, 2) + β (1, 2, 2) + γ (2, 1, 5)
(x1, x2, x3) = (8x1 − x2 − 3x3) ⋅ (1, 1, 2) + (−3x1 + x2 + x3) ⋅ (1, 2, 2) +

+ (x3 − 2x1) ⋅ (2, 1, 5),
A(x1, x2, x3) = A((8x1 − x2 − 3x3) (1, 1, 2) + (−3x1 + x2 + x3) (1, 2, 2) +

+ (x3 − 2x1) (2, 1, 5)) =
= (8x1−x2−3x3) (1, 0, 1, 0) + (−3x1+x2+x3) (2, 0, 2, 0) +

+ (x3 − 2x1) (1, 2, 2, 1) =
= (x2, −4x1 + 2x3, −2x1 + x2 + x3, −2x1 + x3).

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [9]

Každé lin. zobrazenı́ A : Rn → Rm

má svou matici A ∈ Rm,n

Věta: Pro každé lineárnı́ zobrazenı́ A : Rn → Rm existuje jediná
matice A ∈ Rm,n, pro kterou je

A(x) = A ⋅ x

Důkaz: Necht’ A = (A(e1) A(e2) . . . A(en)). Zřejmě platı́ A(x) = A ⋅ x

pro x ∈ {e1, e2, . . . , en}.
Zobrazenı́ A i zobrazenı́ A ⋅ x jsou lineárnı́ zobrazenı́, která se
shodujı́ na bázi {e1, e2, . . . , en}. Takže se shodujı́ všude.

Důsledek: Vzorec pro hodnoty jakéhokoli lineárnı́ho zobrazenı́
z Rn do Rm má vždy tvar A ⋅ x.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [10]

Od zobrazenı́ k matici

A : L1 → L2 ←→ A′ : Rn → Rm ←→ A ∈ Rm,n

Každému lineárnı́mu zobrazenı́ A : L1 → L2 lineárnı́ch prostorů
konečné dimenze přiřadı́me matici takto:

• V L1 zvolı́me uspořádanou bázi (B).

• V L2 zvolı́me uspořádanou bázi (C).

• Zobrazenı́ souřadnic L1 → Rn vzhledem k (B) označı́me C1.

• Zobrazenı́ souřadnic L2 → Rm vzhledem k (C) označı́me C2.

• Necht’ A′ = C2 ◦ A ◦ C−1
1 .

• Zobrazenı́ A′ je lineárnı́ a má svou matici A.

Matice A se nazývá matice zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m (B) a (C).

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [11]

Vlastnosti matice zobrazenı́

A je matice zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m (B) a (C) právě tehdy
když:

• A ⋅













souřadnice
vektoru
−→u

vzhledem
k (B)













=













souřadnice
vektoru

A(−→u )
vzhledem

k (C)













• (A(
−→
b 1) A(

−→
b 2) . . . A(

−→
b n)) = (−→c 1

−→c 2 . . . −→c m) ⋅ A.

• A obsahuje v i-tém sloupci souřadnice vektoru A(
−→
b i) vzhledem

k bázi (C)

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [12]

Přı́klad

Necht’ P3 jsou polynomy nejvýše třetı́ho stupně. Je dáno lineárnı́
zobrazenı́ A : P3 → P3, které derivuje polynomy. Najdeme jeho
matici vzhledem k uspořádaným bázı́m (1, x, x2, x3) a (1, x, x2, x3).

Matice má ve sloupcı́ch souřadnice obrazů bázových vektorů, tj.

A(1) = 0, A(x) = 1, A(x2) = 2x, A(x3) = 3x2

Souřadnice těchto obrazů vzhledem k bázi {1, x, x2, x3} napı́šeme
do sloupců matice:

A =









0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0









Zkuste „derivovat“ polynomy pomocı́ maticového násobenı́. . .

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [13]

Skládánı́ zobrazenı́ ←→ součin matic

Věta: Necht’ lineárnı́ zobrazenı́ A má matici A a lineárnı́ zobrazenı́
B á matici B (vzhledem k odpovı́dajı́cı́m bázı́m). Pak složené line-
árnı́ zobrazenı́ B ◦ A má matici B ⋅ A (vzhledem k odpovı́dajı́cı́m
bázı́m).

Poznámka: Je-li A : L1 → L2 a B : L2 → L3, pak „odpovı́dajı́cı́
báze“ jsou uspořádané báze (U) v L1, (V) v L2 a (W) v L3. V uvedené
větě se pak pracuje s maticı́ A vzhledem k (U), (V), s maticı́ B

vzhledem k (V), (W) a s maticı́ B ⋅ A vzhledem k (U), (W).

Důkaz věty se opı́rá o rovnost

B ⋅ A ⋅













souřadnice
vektoru
−→u

vzhledem
k (U)













= B ⋅













souřadnice
vektoru

A(−→u )
vzhledem

k (V)













=













souřadnice
vektoru
B(A(−→u ))

vzhledem
k (W)













.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [14]

Přı́klad

Matice

A =









0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0









je matice derivace vzhledem k uspořádaným bázı́m (1, x, x2, x3) a
(1, x, x2, x3). Podle věty o složeném zobrazenı́ je A2 matice druhé
derivace a A3 matice třetı́ derivace.



BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [15]

Zobrazenı́ A : L → L

Definice: Zobrazenı́ do stejné množiny se nazývá transformace.
Lineárnı́ zobrazenı́ do stejného lineárnı́ho prostoru se nazývá li-

neárnı́ transformace.

Matice transformace A : L → L vzhledem k bázi (B) je matice
lineárnı́ho zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m (B) a (B).

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [16]

Přı́klady

• A =





0 0 0
0 1 0
0 0 1



 je matice projekce.

• A =
(

cos α − sin α
sin α cos α

)

je matice rotace.

• A =
(

a 0
0 b

)

je (pro a 6= 0, b 6= 0) matice změny měřı́tka.

• Dalšı́ transformace vznikajı́ skládánı́m těchto elementárnı́ch
transformacı́, jejich matice jsou pak součinem těchto elemen-
tárnı́ch matic.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [17]

Přı́klad

Necht’ osa o procházı́ počátkem a svı́rá s osou x úhel α . Najdeme
matici osové soměrnosti podle osy o..

Osová souměrnost vzniká jako složenı́ následujı́cı́ch zobrazenı́:

• otočenı́ o úhel −α ,

• zrcadlenı́, tj. změna měřı́tka s parametry 1, −1,

• otočenı́ zpět o úhel α .

Matici tohoto složeného zobrazenı́ spočı́táme jako součin matic
uvedených zobrazenı́ zapsaných „zprava doleva“:

(

cos α − sin α
sin α cos α

)

⋅
(

1 0
0 −1

)

⋅
(

cos(−α) − sin(−α)
sin(−α) cos(−α)

)

=

=
(

cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

)

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [18]

Nestandardnı́ báze, přı́klad

Najdeme matici zobrazenı́ A : R3 → R4, které je dané předpisem

A(x1, x2, x3) = (x2, −4x1 + 2x3, −2x1 + x2 + x3, −2x1 + x3),

vzhledem k bázı́m (B) = ((1, 1, 2), (1, 2, 2), (2, 1, 5)) a (S4)

Protože A(1, 1, 2) = (1, 0, 1, 0), A(1, 2, 2) = (2, 0, 2, 0), A(2, 1, 5) =
(1, 2, 2, 1), a protože složky těchto obrazů jsou rovny souřadnicı́m
vzhledem ke standardnı́ bázi (S4), stačı́ složky těchto obrazů na-
psat do sloupců hledané matice:

A =









1 2 1
0 0 2
1 2 2
0 0 1









Pokud bychom měli hledat matici zobrazenı́ A : L1 → L2 vzhledem
k nestandardnı́ bázi v L2, budeme mı́t vı́ce problémů. . .

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [19]

Hodnost matice je hodnost zobrazenı́

• Tuto skutečnost jsme zatı́m dokázali pro speciálnı́ zobrazenı́
tvaru A ⋅ x.

• Pro obecné lineárnı́ zobrazenı́ A : L1 → L2 také platı́

hod A = hod A,

protože hod A = hod A′, kde A′ = C2 ◦ A ◦ C−1
1 . Platı́:

hod A = dim A(L1) = dim A(〈
−→
b 1,
−→
b 2, . . . ,

−→
b n〉) =

= dim〈A(
−→
b 1), A(

−→
b 2), . . . , A(

−→
b n)〉 =

= dim〈C−1
2 ◦ A′ ◦C1(

−→
b 1), . . . , C−1

2 ◦ A′ ◦C1(
−→
b n)〉 =

= dim C−1
2 (〈A′(−→e 1), A′(−→e 2), . . . , A′(−→e n)〉) =

= dim〈A′(−→e 1), A′(−→e 2), . . . , A′(−→e n)〉 =
= dim A′(〈−→e 1,−→e 2, . . . ,−→e n〉) = dim A′(Rn) = hod A′

Uvedené rovnosti platı́, protože C1 a C2 jsou izomorfismy.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [20]

Transformace je prostá právě když

má regulárnı́ matici

Necht’ L má konečnou dimenzi, dim L = n.

Věta: Lineárnı́ transformace A : L → L je prostá právě když:

• je na

• má regulárnı́ matici

Důkaz: A je prostá právě když def A = 0.

Protože def A + hod A = dim L, je def A = 0 právě když hod A = n.
To platı́ právě když A(L) = L, tj. A je na L.

Uvedené vlastnosti jsou splněny právě když hod A = n, kde A je
matice zobrazenı́ A, tj. právě když A je regulárnı́.

BI-LIN, algebra-all, 11, P. Olšák [21]

Prostor lineárnı́ch zobrazenı́ je izomrofnı́

s lineárnı́m prostorem matic

• Každému zobrazenı́ A : L1 → L2 (kde dim L1 = n, dim L2 = m) je
jednoznačně přiřazena matice A ∈ Rm,n vzhledem k bázı́m (B)
a (C).

• Toto přiřazenı́ je zobrazenı́ prosté a na.

• Toto přiřazenı́ je dokonce lineárnı́ zobrazenı́. Stačı́ ověřit, že sou-
čet dvou zobrazenı́ A a B s maticemi A a B (vzhledem ke zvole-
ným bázı́m) má matici A + B. Dále je třeba ověřit, že α násobek
lineárnı́ho zobrazenı́ má matici, která je rovna α násobku pů-
vodnı́ matice.

• Mám na mysli zobrazenı́ a pı́šu jeho matici. Mám na mysli matici
a vnı́mám ji jako zobrazenı́. Je to jedno.

a) algebra-all, 12, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Změna báze
• matice přechodu od báze k bázi

• jak se změnı́ souřadnice vektoru při změně báze?

• jak se změnı́ matice lineárnı́ho zobrazenı́ při změně báze?

• jak se změnı́ matice transformace při změně báze?



BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [2]

Matice přechodu

Definice: Necht’ (B) = (
−→
b 1,
−→
b 2, . . . ,

−→
b n) a (C) = (−→c 1,−→c 2, . . . ,−→c n)

jsou dvě báze stejného lineárnı́ho prostoru L. Pak existuje jediná
lineárnı́ transformace A : L → L, pro kterou je

A(
−→
b i) = −→c i, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}

Matice této lineárnı́ transformace vzhledem k bázi (B) se nazývá
matice přechodu od báze (B) k bázi (C).

• Značenı́: PB→C je matice přechodu od (B) k (C).

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [3]

Vlastnosti matice přechodu

• PB→C má v i-tém sloupci souřadnice vektoru −→c i

vzhledem k bázi (B).

• (−→c 1
−→c 2 . . . −→c n) = (

−→
b 1
−→
b 2 . . .

−→
b n) ⋅ PB→C,

• PB→C je matice identity vzhledem k bázı́m (C) a (B)

• Pro každý vektor −→u ∈ L je

PB→C ⋅













souřadnice
vektoru
−→u

vzhledem
k (C)













=













souřadnice
vektoru
−→u

vzhledem
k (B)













.

Pozor, je to opačně, než by odpovı́dalo názvu matice přechodu!

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [4]

Matice přechodu je regulárnı́

Platı́:

• PB→C je regulárnı́.

• PB→C ⋅ PC→D = PB→D

• (PB→C)−1 = PC→B

Důkaz: Protože má matice PB→C lin. nezávislé sloupce, je regu-
lárnı́. Součin matic přechodu vyplývá z věty o matici složeného
zobrazenı́. Je potřeba v tomto přı́padě skládat identické zobrazenı́
a jeho matice vzhledem k různým bázı́m. Konečně třetı́ puntı́k je
důsledkem druhého.

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [5]

Přı́klad

Jsou dány (S) = (1, x, x2) a (C) = (x2 + x, x − 1, x + 2), dvě báze
lineárnı́ho prostoru všech polynomů nejvýše druhého stupně. Na-
jdeme matici přechodu PS→C. Ta obsahuje ve sloupcı́ch souřadnice
bázových prvků −→c i vzhledem k bázi (S), tedy

PS→C =





0 −1 2
1 1 1
1 0 0





Jsou-li (α , β , γ) souřadnice polynomu p vzhledem k (C), pak




0 −1 2
1 1 1
1 0 0



 ⋅





α
β
γ



 =





−β + 2γ
α + β + γ

α





jsou souřadnice téhož polynomu vzhledem k bázi (S), neboli

p(x) = αx2 + (α + β + γ) x − β + 2γ .

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [6]

Algoritmus pro sestavenı́ matice přechodu

• Matici přechodu PS→B od standardnı́ báze (S) k bázi (B) sesta-
vı́me snadno: do sloupců zapı́šeme souřadnice vektorů

−→
b i vzhle-

dem k bázi (S).

• Platı́: PB→C = PB→S ⋅ PS→C = (PS→B)−1 ⋅ PS→C.

• Protože (A | B) ∼ (E | A−1B), stačı́ napsat následujı́cı́ dvoubloko-
vou matici a eliminovat:

(PS→B | PS→C) ∼ (E | P−1
S→B ⋅ PS→C) = (E | PB→C).

V pravém bloku po eliminaci najdeme hledanou matici PB→C

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [7]

Přı́klad

Jsou dány báze (B) = (x2 + 1, x2 + 2, x + 3) a (C) = (x2 + x, x − 1, x + 2)
lineárnı́ho prostoru polynomů nejvýše druhého stupně. Najdeme
matici přechodu PB→C.

Zvolme bázi, vzhledem ke které se souřadnice dobře hledajı́, napřı́-
klad (S) = (1, x, x2). Podle algoritmu z předchozı́ stránky sestavı́me
(PS→B | PS→C) a eliminujeme na tvar (E | PB→C).





1 2 3 0 −1 2
0 0 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0



 ∼





1 0 0 5 4 1
0 1 0 −4 −4 −1
0 0 1 1 1 1





V pravém bloku po eliminaci máme matici PB→C. Známe-li sou-
řadnice polynomu vzhledem k (C), pak násobenı́m maticı́ PB→C

zı́skáme souřadnice polynomu vzhledem k (B). Kdybychom potře-
bovali ze souřadnice vzhledem k (B) spočı́tat souřadnice vzhledem
k (C), použijeme inverznı́ matici (PB→C)−1 = PB→C.

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [8]

Změna matice zobrazenı́ při změně báze

Necht’ A je matice zobrazenı́ A : L1 → L2 vzhledem k bázı́m (B) a
(C). Necht’ A′ je matice téhož zobrazenı́, ovšem vzhledem k bázı́m
(B′) a (C′). Pak

PC′→C ⋅ A ⋅ PB→B′ = A′

Náčrt důkazu:

PC′→C ⋅ A ⋅ PB→B′ ⋅









souřadnice
−→u

vzhledem
k (B′)









= PC′→C ⋅ A ⋅









souřadnice
−→u

vzhledem
k (B)









=

= PC′→C ⋅









souřadnice−→
A (u)

vzhledem
k (C)









=









souřadnice−→
A (u)

vzhledem
k (C′)









BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [9]

Důsledky věty o změně matice

Necht’ A je matice zobrazenı́ A : L1 → L2 vzhledem k bázı́m (B)
a (C). Pak

• PC′→C ⋅ A je matice zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m (B) a (C′).

• A ⋅ PB→B′ je matice zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m (B′) a (C).

Necht’ A je matice transformace A : L → L vzhledem k bázi (B).
Pak

• PB′→B ⋅ A ⋅ PB→B′ je matice transformace A vzhledem k bázi (B′),
neboli:

• (PB→B′)−1 ⋅ A ⋅ PB→B′ je matice transformace A vzhledem k (B′).
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Přı́klad

Necht’ A(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x2 + x3, x3 + x1). Najdeme matici této
transformace ke standardnı́ bázi (S). Dále najdeme matici této
transformace vzhledem k bázi (B) = ((2, 2, 2), (3, 3, 0), (4, 0, 0)).

AS =





1 1 0
0 1 1
1 0 1



 , PS→B =





2 3 4
2 3 0
2 0 0



 .

Matice AB transformace A vzhledem k bázi (B) spočı́táme takto:

AB = PB→S ⋅ AS ⋅ PS→B = (PS→B)−1 ⋅ AS ⋅ PS→B =





2 3
2 2

0 0 −4
3

0 3
4 1





BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [11]

Algoritmus: sestavenı́ matice zobrazenı́

vzhledem k libovolným bázı́m

Je dáno lineárnı́ zobrazenı́ A : L1 → L2. Najdeme matici tohoto
zobrazenı́ vzhledem k bázı́m (B) a (C).

Necht’ (S) je báze L2, vzhledem ke které se souřadnice dobře hle-
dajı́. Sestavı́me matici (PS→C | AB,S), ve které AB,S značı́ matici zob-
razenı́ A vzhledem k bázı́m (B), (S). Eliminujeme na tvar (E | X).
Pak X je hledaná matice zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m (B) a (C).

Proč? Je (PS→C | AB,S) ∼ (E | PC→S ⋅ AB,S).
Přitom PC→S ⋅ AB,S je maticı́ zobrazenı́ A vzhledem k (B) a (C).

Poznámka: matice PS→C a AB,S lze sestavit snadno.

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [12]

Přı́klad

Je dáno zobrazenı́ A : P3 → P2, které derivuje polynomy nejvýše
třetı́ho stupně. Najdeme matici tohoto zobrazenı́ vzhledem k:

(B) = (x3+x+2, x2+2x+3, x2+2, x−1), (C) = (x2−x+1, x2−x−1, x+4)

Zvolı́m (S) = (x2, x, 1). To je báze, vzhledem ke které se souřadnice
polynomů z P2 dobře hledajı́. Je:

A(x3+x+2) = 3x2+1, A(x2+2x+3) = 2x+2, A(x2+2) = 2x, A(x−1) = 1

Sestavı́m matici (PS→C | AB,S) a eliminuji:




1 1 0 3 0 0 0
−1 −1 1 0 2 2 0
1 −1 4 1 2 0 1



 ∼





−4 −3 −4 1
2

E 7 3 4 −1
2

3 2 2 0





Hledaná matice je v pravém bloku po eliminaci.

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [13]

Přı́klad

Je dána matice A′ zobrazenı́ vzhledem k bázı́m (B) a (S2). Hledáme
matici A zobrazenı́ vzhledem k bázı́m (S1) a (S2).

Jinými slovy: známe zobrazenı́ A na bázi (B) a hledáme vzorec,
který udává hodnotu tohoto zobrazenı́ v libovolném bodě. Napřı́-
klad je známo

A(1, 1, 2) = (1, 0, 1, 0), A(1, 2, 2) = (2, 0, 2, 0), A(2, 1, 5) = (1, 2, 2, 1).

Řešenı́. Podle strany [9] je A = A′ ⋅ PB→S1 = A′ ⋅ (PS1→B)−1. Matici
přechodu PS1→B sestavı́me snadno. Jde tedy o to ji invertovat a
násobit zprava s danou maticı́ A′.

A =









1 2 1
0 0 2
1 2 2
0 0 1









⋅





1 1 2
1 2 1
2 2 5





−1

=









0 1 0
−4 0 2
−2 1 1
−2 0 1









BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [14]

Přı́klad

Necht’ osa o procházı́ počátkem a svı́rá s osou x úhel α . Najdeme
matici osové soměrnosti podle osy o.

Zvolı́me bázi (B) tak, aby vektor
−→
b 1 ležel v ose o a

−→
b 2 byl na nı́

kolmý. Vzhledem k této bázi je matice osové souměrnosti rovna
(

1 0
0 −1

)

Nynı́ provedeme přechod od báze (B) k bázi (S). Matice osové sou-
měrnosti vzhledem k (S) je

PS→B ⋅
(

1 0
0 −1

)

⋅ PB→S,

PS→B =
(

cos α − sin α
sin α cos α

)

, PS→B =
(

cos(−α) − sin(−α)
sin(−α) cos(−α)

)

,

Srovnejte tento přı́klad se stranou 17 kapitoly „matice zobrazenı́“.

BI-LIN, algebra-all, 12, P. Olšák [15]

Přı́klad

Necht’ A : L → L je lineárnı́ transformace, která zobrazı́ bázi (B)
na bázi (C). Vı́me, že matice přechodu PB→C je rovna matici této
transformace A vzhledem k bázi (B). Jak vypadá matice stejné
transformace vzhledem k bázi (C)?

Řešenı́: Označme matici zobrazenı́ A vzhledem k (B) symbolem AB

a hledanou matici označme AC. Je AB = PB→C. Podle důsledku ze
strany [9] je

AC = (PB→C)−1 ⋅ AB ⋅ PB→c = (PB→C)−1 ⋅ PB→c ⋅ PB→c = PB→c

Ejhle, matice transformace A vzhledem k bázi (C) je stejná, jako
matice této transformace vzhledem k bázi (B) a je to matice pře-
chodu od (B) k (C).

a) algebra-all, 13, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Afinnı́
transformace
• je posunutı́ plus lineárnı́ transformace

• má svou matici vzhledem k homogennı́m souřadnicı́m

• využitı́ napřı́klad v počı́tačové grafice

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [2]

Idea afinnı́ho prostoru

• Lineárnı́ prostor V volných vektorů: dvě orientované úsečky re-
prezentujı́ stejný volný vektor, pokud jsou rovnoběžné, stejně
velké a stejně orientované.

• Sčı́tánı́ a násobenı́ konstantou v lineárnı́m prostoru V prove-
deme pomocı́ vhodně zvolených reprezentatnů stejně jako v UO.

• Kromě vektorů z V budeme v afinnı́m prostoru pracovat s mno-
žinou bodů X. Nové operace:

• bod1 + vektor = bod2. Na bod1 navážeme reprezentanta vektoru
a koncový bod tohoto vektoru je výsledek operace.

• bod1 − bod2 = vektor. Výsledkem je vektor s reprezentantem,
který má počátečnı́ bod2 a koncový bod1.
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Definice afinnı́ho prostoru

Definice: Necht’ V je lineárnı́ prostor a X je libovolná množina.
Dvojici množin (X, V) nazýváme afinnı́ prostor, pokud kromě ope-
racı́ + a ⋅ na V je definována operace + : X × V → X s vlastnostmi:

(1) P +−→o = P ∀ P ∈ X (−→o ∈ V je nulový vektor),
(2) (P +−→u ) +−→v = P + (−→u +−→v ) ∀ P ∈ X, −→u ∈ V, −→v ∈ V,
(3) ∀ P ∈ X, Q ∈ X existuje jediný −→u ∈ V tak, že P = Q +−→u

Vektor −→u z vlastnosti (3) značı́me P − Q nebo
−→
QP.

Množina X a lineárnı́ prostor V mohou být jakékoli takové, aby šlo
definovat operaci + s uvedenými vlastnostmi.

Dobrá a postačujı́cı́ představa afinnı́ho prostoru je lineárnı́ pro-
stor V volných vektorů a množina X bodů.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [4]

Souřadnicový systém afinnı́ho prostoru

Dimenze afinnı́ho prostoru je dimenze lineárnı́ho prostoru V.

Nadále budeme předpokládat afinnı́ prostory s konečnou dimenzı́
(zejména s dimenzı́ 3 nebo 2).

Zvolme bázi (B) prostoru V a dále bod O ∈ X. Dvojici (O, B) nazý-
váme souřadnicovým systémem afinnı́ho prostoru.

Vektor −→u ∈ V má souřadnice vzhledem k (O, B) definovány jako
jeho souřadnice vzhledem k bázi (B).

Bod P ∈ X má souřadnice vzhledem k (O, B) definovány jako sou-
řadnice vektoru

−→
OP. Tomuto vektoru řı́káme radiusvektor bodu P.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [5]

Vlastnosti souřadnic v afinnı́m prostoru

Necht’ C je zobrazenı́ souřadnic, −→u ,−→v ∈ V, P, Q ∈ X, α ∈ R. Pak

(1) C(−→u +−→v ) = C(−→u ) + C(−→v )
(2) C(α ⋅−→u ) = α ⋅ C(−→u )
(3) C(Q +−→u ) = C(Q) + C(−→u )
(4) C(P − Q) = C(P) − C(Q)

Důkaz: (1) a (2): jsou to obvyklé souřadnice vektoru. (3), (4): stačı́
souřadnice bodů vyjádřit jako souřadnice jejich radiusvektorů.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [6]

Homogennı́ souřadnice

Necht’ má afinnı́ prostor dimenzi n.

Homogennı́ souřadnice vektoru v souřadnicovém systému (O, B)
je uspořádaná (n + 1)-tice; prvnı́ch n složek obsahuje souřadnice
vektoru, poslednı́ složka obsahuje nulu.

Homogennı́ souřadnice bodu v souřadnicovému systému (O, B)
je uspořádaná (n + 1)-tice; prvnı́ch n složek obsahuje souřadnice
bodu, poslednı́ složka obsahuje jedničku.

Pozorovánı́: Tvrzenı́ z předchozı́ strany [5] o souřadnicı́ch platı́ i
v přı́padě, že C značı́ homogennı́ souřadnice.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [7]

Matice v homogennı́ch souřadnicı́ch

Zobrazenı́ A : X → X, pro které existuje matice A ∈ Rn+1,n+1

s vlastnostı́:

A ⋅













homogennı́
souřadnice

bodu P

vzhledem
k (O, B)













=













homogennı́
souřadnice
bodu A(P)
vzhledem
k (O, B)













se nazývá transformace s maticı́ A v homogennı́ch souřadnicı́ch.

Pozorovánı́: Matice A musı́ být tvaru:

A =
(

A′ t

o 1

)

kde A′ ∈ Rn,n, t ∈ Rn,1, o ∈ R1,n je nulový vektor.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [8]

Vlastnosti matice

v homogennı́ch souřadnicı́ch

(

A′ t

o 1

)

⋅
(

p

1

)

=
(

A′ ⋅ p + t

1

)

tj. bod je transformován lineárnı́ transformacı́ s maticı́ A′ a ná-
sledně posunut o t.

(

A′ t

o 1

)

⋅
(

u

0

)

=
(

A′ ⋅ u

0

)

tj. vektor je pouze transformován lineárnı́ transformacı́ s maticı́ A′.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [9]

Přı́klad 2D

Obecná matice transformace v homogennı́ch souřadnicı́ch má tvar:




a b c

d e f

0 0 1



 .

Je tedy určena šesti parametry.

Bod se souřadnicemi (x, y) přejde při transformaci s touto maticı́
na bod se souřadnicemi (x′, y′):





x′

y′

1



 =





a b c

d e f

0 0 1



 ⋅





x

y

1



 =





ax + by + c

dx + ey + f

1



 ,

takže bod se transformuje lineárně a posune o vektor (c, f ).

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [10]

Přı́klad 3D

Obecná matice transformace v homogennı́ch souřadnicı́ch má tvar:








a b c d

e f g h

i j k l

0 0 0 1









.

Je určena dvanácti parametry.

Transformace bodu probı́há podle následujı́cı́ho vzorce:








x′

y′

z′

1









=









a b c d

e f g h

i j k l

0 0 0 1









⋅









x

y

z

1









=









ax + by + cz + d

ex + fy + gz + h

ix + jy + kz + l

1








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Skládánı́ transformacı́ — součin matic

Věta: Necht’ A a B jsou matice transformacı́ A a B v homogennı́ch
souřadnicı́ch

A =
(

A′ t

o 1

)

, B =
(

B′ s

o 1

)

Pak složená transformace B ◦ A má matici:

B ⋅ A =
(

B′ s

o 1

)

⋅
(

A′ t

o 1

)

=
(

B′ ⋅ A′ B′ ⋅ t + s

o 1

)

.

Poznámka: Je (B ◦ A)(x) = (B(A(x)).

Důkaz věty se provede analogicky, jako důkaz věty o složeném
lineárnı́m zobrazenı́.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [12]

Inverznı́ transformace — inverznı́ matice

Věta: Má-li transformace A regulárnı́ matici A v homogennı́ch sou-
řadnicı́ch, pak je prostá a na a A−1 má matici A−1 v homogennı́ch
souřadnicı́ch.

Pozorovánı́:

Je-li A =
(

A′ t

o 1

)

, pak A−1 =
(

(A′)−1 − (A′)−1 t

o 1

)

Inverznı́ matice k A existuje, právě když A′ je regulárnı́.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [13]

Přı́klad: elementárnı́ transformace ve 2D

Změna měřı́tka má matici v homogennı́ch souřadnicı́ch:




a 0 0
0 b 0
0 0 1



 .

Rotace o úhel α má matici v homogennı́ch souřadnicı́ch:




cos α − sin α 0
sin α cos α 0

0 0 1



 ,

Posunutı́ o vektor se souřadnicemi (tx, ty) má matici v homogen-
nı́ch souřadnicı́ch: 



1 0 tx

0 1 ty

0 0 1





Dalšı́ transformace vznikajı́ skládánı́m těchto transformacı́.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [14]

Přı́klad

Najdeme matici (v homogennı́ch souřadnicı́ch) rotace o úhlel α
kolem bodu (2, 3).

Uvedená transformace je složenı́m následujı́cı́ch transformacı́:

• posunutı́ o vektor (−2, 3),

• rotace o úhel α ,

• posunutı́ o vektor (2, 3).

Matice výsledné transformace je součinem matic:
(

posunutı́ o (2, 3)
)

⋅
(

rotace o úhel α
)

⋅
(

posunutı́ o (−2, −3)
)

=

=





1 0 2
0 1 3
0 0 1



 ⋅





cos α − sin α 0
sin α cos α 0

0 0 1



 ⋅





1 0 −2
0 1 −3
0 0 1



 = · · ·

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [15]

Přı́klad, pokračovánı́

· · · =





cos α − sin α −2 cos α + 3 sin α + 2
sin α cos α −2 sin α − 3 cos α + 3

0 0 1



 .

Takže bod o souřadnicı́ch (x, y) přecházı́ po této transformaci na
bod o souřadnicı́ch (x′y′), pro který platı́:




x′

y′

1



 =





cos α − sin α −2 cos α + 3 sin α + 2
sin α cos α −2 sin α − 3 cos α + 3

0 0 1



 ⋅





x

y

1



 =

=





(cos α) x − (sin α) y − 2 cos α + 3 sin α + 2
(sin α) x + (cos α) y − 2 sin α − 3 cos α + 3

1





BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [16]

Afinnı́ transformace

Definice: Necht’ (X, V) je afinnı́ prostor. Transformace A : X → X

se nazývá afinnı́, pokud existuje lineárnı́ transformace A′ : V → V

tak, že

A(P +−→u ) = A(P) + A′(−→u ) ∀ P ∈ X,−→u ∈ V.

Zvolme bod O ∈ X. Protože pro každý P ∈ X platı́ P = O +
−→
OP, je

A(P) = A(O) + A′(
−→
OP), takže každá afinnı́ transformace je jedno-

značně určena hodnotou A(O) a lineárnı́ transformacı́ A′ : V → V.

Protože každá lineárnı́ transformace A′ : V → V je jednoznačně
určena hodnotami na bázi (B) = (

−→
b 1,
−→
b 2, . . . ,

−→
b n), je každá afinnı́

transformace jednoznačně určena hodnotami v n + 1 bodech:

O, O +
−→
b 1, O +

−→
b 2, . . . , O +

−→
b n.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [17]

Matice afinnı́ transformace

je jejı́ matice v homogennı́ch souřadnicı́ch. Je třeba ukázat:

• Každá transformace, která má matici v homogennı́ch souřadni-
cı́ch, je afinnı́.

• Každá afinnı́ transformace má matici v homog. souřadnicı́ch.

Puntı́k prvnı́: Je dána matice A nějaké transformace v homogen-
nı́ch souřadnicı́ch vzhledem k (O, B). Matice hledaného zobrazenı́
A′ je také matice A. Jsou-li p souřadnice bodu P ∈ X a u souřadnice
vektoru −→u ∈ V, pak

A ⋅
(

p + u

1

)

= A ⋅
(

p

1

)

+ A ⋅
(

u

0

)

.

Puntı́k druhý: Hledaná matice obsahuje ve sloupcı́ch homogennı́
souřadnice obrazů báze následované homogennı́mi souřadicemi
obrazu bodu O. Taková matice určuje hodnoty afinnı́ transformace
na bodech O, O+

−→
b i, takže určuje afinnı́ transformaci jednoznačně.

BI-LIN, algebra-all, 13, P. Olšák [18]

Vlastnosti afinnı́ transformace

• Skládánı́ afinnı́ch transformacı́ je afinnı́ transformace

• Afinnı́ transformace je prostá právě když je na právě když má
regulárnı́ matici v homogennı́ch souřadnicı́ch.

• Je-li afinı́ transformace prostá, pak jejı́ inverze je také afinı́
transformace.

• Prostá afinnı́ transformace zobrazuje rovnoběžné přı́mky na rov-
noběžné přı́mky.
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Přı́klad

Je dána afinnı́ tansformace ve 2D prostoru taková, že posune po-
čátek souřadnicového systému do bodu (3, 2) a transformuje prvnı́
bázový vektor na vektor se souřadnicemi (−1, 2), druhý bázový
vektor transformuje na vektor se souřadnicemi (4, 1).

Najdeme matici v homogennı́ch souřadnicı́ch této transformace.

Podle předchozı́ho matice obsahuje homogennı́ souřadnice obrazů
báze a v poslednı́m sloupci homogennı́ souřadnice obrazu počátku.
Tedy

A =





−1 4 3
2 1 2
0 0 1



 .

Pronásobı́me-li pixelové souřadnice každého pixelu touto maticı́,
dostáváme pixelové souřadnice obazu: maticovým násobenı́m mů-
žeme tansformovat dvourozměrný obrázek.

a) algebra-all, 14, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Vlastnı́
čı́slo, vektor
• motivace: směr přı́mky, kterou lin. transformace nezměnı́

• invariantnı́ podprostory

• charakteristický polynom

• báze, vzhledem ke které je matice transformace nejjednoduššı́

• podobnost s diagonálnı́ maticı́

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [2]

Motivace

Je dána transformace A : R2 → R2. Najdeme takovou přı́mku p

procházejı́cı́ počátkem, aby A(p) = p.

p = {t−→u ; t ∈ R}, A(p) = {A(t−→u ); t ∈ R} = {t A(−→u ); t ∈ R}

Musı́ tedy existovat λ ∈ R tak, aby A(−→u ) = λ−→u . Přitom −→u musı́
být nenulový vektor.

Zvolme v R2 nějakou bázi (např. standardnı́). Necht’ x jsou sou-
řadnice −→u vzhledem k této bázi a A je matice transforamce A

vzhledem k této bázi. Pak musı́

Ax = λx, x 6= o, tj. (A − λE) x = o, x 6= o

Takže matice A − λE musı́ být singulárnı́, neboli det(A − λE) = 0.

Čı́slu λ budeme řı́kat vlastnı́ čı́slo a vektoru −→u řı́káme vlastnı́

vektor transformace A přı́slušejı́cı́ vlastnı́mu čı́slu λ .

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [3]

Vlastnı́ čı́sla jsou i komplexnı́

Kvadratická rovnice det(A − λE) = 0 (viz předchozı́ motivačnı́ přı́-
klad) může ale nemusı́ mı́t reálné kořeny. Pokud má dva různé
reálné kořeny, pak existujı́ dva směry, které transformace A ne-
měnı́. Tj. existujı́ dvě přı́mky, pro které je A(p) = p. Napřı́klad
zkosenı́, které (1, 0) nechá beze změny a (0, 1) zobrazı́ na (1, 1/2).

Pokud jsou kořeny rovnice det(A − λE) = 0 komplexnı́, pak neexis-
tujı́ přı́mky, pro které je A(p) = p (napřı́klad rotace). Pokud bychom
chtěli najı́t vlastnı́ vektory přı́slušejı́cı́ komplexnı́m vlastnı́m čı́s-
lům, budou mı́t komplexnı́ souřadnice. Je tedy potřeba pracovat
s lineárnı́m prostorem nad komplexnı́mi čı́sly.

Budeme potřebovat záruku existence vlastnı́ch čı́sel. Budeme tedy
muset připustit komplexnı́ vlastnı́ čı́sla a pracovat s lineárnı́ pro-
storem L nad C.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [4]

Invariantnı́ podprostor

Necht’ A : L → L je lineárnı́ transformace. Podprostor P ⊂ L, pro
který platı́ A(P) = P nazýváme invariantnı́ podprostor vzhledem
k A.

Předběžná úvaha:

Je-li L lineárnı́ prostor nad C, pak zaručeně existujı́ vlastnı́ čı́sla
λ ∈ C, pro která je A(−→x ) = λ−→x , −→x 6= −→o . Společně s nulovým vek-
torem tvořı́ všechny vlastnı́ vektory přı́slušejı́cı́ pevně vybranému
vlastnı́mu čı́slu λ invariantnı́ podprostor.

Je-li L lineárnı́ prostor nad R, pak kromě {−→o } a L dalšı́ invariantnı́
podprostory vzhledem k A nemusejı́ existovat: vlastnı́ čı́sla mohou
být jen komplexnı́. Napřı́klad A je rotace.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [5]

Vlastnı́ čı́slo, vlastnı́ vektor matice

Definice: Necht’ A je čtvercová matice typu (n, n) reálných nebo
komplexnı́ch čı́sel. Čı́slo λ ∈ C se nazývá vlastnı́m čı́slem matice

A, pokud existuje vektor x ∈ Cn,1, x 6= o, takový, že A ⋅ x = λ x.
Vektor x, který splňuje uvedenou rovnost, se nazývá vlastnı́ vektor

matice A přı́slušný vlastnı́mu čı́slu λ .

Pozorovánı́: Z rovnosti A ⋅ x = λ x plyne (A − λE) x = o. Protože
z definice musı́ x 6= o, je třeba, aby soustava měla nenulové řešenı́,
tedy musı́ det(A − λE) = 0.

Definice: Polynom v proměnné λ tvaru det(A − λE) se nazývá
charakteristický polynom matice A.

Pozorovánı́: Charakteristický polynom je stupně n a jeho kořeny
jsou vlastnı́ čı́sla matice A. Matice A má tedy (včetně násobnostı́)
n vlastnı́ch čı́sel.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [6]

Vlastnı́ čı́slo, vlastnı́ vektor transformace

Definice: Necht’ L je lineárnı́ prostor konečné dimenze nad C a
necht’ A : L → L je lineárnı́ transformace. Čı́slo λ ∈ C se nazývá
vlastnı́m čı́slem transformace A, pokud existuje vektor −→x ∈ L,
−→x 6= −→o takový, že A(−→x ) = λ −→x . Vektor −→x , který splňuje uvede-
nou rovnost, se nazývá vlastnı́ vektor transformace A přı́slušný

vlastnı́mu čı́slu λ .

Pozorovánı́: Vlastnı́ čı́slo transformace A je stejné jako vlastnı́
čı́slo jejı́ matice A vzhledem k jakékoli bázi (B). Vlastnı́ vektor
matice A pak obsahuje souřadnice vlastnı́ho vektoru transformace
A vzhledem k bázi (B).

Důsledek: Všechny matice stejné lineárnı́ transformace (vzhle-
dem k různým bázı́m) majı́ shodná vlastnı́ čı́sla (majı́ shodné spek-
trum).

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [7]

Přı́klad

Je dána matice

A =





5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1



 .

Najdeme jejı́ vlastnı́ čı́sla a k nim přı́slušejı́cı́ vlastnı́ vektory.

det





5 − λ −2 2
−1 4 − λ −1
−4 4 −1 − λ



 = −λ 3 −8λ 2 +21λ −18 = −(λ −3)2 (λ −2)

Toto je charakteristický polynom matice A. Má dvojnásobný kořen
λ = 3 a jednonásobný kořen λ = 2. Tyto kořeny jsou vlastnı́ čı́sla
matice A.

Najdeme ještě vlastnı́ vektory přı́slušejı́cı́ vlastnı́m čı́slům 3 a 2. . .
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Přı́klad, pokračovánı́

λ = 3 :





5 − 3 −2 2
−1 4 − 3 −1
−4 4 −1 − 3



 ∼ ( 1 −1 1 ) ,

takže k λ = 3 přı́slušı́ vlastnı́ vektory z 〈(1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉.

λ = 2 :





5 − 2 −2 2
−1 4 − 2 −1
−4 4 −1 − 2



 ∼
(

−1 2 −1
0 4 −1

)

.

takže k λ = 2 přı́slušı́ vlastnı́ vektory z 〈(−2, 1, 4)〉.

Pro vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ vektory platı́ např. následujı́cı́ vztahy:




5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1









1
1
0



 = 3





1
1
0



 ,





5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1









−2
1
4



 = 2





−2
1
4





BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [9]

Jiný přı́klad

Je dána matice B =





2 4 −3
−1 10 −6
−1 8 −4



 .

Jejı́ charakteristický polynom je

det(B − λE) = −λ 3 − 8λ 2 + 21λ − 18 = − (λ − 3)2 (λ − 2).

Hledáme vlastnı́ vektory přı́slušejı́cı́ vlastnı́m čı́slům 3 a 2:

λ = 3 :





2 − 3 4 −3
−1 10 − 3 −6
−1 8 −4 − 3



 ∼
(

−1 4 −3
0 1 −1

) vlastnı́
vektor:
(1, 1, 1)

λ = 2 :





2 − 2 4 −3
−1 10 − 2 −6
−1 8 −4 − 2



 ∼
(

−1 8 −6
0 4 −3

) vlastnı́
vektor:
(0, 3, 4)

B má stejná vlastnı́ čı́sla jako A, ale jiné invariantnı́ prostory.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [10]

Podobné matice

Idea: Jak se „podobajı́ “ matice A a A′ stejné lineárnı́ transfor-
mace A, jen vzhledem k různým bázı́m (B) a (B′)? Platı́:

A′ = (PB→B′)−1 ⋅ A ⋅ PB→B′

To nás ispiruje k následujı́cı́

Definici: Řı́káme, že dvě čtvercové matice A, B ∈ Rn,n jsou po-

dobné, pokud existuje regulárnı́ matice P ∈ Rn,n taková, že

B = P−1 ⋅ A ⋅ P.

Pozorovánı́1: podobnost je relace ekvivalence.

Pozorovánı́2: podobné matice majı́ stejná vlastnı́ čı́sla.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [11]

Podobné matice majı́ stejný char. polynom

Tvrzenı́: Podobné matice majı́ stejný charakteristický polynom.

Důkaz: Necht’ B = P−1AP je matice podobná s A. Je

det (P−1AP − λ E) = det (P−1AP − λ P−1EP) =
= det (P−1AP − P−1λ EP) =
= det (P−1 (A − λ E) P) =
= det P−1 det (A − λ E) det P = det (A − λ E).

Upozorněnı́: Obrácené tvrzenı́ „majı́-li dvě matice stejný charak-
teristický polynom, pak jsou podobné“ neplatı́. Za chvı́li ukážeme,
že matice A a B z předchozı́ch přı́kladů nejsou podobné.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [12]

Podobnost s diagonálnı́ maticı́

Úloha: Budeme se ptát, za jakých podmı́nek je čtvercová matice A

podobná s diagonálnı́ maticı́ tvaru:

D =













λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
0 0 λ3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . λn













.

Jiný pohled na úlohu: je dána transformace A svou maticı́ A vzhle-
dem k nějaké bázi. Ptáme se, zda existuje jiná báze, vzhledem ke
které je matice transformace A diagonálnı́. Ptáme se tedy, zda lze
vhodnou volbou báze co nejvı́ce zjednodušit matici transformace
až na diagonálnı́ tvar.

Pokud se to povede, pak z pohledu takové báze je transformace A

jen změnou měřı́tka ve směrech vektorů báze (resp. projekce).

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [13]

Rovnost A ⋅ P = P ⋅ D

Věta: Necht’ A, P a D jsou čtvercové matice typu (n, n), necht’ P

obsahuje nenulové sloupce a necht’ D je diagonálnı́. Pak platı́

A ⋅ P = P ⋅ D

právě tehdy, když D obsahuje vlastnı́ čı́sla matice A a i-tý sloupec
matice P obsahuje vlastnı́ vektor přı́slušejı́cı́ i-tému vlastnı́mu
čı́slu v D.

Důkaz: Necht’ D obsahuje na diagonále čı́sla λi. Roznásobenı́m
rovnosti A ⋅ P = P ⋅ D po sloupcı́ch matice P = (p1, p2, . . . , pn)
dostáváme rovnosti A ⋅ pi = λi pi. Tyto rovnosti platı́ právě když λi

je vlastnı́ čı́slo matice A a pi je k němu přı́slušejı́cı́ vlastnı́ vektor.

Pozorovánı́: Kdyby byla P regulárnı́, pak P−1AP = D, takže A

bude podobná s diagonálnı́ maticı́.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [14]

Podmı́nka podobnosti s diagonálnı́ maticı́

Tvrzenı́: Matice A typu (n, n) je podobná s diagonálnı́ maticı́ právě
když má n lineárně nezávislých vlastnı́ch vektorů.

Skutečně, stačı́ tyto vektory napsat do sloupců matice P, dále
sestavit diagonálnı́ matici D z odpovı́dajı́cı́ch vlastnı́ch čı́sel a platı́
rovnost z předchozı́ strany.

Věta: Různá vlastnı́ čı́sla majı́ lineárně nezávislé vlastnı́ vektory.

Důkaz: technický, viz skriptum.

Důsledek: Má-li matice A pouze jednonásobná vlastnı́ čı́sla (těch
je n a jsou vzájemně různá), pak je podobná s diagonálnı́ maticı́.

Upozorněnı́: Obrácené tvrzenı́ „A je podobná s diagonálnı́, pak
má vzájemně různá vlastnı́ čı́sla“ neplatı́. Např. E má n-násobné
vlastnı́ čı́slo 1 a je přı́mo rovna diagonálnı́ matici.

BI-LIN, algebra-all, 14, P. Olšák [15]

Přı́klad

Matice A z předchozı́ho přı́kladu je podobná s diagonálnı́. Má tři
lineárně nezávislé vlastnı́ vektory, např.

(1, 1, 0), (−1, 0, 1), (−2, 1, 4).

Tudı́ž platı́




1 −1 −2
1 0 1
0 1 4





−1

⋅





5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1



 ⋅





1 −1 −2
1 0 1
0 1 4



 =





3 0 0
0 3 0
0 0 2





Matice B z předchozı́ho přı́kladu nenı́ podobná s diagonálnı́, pro-
tože nemá tři lineárně nezávislé vlastnı́ vektory.

Takže: matice A a B nejsou vzájemně podobné, ačkoli majı́ stejný
charakteristický polynom a stejná vlastnı́ čı́sla.
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Přı́klad: změna báze

Matice A z předchozı́ho přı́kladu odpovı́dá transformaci:

x′ = 5x − 2y + 2z

y′ = − x + 4y − z

z′ = − 4x + 4y − z

Vzhledem k bázi (C) = ((1, 1, 0), (−1, 0, 1), (−2, 1, 4)) má tatáž trans-
formace diagonálnı́ matici

D =





3 0 0
0 3 0
0 0 2





takže v této bázi se souřadnice obrazu počı́tajı́ takto:

x′ = 3x, y′ = 3y, z′ = 2z.
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Nutná podmı́nka podobnosti

s diagonálnı́ maticı́

Dá se ukázat, že dimenze nulového prostoru matice A −λE je vždy
menšı́ nebo rovna násobnosti vlastnı́ho čı́sla λ .

Matice A typu (n, n) je podobná s diagonálnı́ právě když má n li-
neárně nezávislých vlastnı́ch vektorů. To znamená, že má-li k ná-
sobné vlastnı́ čı́slo λ , musı́ mu přı́slušet k lineárně nezávislých
vektorů, neboli dimenze nulového prostoru matice A − λE musı́
být přesně rovna k.

Pokud tedy pro každé vı́cenásobné vlastnı́ čı́slo λ je dimenze nu-
lového prostoru matice A − λE přesně rovna násobnosti tohoto
vlastnı́ho čı́sla, je matice A podobná s diagonálnı́ maticı́.
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Jordanův kanonický tvar

Dá se ukázat, že každá matice A je podobná aspoň se „skoro dia-
gonálnı́ “ maticı́ tvaru:

J =









J1 O . . . O

O J2 . . . O

. . .
O O . . . Jm









, kde Ji =













λi 1 0 . . . 0
0 λi 1 . . . 0

. . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . λi













Čı́sla λi jsou vlastnı́ čı́sla matice A. Matici J se řı́ká Jordanův

kanonický tvar matice A.

Na diagonále matice J se objevı́ každé vlastnı́ čı́slo tolikrát, kolik
je jeho násobnost.

Dimenze nulového prostoru matice A−λE odpovı́dá počtu Jordano-
vých bloků Ji se stejným vlastnı́m čı́slem λ . Takže tyto Jordanovy
bloky se mohou pro stejné (vı́cenásobné) vlastnı́ čı́slo opakovat.
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Cvičenı́

• Vysvětlete, proč det A je roven součinu vlastnı́ch čı́sel matice A.

• Vysvětlete, proč det A je roven absolutnı́mu členu charakteris-
tického polynomu matice A.

• Předpokládejte A matici podobnou s diagonálnı́. Když do cha-
rakteristického polynomu matice A mı́sto λ zapı́šete matici A,
dostáváte nulovou matici. Proč?

• Předchozı́ tvrzenı́ patı́ i pro matice, které nejsou podobné s dia-
gonálnı́ maticı́.

a) algebra-all, 15, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010
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Skalárnı́ součin
• axiomatická definice

• odvozenı́ velikosti vektorů a úhlu mezi vektory

• geometrická interpretace

• ortogonalita

• vlastnosti ortonormálnı́ch bázi
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Definice skalárnı́ho součinu

Necht’L je lineárnı́ prostor nad R. Operaci ⋅ : L × L → R nazýváme
skalárnı́ součin, pokud pro všechna −→x ,−→y ,−→z splňuje:

(1) −→x ⋅−→y = −→y ⋅−→x ,
(2) (−→x +−→y ) ⋅−→z = −→x ⋅−→z +−→y ⋅−→z ,
(3) (α ⋅−→x ) ⋅−→y = α ⋅ (−→x ⋅−→y ),
(4) −→x ⋅−→x ≥ 0, −→x ⋅−→x = 0 jen tehdy, když −→x = −→o .

Poznámka: Je-li L lineárnı́ prostor nad C, pak se skalárnı́m sou-
činem označuje operace ⋅ : L ×L → C se stejnými vlastnostmi, jako
výše, až na prvnı́. Mı́sto nı́ je:

−→x ⋅−→y = −→y ⋅−→x

Čı́sla jsou si vzájemně komplexně sdružená.
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Přı́klady skalárnı́ch součinů

• V Rn definujeme

(x1, x2, . . . xn) ⋅ (y1, y2, . . . , yn) = x1 y1 + x2 y2 + · · · + xn yn.

Toto je skalárnı́ součin, skutečně splňuje axiomy (1) až (4).

• V prostoru orientovaných úseček definujeme skalárnı́ součin
−→u ⋅−→v = ||−→u || ||−→v || cos α ,

kde || . . . || značı́ velikost vektoru a α je úhel mezi vektory.

• V lineárnı́m prostoru spojitých funkcı́ na intervalu 〈0, 1〉 definu-
jeme skalárnı́ součin

f ⋅ g =
1

∫
0

f (x) g(x) dx
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Dalšı́ skalárnı́ součiny v Rn

Na R2 je operace

(x1, x2)◦ (y1, y2) = (x1, x2)
(

1 2
2 6

)(

y1

y2

)

= x1y1 +6x2y2 +2x1y2 +2x2y1.

také skalárnı́ součin. Na druhé straně třeba

(x1, x2)◦ (y1, y2) = (x1, x2)
(

1 2
2 2

)(

y1

y2

)

= x1y1 +2x2y2 +2x1y2 +2x2y1

nenı́ skalárnı́ součin (neplatı́ axiom 4).

Obecně, je-li A symetrická a pozitivně definitnı́ matice (všechny
hlavnı́ subdeterminanty jsou kladné), pak

−→x ⋅ A ⋅−→y T

je skalárnı́ součin. Z tohoto pohledu nazýváme−→x ⋅−→y T
standardnı́m

skalárnı́m součinem na Rn.
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Skalárnı́ součin −→ velikost

V lineárnı́m prostoru L se skalárnı́m součinem definujeme velikost

vektoru −→x , neboli normu vektoru −→x vzorcem

||−→x || =
√−→x ⋅−→x .

Axiom (4) zaručuje, že velikost je definována pro libovolný vektor
a že nulovou velikost má pouze nulový vektor.

Tvrzenı́: ||α−→x || = |α | ⋅ ||−→x ||, protože

||α−→x || =
√

α−→x ⋅ α−→x =
√

α2(−→x ⋅−→x ) =
√

α2
√−→x ⋅−→x = |α | ⋅ ||−→x ||
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Skalárnı́ součin −→ úhel mezi vektory

V lineárnı́m prostoru L se skalárnı́m součinem definujeme úhel

mezi dvěma nenulovými vektory −→x a −→y jako takové φ ∈ 〈0, π), pro
které je

cos φ =
−→x ⋅−→y

||−→x || ||−→y ||

Že cos φ v uvedeném vzorci existuje pro libovolné dva nenulové
vektory zaručuje

Schwartzova nerovnost: Pro libovolné dva vektory platı́

|−→x ⋅−→y | ≤ ||−→x || ⋅ ||−→y ||.

Důkaz: 0 ≤ (−→x + α −→y ) ⋅ (−→x + α −→y ) = −→x ⋅−→x + α ⋅ 2(−→x ⋅−→y )+ α2 ⋅ (−→y ⋅−→y ).
Pro uvedený kvadratický polynom Aα2 + Bα + C musı́ platit:

B2 − 4AC ≤ 0, tj. B2 ≤ 4AC, tj. (−2(−→x ⋅−→y ))2 ≤ 4 ||−→x ||2||−→y ||2,
tj.

√

(−→x ⋅−→y )2 ≤
√

||−→x ||2
√

||−→y ||2 tj. |−→x ⋅−→y | ≤ ||−→x || ⋅ ||−→y ||.
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Skalárnı́ součin −→ vzdálenost vektorů

V lineárnı́m prostoru L se skalárnı́m součinem definujeme vzdá-

lenost mezi dvěma vektory −→x a −→y , neboli metriku vzorcem

ρ(−→x ,−→y ) = ||−→x −−→y ||

Pro metriku patı́ trojúhelnı́ková nerovnost:

ρ(−→x ,−→y ) + ρ(−→y ,−→z ) ≥ ρ(−→x ,−→z ),

neboli ||−→x − −→y || + ||−→y − −→z || ≥ ||−→x − −→z ||, která označenı́ −→a = −→x − −→y ,−→
b = −→y −−→z přecházı́ na tvar

||−→a || + ||
−→
b || ≥ ||−→a +

−→
b ||.

Důkaz: ||−→a +
−→
b ||2 = (−→a +

−→
b ) ⋅ (−→a +

−→
b ) = −→a −→a + 2−→a −→b +

−→
b
−→
b ≤

(Schwartzova nerovnost) ≤ ||−→a ||2+2 ||−→a ||⋅||
−→
b ||+ ||

−→
b ||2 = (||−→a ||+ ||

−→
b ||)2.
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Axiomy metriky a normy

Je-li na množině L zavedena metrika ρ(x, y) s vlastnostmi

(1) ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0 právě když x = y,
(2) ρ(x, y) = ρ(y, x),
(3) ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z),

řı́káme množině L s metrikou ρ metrický prostor.

Je-li na lineárnı́m prostoru L zavedena norma || . . . || s vlastnostmi

(1) ||−→x || ≥ 0, ||−→x || = 0 právě když −→x = −→o ,
(2) ||α−→x || = |α | ⋅ ||−→x ||,
(3) ||−→x +−→y || ≤ ||−→x || + ||−→y ||,

řı́káme prostoru L lineárnı́ prostor s normou.

My jsme odvodili normu a metriku ze skalárnı́ho součinu. Je ovšem
možné je zavést jen podle uvedených axiomů, nebo zavést normu
axiomaticky a odvodit metriku jako ρ(−→x ,−→y ) = ||−→x −−→y ||.

BI-LIN, algebra-all, 15, P. Olšák [9]

Přı́klady

Pythagorova věta: Pravoúhlý trojúhelnı́k budou tvořit dva na
sebe kolmé vektory −→x a −→y . Jejich rozdı́l tvořı́ přeponu.

||−→x −−→y ||2 = (−→x −−→y ) ⋅ (−→x −−→y ) = −→x ⋅−→x −2−→x ⋅−→y +−→y ⋅−→y = ||−→x ||2 + ||−→y ||2

Ve výpočtu jsme využili toho, že dva nenulové vektory −→x a −→y jsou
na sebe kolmé právě když −→x ⋅−→y = 0.

Rovnoběžnı́ková rovnost: součet druhých mocnin velikostı́ úh-
lopřı́ček v rovnoběžnı́ku je roven dvojnásobku součtu druhých moc-
nin velikostı́ sousednı́ch stran.

||−→x +−→y ||2 + ||−→x −−→y ||2 = 2
(

||−→x ||2 + ||−→y ||2
)

.

protože

||−→x +−→y ||2 + ||−→x −−→y ||2 = ||−→x ||2 + 2−→x ⋅−→y + ||−→y ||2 + ||−→x ||2 − 2−→x ⋅−→y + ||−→y ||2.
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Ortonormálnı́ báze

Na lineárnı́m prostoru se skalárnı́m součinem můžeme měřit ve-
likosti vektorů a úhly mezi nenulovými vektory.

Zejména kolmost (ortogonalitu) dvou nenulových vektorů −→x a −→y
poznáme podle podmı́nky −→x ⋅−→y = 0.

Mezi různými bázemi se ukáže výhodné vybı́rat takové báze, ve
kterých jsou si všechny vektory navzájem kolmé a majı́ jednotko-
vou velikost. Tyto báze nazýváme ortonormálnı́.

Definice: Báze se nazývá ortogonálnı́, pokud pro každé dva různé
prvky báze

−→
b i a

−→
b j platı́

−→
b i ⋅
−→
b j = 0.

Báze se nazývá ortonormálnı́, je-li ortogonálnı́ a všechny jejı́ prvky
majı́ jednotkovou velikost, neboli

−→
b i ⋅
−→
b j =

{

1 pro i = j,
0 pro i 6= j.
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Skalárnı́ součin počı́taný pomocı́ souřadnic

Věta: Necht’ (B) je konečná ortonormálnı́ báze lineárnı́ho pro-
storu L. Necht’ (x1, x2, . . . , xn) jsou souřadnice vektoru −→x vzhledem
k bázi (B) a necht’ (y1, y2, . . . , yn) jsou souřadnice vektoru −→y vzhle-
dem k bázi (B). Pak

−→x ⋅−→y = x1 y1 + x2 y2 + · · · + xn yn.

Důkaz:

(x1
−→
b 1 + x2

−→
b 2 + · · · + xn

−→
b n) ⋅ (y1

−→
b 1 + y2

−→
b 2 + · · · + yn

−→
b n) =

= x1 y1
−→
b 1 ⋅
−→
b 1 +x2 y1

−→
b 2 ⋅
−→
b 1 + · · ·+x1 y2

−→
b 1 ⋅
−→
b 2 + · · ·+xn yn

−→
b n ⋅
−→
b n =

= x1 y1 ⋅ 1 + x2 y1 ⋅ 0 + · · · + x1 y2 ⋅ 0 + · · · + xn yn ⋅ 1 =
= x1 y1 + x2 y2 + · · · + xn yn.
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Kolmost zaručuje lineárnı́ nezávislost

Věta: Necht’−→x 1,−→x 2, . . . ,−→x n jsou nenulové vektory, které jsou na
sebe navzájem kolmé. Pak jsou tyto vektory lineárně nezávislé.

Důkaz: Ověřı́me

α1 ⋅−→x 1 + α2 ⋅−→x 2 + · · · + αn ⋅−→x n = −→o ⇒ αi = 0 ∀ i

Vynásobı́me-li obě strany rovnosti skalárně vektorem −→x i, dostá-
váme na levé straně součet nul s výjimkou jediného sčı́tance, pro-
tože vektor −→x i je kolmý na všechny všechny ostatnı́ vektory −→x j.
Máme tedy

αi
−→x i ⋅−→x i = −→o ⋅−→x i = 0.

Protože −→x i ⋅ −→x i je nenulové čı́slo, musı́ být αi = 0. Tuto operaci
můžeme provést pro každý index i ∈ {1, 2, . . . , n}, takže všechna
čı́sla čı́sla αi jsou nutně nulová.
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Souřadnice počı́tané ze skalárnı́ho součinu

Věta: Necht’ (B) = (
−→
b 1,
−→
b 2, . . . ,

−→
b n) je ortonormálnı́ báze lineár-

nı́ho prostoru se skalárnı́m součinem. Pak souřadnice libovolného
vektoru −→x vzhledem k bázi (B) jsou

(−→x ⋅
−→
b 1, −→x ⋅

−→
b 2, . . . , −→x ⋅

−→
b n).

Důkaz: Označme −→y = (−→x ⋅
−→
b 1)
−→
b 1 + (−→x ⋅

−→
b 2)
−→
b 2 + · · ·+ (−→x ⋅

−→
b n)
−→
b n.

Máme dokázat, že −→x = −→y . Násobme vektor −→y vektorem
−→
b i :

−→y ⋅
−→
b i = ((−→x ⋅

−→
b 1)
−→
b 1 + (−→x ⋅

−→
b 2)
−→
b 2 + · · · + (−→x ⋅

−→
b n)
−→
b n) ⋅

−→
b i =

= (−→x ⋅
−→
b i)
−→
b i ⋅
−→
b i = −→x ⋅

−→
b i,

protože báze je ortonormálnı́. Je −→x ⋅
−→
b i = −→y ⋅

−→
b i ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Co, kdyby −→x 6= −→y ? Vektor −→x − −→y je kolmý na všechny prvky
−→
b i,

protože (−→x −−→y ) ⋅
−→
b i = 0. Pak jsou vektory

−→
b 1,
−→
b 2, . . . ,

−→
b n,−→x −−→y

lineárně nezávislé, ale to je ve sporu s tı́m, že (B) je báze.
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Básnička: čtvrtá dimenze

Jednou v hospodě u Karla čtvrtého,
uviděl jsem kus prostoru čtvrtého.

Čtyři půllitry u stropu nad sálem,
letěly k sobě kolmo navzájem,
což nenı́ možné v dimenzi třetı́,
kde nejvýše tři půllitry k sobě letı́.

Tak poznal jsem dı́ky otci vlasti,
jaké jsou v půllitru skryty slasti.
Jak všem čechům rozšiřuje obzory
o n-dimenzionálnı́ prostory.

in: Emil Calda: Řı́kanky množinově nelogické
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Geometrická představa skalárnı́ho součinu

Předpokládejme, že vektory −→x a −→y jsou orientované úsečky, na-
vı́c necht’−→y má jednotkovou velikost. Sestrojme z koncového bodu
vektoru −→x kolmý průmět na přı́mku, procházejı́cı́ vektorem −→y .
Velikost tohoto kolmého průmětu (je-li na polopřı́mce společně
s vektorem−→y ) je skalárnı́ součin−→x ⋅−→y . Je-li průmět na opačné po-
lopřı́mce, pak skalárnı́ součin je záporný a jeho absolutnı́ hodnota
je rovna velikosti průmětu.

Tato geometrická interpretace vycházı́ ze vzorce:
−→x ⋅−→y = ||−→x || ||−→y || cos φ .

Z tohoto pohledu řı́ká věta ze stránky [13], že souřadnice vektoru
jsou průměty vektoru na jednotlivé souřadnicové osy.
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Úhly vektoru s osami

Věta: Necht’ (x1, x2, . . . , xn) jsou souřadnice vektoru −→x vzhledem
k ortonormálnı́ bázi (

−→
b 1,
−→
b 2, . . . ,

−→
b n). Pak úhel φi mezi vektorem

−→x a vektorem
−→
b i má velikost φi, pro kterou je

cos φi =
xi

||−→x ||
.

Důkaz:

cos φi =
−→x ⋅
−→
b i

||−→x || ||
−→
b i||

=
−→x ⋅
−→
b i

||−→x ||
=

xi

||−→x ||
.

V úpravách jsme využili toho, že ||
−→
b i|| = 1 (báze je ortonormálnı́) a

dále předchozı́ věty, podle které je xi = −→x ⋅
−→
b i.

Důsledek: cos2 φ1 + cos2 φ2 + · · · + cos2 φn = 1
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Schmidtův ortogonalizačnı́ proces

Zhruba: každou konečnou bázi lze „opravit“ tak, aby byla ortonor-
málnı́. Oprava k-tého vektoru vždy probı́há v lineárnı́m obalu prv-
nı́ch k vektorů. Tj. prvnı́ vektor opravı́me na přı́mce dané prvnı́m
vektorem, druhý vektor opravı́me v rovině dané prvnı́mi dvěma
vektory, atd.

Přesně: Necht’ {
−→
b 1,
−→
b 2, . . . ,

−→
b n} je libovolná báze. Pak existuje

ortonormálnı́ báze {−→c 1,−→c 2, . . . ,−→c n} taková, že

〈
−→
b 1,
−→
b 2, . . . ,

−→
b k〉 = 〈−→c 1,−→c 2, . . . ,−→c k〉, ∀k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Důkaz: oprava každého vektoru probı́há ve dvou krocı́ch. Vektor
se (uvnitř zmı́něného lin. obalu) „natočı́“ a následně se „normuje“:

−→
b
′
k+1 =

−→
b k+1 −

k

∑
i=1

(
−→
b k+1 ⋅−→c i)−→c i, −→c k+1 =

−→
b
′
k+1

||
−→
b
′
k+1||

.

BI-LIN, algebra-all, 15, P. Olšák [18]

Ortogonálnı́ matice

Předpokládejme v Rn standardnı́ skalárnı́ součin. Matice A ∈ Rn,n,
která ve sloupcı́ch obsahuje nějakou ortonormálnı́ bázi prostoru
Rn, se nazývá ortogonálnı́.

Následujı́cı́ podmı́nky jsou ekvivalentnı́:

• A je ortogonálnı́,

• AT ⋅ A = E,

• A ⋅ AT = E,

• AT je ortogonálnı́,

• A obsahuje v řádcı́ch souřadnice ortonormálnı́ báze,

• A je maticı́ přechodu mezi dvěma ortonormálnı́mi bázemi.

BI-LIN, algebra-all, 15, P. Olšák [19]

Dalšı́ vlastnosti ortogonálnı́ matice

• Je-li A ortogonálnı́, pak det A = 1 nebo det A = −1.

• Je-li A ortogonálnı́ a je-li x sloupcový vektor, pak sloupcový vek-
tor A ⋅ x má stejnou velikost jako vektor x.

• Součin ortogonálnı́ch matic je ortogonálnı́.

Prvnı́ puntı́k:

1 = det E = det(A ⋅ AT) = (det A) (det AT) = (det A)2.

Druhý puntı́k:

||Ax||2 = (Ax)T ⋅ (Ax) = xT ⋅ AT ⋅ A ⋅ x = xT ⋅ x = ||x||2.

Třetı́ puntı́k:

(A ⋅ B)T ⋅ (A ⋅ B) = BT ⋅ AT ⋅ A ⋅ B = BT ⋅ E ⋅ B = E.

BI-LIN, algebra-all, 15, P. Olšák [20]

QR rozklad

Je-li A regulárnı́ matice, pak existuje ortogonálnı́ matice Q a hornı́
trojúhelnı́ková matice R tak, že

A = Q ⋅ R.

Důkaz: Sloupce matice A tvořı́ nějakou bázi (B). Na tuto bázi pro-
vedeme Schmidtův ortogonalizačnı́ proces a tı́m dostaneme orto-
normálnı́ bázi (C). Zapı́šeme ji do sloupců matice Q. Matice R je
maticı́ přechodu od ortonormálnı́ báze (C) k bázi (B). Obsahuje
souřadnice vektorů

−→
b k z báze (B) vzhledem k (C). Dı́ky vlastnosti

〈
−→
b 1,
−→
b 2, . . . ,

−→
b k〉 = 〈−→c 1,−→c 2, . . . ,−→c k〉, ∀k ∈ {1, 2, . . . , n}.

jsou souřadnice vektoru
−→
b k vzhledem k (C) pro i > k nulové, takže

R je hornı́ trojúhelnı́ková.
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Euklidovský
prostor

• Euklidovy Základy (pohled do historie)

• dnešnı́ definice

• kartézský souřadnicový systém

• vlastnosti „rovin“ v En

• speciálnı́ vlastnosti v E3 (vektorový součin)

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [2]

Euklides

Euklides (jiný překlad: Eukleides) byl řecký matematik (kolem
roku 300 př. n. l.).

Hlavnı́ dı́lo: Euklidovy Základy (ve 13 kapitolách). Po Bibli nejvı́ce
publikované dı́lo až do 19. stoletı́.

Pokusil se o přesné formálnı́ vyjadřovánı́, vybudoval geometrii
systémem definice, věta, důkaz. Pokusil se definovat i nedefinova-
telné:

• bod je to, co nemá části,

• křivka je délka bez šı́řky,

• přı́mka je křivka s body, která ležı́ rovně,

• rozdělenı́m přı́mého úhlu na dva stejné vzniká úhlel pravý,

• . . .

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [3]

Euklidovy postuláty (axiomy)

Euklides si uvědomil, že některá tvrzenı́ nelze dokázat, je nutné
je předpokládat. Formuloval pět tzv. postulátů:

• Dva body určujı́ jedinou úsečku, která v těch bodech končı́.

• Každá úsečka může být prodloužena tak, že vznikne opět úsečka.

• Je možné nakreslit kružnici s libovolným středem a poloměrem.

• Všechny pravé úhly jsou si rovny.

• Jestliže přı́mka protı́ná dvě přı́mky tak, že vnitřnı́ úhly na téže
straně jsou menšı́ než dva pravé úhly, pak se tyto dvě přı́mky
protnou na stejné straně, na které jsou úhly menšı́ než dva pravé.

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [4]

Otaznı́ky kolem pátého axiomu

Pátý axiom je formulován složitě, je v geometrii nutný?

Ukázalo se, že pátý axiom je (za předpokladu platnosti prvnı́ch
čtyř) ekvivalentnı́ s následujı́cı́mi tvrzenı́mi:

• Daným bodem lze k dané přı́mce vést jedinou rovnoběžku.

• Trojúhelnı́ky majı́ součet vnitřnı́ch úhlů 180◦.

• Platı́ Pythagorova věta.

Později se ukázalo (Gauss, Lobačevskij, Riemann), že užitečná
je i geometrie bez pátého axiomu (tzv. neeuklidovská geometrie).
Napřı́klad dvourozměrná geometrie na sféře: trojúhelnı́ky majı́
součet úhlů většı́ než 180◦, každé dvě „přı́mky“ (nejkratšı́ spojnice
dvou bodů prodloužené na obou koncı́ch) se protı́najı́, tj. neexistuje
rovnoběžka. Neplatı́ Pythagorova věta.

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [5]

Euklidovský prostor dnes

V euklidovském prostoru chceme pracovat s přı́mkami (to umı́me
v afinnı́m prostoru), dále chceme v rovinách vymezit kružnice.
K tomu potřebujeme měřit vzdálenosti. Potřebujeme tedy met-
rický prostor. Metrika musı́ být odvozena z Pythagorovy věty (ji-
nak by tato věta neplatila a neplatil by pátý Euklidův axiom). Tuto
vlastnost splňuje metrika odvozená ze skalárnı́ho součinu. Ko-
nečně v euklidovském prostoru potřebujeme měřit úhly. K tomu
také sloužı́ skalárnı́ součin. Dnešnı́ definice euklidovského pro-
storu je tedy následujı́cı́:

Definice: Euklidovský prostor En je afinnı́ prostor (X, V) dimen-
ze n, přitom V je lineárnı́ prostor se skalárnı́m součinem. Z tohoto
součinu je odvozena norma a metrika na V. Metrika na X je defi-
nována takto: vzdálenost bodů P, Q je rovna velikosti vektoru P−Q.

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [6]

Základnı́ objekty v euklidovském prostoru

• Přı́mka: p = {A + t−→s , t ∈ R}, kde A ∈ X, −→s ∈ V, −→s 6= −→o .

Přı́mka je tedy dána bodem A, kterým procházı́ a nenulovým smě-

rovým vektorem −→s . Může být též dána dvěma body A a B:
p = {A + t (B − A), t ∈ R}.

• Úsečka s koncovými body A, B: u = {A + t (B − A), t ∈ 〈0, 1〉}.

• Kružnice se středem S a poloměrem r: k = {X, ρ(S, X) = r}.

Kružnici lze takto definovat jen v E2 (dimenzi 2). Pro většı́ dimenze
je uvedená množina povrchem n-rozměrné koule.

• Rovina: σ = {A + t−→a + u
−→
b , t, u ∈ R}, A ∈ X, −→a ,

−→
b ∈ V jsou LN.

Rovina je dána bodem a dvěma nezávislými směry.

• Zobecněná rovina (afinnı́ podprostor): τ = A + 〈−→a 1, . . . ,−→a k〉,

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [7]

Vztahy mezi přı́mkami

Dvě přı́mky p = {A1 + t−→s 1, t ∈ R} a q = {A2 + t−→s 2, t ∈ R}
jsou totožné, právě když vektory A2 − A1 a −→s 1 jsou LZ a současně
směrové vektory −→s 1, −→s 2 jsou LZ.

Dvě přı́mky p = {A1 + t−→s 1, t ∈ R} a q = {A2 + t−→s 2, t ∈ R} jsou
rovnoběžné, právě když nejsou totožné a vektory −→s 1, −→s 2 jsou LZ.

Dvě přı́mky p = {A1 + t−→s 1, t ∈ R} a q = {A2 + t−→s 2, t ∈ R} ležı́ ve

společné rovině, právě když vektory A2 − A1, −→s 1, −→s 2 jsou LZ.

Dvě přı́mky jsou různoběžky (protı́najı́ se v jednom bodě), právě
když ležı́ ve společné rovině a nejsou totožné ani rovnoběžné.

Dvě přı́mky jsou mimoběžky (mı́jejı́ se v prostoru), právě když
neležı́ ve společné rovině.

Uvedené vztahy rozpoznáme algebraickými metodami: vyšetře-
nı́m lineárnı́ závislosti nebo nezávislosti vektorů.

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [8]

Přı́klad

Najdeme parametr a ∈ R takový, aby se přı́mky
p = (1, 2, 3) + 〈(2, 2, 5)〉 a q = (4, 3, 7) + 〈(3, a, 1)〉 protı́naly.

Řešenı́: Přı́mky nejsou rovnoběžné ani totožné, protože jejich smě-
rové vektory jsou lineárně nezávislé. Aby tyto přı́mky byly růz-
noběžkami, musı́ být vektory (3, 1, 4), (2, 2, 5), (3, a, 1) lienárně zá-
vislé, takže když jejich souřadnice zapı́šeme do řádků matice A,
musı́ mı́t tato matice nulový determinant:

det





3 1 4
2 2 5
3 a 1



 = −5 − 7a = 0.

Takže a = −
5
7

.
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Zobecněná rovina: afinnı́ podprostor

Je dán bod A ∈ X a lineárně nezávislé vektory −→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k

v afinı́m prostoru (X, V). Množině

M = A + 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k〉

řı́káme zobecněná rovina. Má dimenzi k.

Zobecněná rovina dimenze 1 je přı́mka.

Zobecněná rovina dimenze 2 je „skutečná“ rovina.

Pojem zobecněná rovina tedy zahrnuje pojmy přı́mka a rovina do-
konce pro lineárnı́ prostory libovolné dimenze n. Zobecněná rovina
je podprostor v afinnı́m prostoru (X, V).

Přesněji, při označenı́ W = 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k〉 je dvojice (M, W) afinnı́
podprostor: operace afinnı́ho prostoru jsou na množině M a line-
árnı́m podprostoru W uzavřeny.

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [10]

Vzájemná poloha zobecněných rovin

Označme U = 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k〉 a V = 〈−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v m〉. Necht’ A

a B jsou body v afinnı́m prostoru (X, V) a necht’ jsou dány dvě
zobecněné roviny M = A + U a N = B + V.

• M a N jsou totožné, právě když U = V a A − B ∈ U.

• M je obsažena v N, právě když U ⊆ V a A − B ∈ V.

Dalšı́ pojmy se týkajı́ jen zobecněných rovin M a N takových, že
žádná nenı́ obsažena v druhé.

• M je rovnoběžná s N, právě když U ⊆ V nebo V ⊆ U.

• Zobecněné roviny M a N se protı́najı́, právě když A − B ∈ U ∪ V.

• Zobecněné roviny jsou mimoběžné, právě když nejsou rovno-
běžné a neprotı́najı́ se.

• M a N jsou na sebe kolmé, právě když −→u i ⋅ −→v j = 0 pro všechna
i ∈ {1, . . . , k} a j ∈ {1, . . . , m}

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [11]

Kartézský souřadný systém

Necht’ En = (X, V) je euklidovský prostor. Kartézský souřadný sys-

tém tohoto prostoru je souřadnicový systém (O, B) afinnı́ho pro-
storu (X, V) takový, že báze (B) je ortonormálnı́.

Necht’ (x1, x2, . . . , xn) a (y1, y2, . . . , yn) jsou souřadnice vektorů −→x
a −→y vzhledem ke kartézkému souřadnému systému. Pak

−→x ⋅−→y = x1 y1 + x2 y2 + · · · + xn yn,

||−→x || =
√

x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n.

Necht’ (a1, a2, . . . , an) a (a′1, a′2, . . . , a′n) jsou souřadnice bodů A a A′

vzhledem ke kartézkému souřadnému systému. Pak vzdálenost
těchto bodů se počı́tá „podle Pythagorovy věty“:

ρ(A, A′) = ||A − A′|| =
√

(a1 − a′1)2 + (a2 − a′2)2 + · · · + (an − a′n)2.

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [12]

Idea analytické geometrie

Geometrické úlohy lze řešit algebraicky přechodem k souřadnicı́m
vzhledem ke kartézskému souřadnému systému.

Geometrické konstrukce pravı́tkem a kružı́tkem v rovině sestávajı́
z těchto elementárnı́ch úkonů:

• najı́t průsečı́k dvou přı́mek (pokud existuje),

• najı́t průsečı́k přı́mky s kružnicı́ (pokud existuje),

• najı́t průsečı́k dvou kružnic (pokud existuje).

Všechny tyto úkoly lze převést na výpočet souřadnic hledaných
průsečı́ků vzhledem ke kartézskému souřadnicovému systému,
pokud jsou dány souřadnice výchozı́ch objektů (souřadnice bodu a
směrového vektoru přı́mky, souřadnice středu a hodnota poloměru
kružnice).

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [13]

Přı́klad: průsečı́k přı́mek

V E2 jsou dány přı́mky p = (1, 2) + 〈(3, 4)〉 a q = (2, 0) + 〈(1, 3)〉.
Vektory a body jsou dány v kartézských souřadnicı́ch. Najdeme
průsečı́k přı́mek p, q.

Protože směrové vektory (3, 4) a (1, 3) jsou lineárně nezávislé,
přı́mky se protı́najı́ (v E2 neexistujı́ mimoběžky). Průsečı́k najdeme
v mı́stě, pro které nastává rovnost:

(1, 2) + t (3, 4) = (2, 0) + u (1, 3)

To vede na soustavu dvou lineárnı́ch rovnic s neznámými t, u. Ta
má řešenı́ t = 1, u = 2, takže průsečı́k je v bodě

P = (1, 2) + 1 ⋅ (3, 4) = (4, 6).

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [14]

Přı́klad: průsečı́k přı́mky a kružnice

V E2 je dána přı́mka p = (1, 2) + 〈(3, 4)〉 a kružnice k se středem
(1, 1) a poloměrem 3. Najdeme jejich průsečı́ky.

Vzdálenost středu kružnice od bodu (1, 2) + t (3, 4) na přı́mce je

f (t) =
√

(1 + 3t − 1)2 + (2 + 4t − 1)2 =
√

25t2 + 8t + 1

Průsečı́k nastává v mı́stě, kde (f (t))2 = 32, neboli

25t2 + 8t − 8 = 0, t1,2 =
−8 ±

√
54

25
,

takže jsme našli dva průsečı́ky:

(1, 2) +
−8 +

√
54

25
(3, 4) =

(

1
25

+
3
√

54
25

,
18
25

+
4
√

54
25

)

,

(1, 2) +
−8 −

√
54

25
(3, 4) =

(

1
25

−
3
√

54
25

,
18
25

−
4
√

54
25

)

.
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Přı́klad: průsečı́k dvou kružnic

Jsou dány kružnice k1 se středem (1, 1) a poloměrem 3 a kružnice
k2 se středem (3, 4) a poloměrem 2. Najdeme jejich průsečı́ky.

Průsečı́k má souřadnice (x, y), které vyhovujı́ dvěma rovnicı́m:

(x − 1)2 + (y − 1)2 = 32

(x − 3)2 + (y − 4)2 = 22

Odečtenı́m rovnic dostáváme lineárnı́ rovnici 2x + 3y = 14. Dosa-
zenı́m x = 7 − 3

2y do prvnı́ rovnice dostávéme kvadratickou rovnici
13y2−80y+112 = 0, která má řešenı́ y1 = 4, y2 = 28

13. Použitı́m vzorce
x = 7− 3

2y dostáváme x1 = 1 a x2 = 49
13, takže hledané průsečı́ky jsou

P1 = (1, 4), P2 =
(

49
13

,
28
13

)

.
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Nekopı́rovat vždy konstrukci výpočtem

Ne vždy se vyplatı́ postupovat stejně jako při řešenı́ úloh pravı́t-
kem a kružı́tkem jen výpočtem souřadnic postupně vznikajı́cı́ch
průsečı́ků.

Napřı́klad sestrojenı́ kolmice na danou přı́mku p procházejı́cı́ da-
ným bodem P uděláme kružı́tkem tak, že zapı́chneme kružı́tko
s dostatečně velkým poloměrem do P a najdeme průsečı́ky na p.
Pak pı́chneme kružı́tko do těchto průsečı́ků se shodným polomě-
rem většı́m než polovina vzdálenosti průsečı́ků a najdeme průse-
čı́ky kružnic. Jejich spojnice je hledaná kolmice.

Analyticky ale stačı́ kolmici vyjádřit jako P + 〈−→s ⊥〉, přičemž −→s ⊥ je
vektor kolmý na směrový vektor přı́mky p. Kolmý vektor k vektoru
v rovině −→s = (u, v) je vektor −→s ⊥ = (−v, u), protože skalárnı́ součin
těchto dvou vektorů je nulový.



BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [17]

Dva popisy zobecněné roviny v En, n ≥ 3

Zobecněná rovina M může být zadána dvěma způsoby:

• Bodem a směrovými vektory: M = A + 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k〉.

• Soustavou lineárnı́ch rovnic Bx = b takovou, že souřadnice
všech bodů zobecněné roviny M tvořı́ množinu jejı́ch řešenı́. Tuto
soustavu nazýváme soustavou zobecněné roviny M.

Tyto dva popisy umı́me převádět jeden na druhý:

• Je-li dána soustava zobecněné roviny, pak jejı́ směrové vektory
jsou bázové vektory přidružené homogennı́ soustavy Bx = o a
bod A je partikulárnı́ řešenı́ soutavy.

• Je-li dána zobecněná rovina směrovými vektory, pak zapı́šeme
jejich souřadnice do řádků matice A a vyřešı́me Ax = o. Bázi
řešenı́ zapı́šeme do řádků matice B a pravou stranu zjistı́me
dosazenı́m souřadnic bodu A za neznámý vektor x.

BI-LIN, algebra-all, 16, P. Olšák [18]

Přı́klady popisů přı́mky a roviny v E3

Přı́mka: Je popsána bodem a směrovým vektorem A + 〈−→s 〉. Často
se tento popis rozepisuje do souřadnic jako

x = a1 + t s1, y = a2 + t s2, z = a3 + t s3, t ∈ R.

Přı́mku můžeme také popsat soustavou dvou rovnic Bx = b. Nenı́
to typické, ale předvedeme si to. Bázi řešenı́ soustavy s jednou
rovnicı́ s1 x+ s2 y+ s3 z = 0 označı́me (u1, u2, u3), (v1, v2, v3). Hledaná
soustava má pak matici obsahujı́cı́ tyto dva řádky a pravou stranu:

b1 = u1 a1 + u2 a2 + u3 a3, b2 = v1 a1 + v2 a2 + v3 a3.

Rovina: Je popsána dvěma směrovými vektory A + 〈−→u ,−→v 〉. Vy-
řešenı́m homogennı́ soustavy dvou rovnic se souřadnicemi těchto
vektorů v řádcı́ch matice dostáváme bázový vektor (n1, n2, n3). Ro-
vinu pak můžeme popsat rovnicı́ roviny

n1 x + n2 y + n3 z = d, kde d = n1 a1 + n2 a2 + n3 a3.
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Průsečı́ky zobecněných rovin

Dvě zobecněné roviny se mohou protı́nat. Průnik pak tvořı́ bod
nebo zobecněnou rovinu. Jak tento průnik nalezneme?

Sestavı́me soustavu prvnı́ zob. roviny Bx = b a druhé zob. roviny
B′x = b′. Řešı́me pak soustavu, která vznikne sloučenı́m těchto
dvou soustav. Soustava má rozšı́řenou matici

(

B b
B′ b′

)

a jejı́ řešenı́ popisuje průnik daných zobecněných rovin.

Přı́klad: Průnik dvou rovin ax + by + cz = d a a′x + b′y + c′z = d′

najdeme jako řešenı́ soustavy

a x + b y + c z = d

a′ x + b′ y + c′ z = d′
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Přı́klad: průsečı́k přı́mky s rovinou

Je dána přı́mka p = (1, 2, 3) + 〈(2, 2, 1)〉 a rovina
M = (2, 3, 4) + 〈(3, 3, 1), (3, 4, 3)〉 v E3. Najdeme jejich průsečı́k.

Podle předchozı́ stránky bychom mohli přı́mku p popsat dvěma
rovnicemi a rovinu M třetı́ rovnicı́ a pak vyřešit soutavu těchto třı́
rovnic. Ovšem v tomto přı́padě se většinou postupuje jinak:

Rovnice roviny M má tvar 5x − 6y + 3z = 4 a přı́mka p má pa-
rametrické vyjádřenı́ x = 1 + 2t, y = 2 + 2t, z = 3 + t. Dosadı́me
parametrické vyjádřenı́ přı́mky do rovnice roviny:

5 (1 + 2t) − 6 (2 + 2t) + 3 (3 + t) = 4.

Tato rovnice s jednou proměnnou má řešenı́ t = 2. Průsečı́k je

P = (1, 2, 3) + 2 (2, 2, 1) = (5, 6, 5).
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Kolmice k zobecněné rovině v En

Je dána zobecněná rovina dimenze k:

M = A + 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k〉.

Kolmice k M vedená z bodu B je zobecněná rovina N dimenze n−k,
kterou lze zapsat ve tvaru

N = B + 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k〉⊥ = B + 〈−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n−k〉.

přičemž vektory −→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n−k zı́skáme následovně: Zvolı́me
kartézský souřadný systém a souřadnice vektorů vzhledem k to-
muto souřadnému systému ztotožnı́me s vektory samotnými. Vek-
tory −→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n−k pak tvořı́ bázi řešenı́ homogennı́ soustavy
Ax = o, kde matice A obsahuje v řádcı́ch vektory −→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k.

Přı́klady: V euklidovském prostoru E3 je kolmice k rovině přı́mka
a kolmice ke přı́mce je rovina.
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Kolmice ve 2D a 3D

Kolmici v En počı́táme řešenı́m homogennı́ soustavy, jak bylo zmı́-
něno na předchozı́ stránce. To je univerzálnı́ postup.

V přı́padě E2 a E3 jsou ještě jiné postupy:

• V E2 platı́: 〈(a, b)〉⊥ = 〈(−b, a)〉.

• V E3 platı́ pro lin. nezávislé vektory:

〈−→u ,−→v 〉⊥ = 〈−→u ×−→v 〉,

kde symbolem × je označem vektorový součin. O něm si povı́me
vı́ce později.
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Kolmý průmět bodu do zobecněné roviny

Je dána zobecněná rovina M = A + 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k〉 a bod B (ty-
picky mimo M). Najdeme bod B′ ∈ M takový, že B − B′ je vektor
kolmý na M. Bodu B′ řı́káme kolmý průmět bodu B do zobecněné

roviny M.

Bod B′ lze najı́t takto: sestrojı́me kolmici K = B+〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k〉⊥.
Průnik M ∩ K obsahuje jediný bod B′.

Jiný postup*: skalárnı́m součinem lze počı́tat kolmý průmět vek-
toru na vektor. Označme symbolem pi kolmý průmět vektoru B−A

na vektor −→u i. Pak je B′ = A + ∑ pi (−→u i/||−→u i||).

Pozorovánı́: V bodě B′ má zobecněná rovina M nejmenšı́ vzdále-
nost od bodu B.

Důkaz: Je-li C ∈ M, pak BB′C tvořı́ pravoúhlý trojúhelnı́k a mů-
žeme použı́t Pythagorovu větu.
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Kolmý průmět zob. roviny do zob. roviny

Představme si, že napřı́klad hledáme kolmý průmět přı́mky do
roviny. Nebo děláme něco podobného ve vı́ce dimenzı́ch. . .

Kolmý průmět zob. roviny N = B+ 〈−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v m〉 do zob. roviny
M = A + 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k〉 spočı́táme v následujı́cı́ch krocı́ch:

• Najdeme 〈−→u 1,−→u 2, . . . ,−→u k〉⊥ = 〈−→w1,−→w2, . . . ,−→wn−k〉.

• Označme K = B + 〈−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v m,−→w1,−→w2, . . . ,−→wn−k〉. Je to zo-
becněná rovina, která je nejmenšı́ taková, že obsahuje zobecně-
nou rovinu N a současně obsahuje směr kolmý na M.

• Hledaný kolmý průmět je průnik M ∩ K.
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Přı́klad: Kolmý průmět

Je dána přı́mka p = (1, 2, 3) + 〈(5, 2, 2)〉. Najdeme kolmý průmět
této přı́mky do roviny M = (2, 2, 1) + 〈(1, 3, 4), (3, 2, 6)〉. Souřadnice
jsou dány vzhledem ke kartézskému souřadnému systému.

Řešenı́m homogennı́ soustavy s maticı́
(

1 3 4
3 2 6

)

∼
(

1 3 4
0 7 6

)

je 〈(10, 6, −7)〉, takže 〈(1, 3, 4), (3, 2, 6)〉⊥ = 〈(10, 6, −7)〉. Kolmá rovina
k M obsahujı́cı́ p je K = (1, 2, 3) + 〈(5, 2, 2), (10, 6, −7)〉. Rovnice ro-
viny M je 10x + 6y − 7z = 25 a rovnice K je −26x + 55y + 10z = 114.
Hledaný průmět je řešenı́ soustavy s maticı́

(

10 6 −7 25
−26 55 10 114

)

∼
(

10 6 −7 25
0 353 −41 895

)

.

Hledaný průmět je p′ = (−524/41, 0, −895/41) + 〈(445, 41, 353)〉.
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Determinant měřı́ objem rovnoběžnostěnu

Necht’−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n jsou vektory, které tvořı́ hrany pomyslného
n-dimenzionálnı́ho rovnoběžnostěnu. Vektory tvořı́ jen hrany, kte-
ré se potkávajı́ ve společném vrcholu. Ostatnı́ hrany rovnoběžnos-
těnu je třeba dorýsovat doplněnı́m na rovnoběžnı́ky.

Tvrzenı́: Zapı́šeme-li do sloupců matice A souřadnice vektorů −→v i

vzhledem k ortonormálnı́ bázi (B), pak absolutnı́ hodnota deter-
minantu matice A je rovna objemu zmı́něného rovnoběžnostěnu.

Idea důkazu*: Jsou-li vektory LZ, pak je zřejmě objem nulový a
je det A = 0. Jsou-li −→v i LN, tvořı́ bázi a je možné ji Schmidto-
vým ortogonalizačnı́m procesem upravit na ortonormálnı́ bázi (C).
Napı́šeme do sloupců matice R souřadnice −→v i vzhledem k (C).
Pak det R je roven objemu rovnoběžnostěnu (důkaz indukcı́, v in-
dukčnı́m kroku se použije vzorec „základna krát výška“). Matice
přechodu od (B) k (C) je ortogonálnı́ a je tedy

det A = det(PB→C ⋅ R) = det PB→C det R = ±1 ⋅ det R
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Přı́klady

Souřadnice uvedených bodů jsou v těchto přı́kladech vzhledem ke
kartézskému souřadnému systému.

Plocha rovnoběžnı́ka s vrcholy (0, 0), (a, b) (c, d), (a + c, b + d) je
rovna ∣

∣

∣

∣

det
(

a b

c d

)∣

∣

∣

∣

= | ad − bc |,

Objem čtyřstenu s vrcholy (0, 0, 0), (a1,a2,a3), (b1,b2,b3), (c1,c2,c3)
je roven

1
6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

det





a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3





∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

protože čtyřstěn má objem roven jedné šestině objemu rovnoběž-
nostěnu.

Souřadnice můžeme zapsat i do řádků, protože det A = det AT.
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Orientace lineárnı́ho prostoru

V lineárnı́m prostoru zvolı́me jednu uspořádanou bázi (B) a pro-
hlásı́me ji kladně orientovanou. Všechny báze (C), pro které je
det PB→C > 0, nazveme také kladně orientované. Všechny báze
(C′), pro které je det PB→C′ < 0, nazveme záporně orientované.

Obvyklá úmluva pro E2: kladně orientovaná báze má druhý bázový
vektor směřujı́cı́ vlevo od prvnı́ho.

Obvyklá úmluva pro E3: když se na bázi dı́váme z vhodného mı́sta,
pak kladně orientovaná báze má prvnı́ vektor orientovaný k nám,
druhý doprava od nás a třetı́ nahoru.

Pozorovnánı́: determinant použitý při výpočtu objemu rovnoběž-
nostěnu je záporný, když souřadnice vektorů −→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n jsou
zapsány vzhledem ke kladně orientované ortonormálnı́ bázi a vek-
tory −→v 1,−→v 2, . . . ,−→v n samotné tvořı́ záporně orientovanou bázi.
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Speciálnı́ vlastnosti v E3

• Je možné definovat vektorový součin.

• Kolmice k rovině je přı́mka, směrový vektor této kolmice je nor-

málový vektor roviny.

• Normálový vektor je možné hledat pomocı́ vektorového součinu.

• Rovina je dána jedinou rovnicı́ se třemi neznámými, koeficienty
této rovnice jsou souřadnice jejı́ho normálového vektoru.
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Vektorový součin

Definice: Vektorový součin dvou vektorů −→u a −→v z E3 značı́me
−→u ×−→v a je to:

• nulový vektor, pokud jsou −→u a −→v lineárně závislé, jinak:

• vektor kolmý na rovinu 〈−→u ,−→v 〉 s velikostı́ plochy rovnoběžnı́ka
mezi −→u a −→v . Báze (−→u ,−→v ,−→u ×−→v ) je kladně orientovaná.

Pozorovánı́: Vektorový součin je definován jednoznačně.
Platı́ ||−→u ×−→v || = ||−→u || ||−→v || sin α , kde α je úhel mezi vektory −→u a −→v .

Věta: Jsou-li (u1, u2, u3) a (v1, v2, v3) souřadnice vektorů −→u a −→v
vzhledem ke kladně orientované ortonormálnı́ bázi, pak −→u × −→v
má vzhledem k této bázi souřadnice:

(∣

∣

∣

∣

u2 u3

v2 v3

∣

∣

∣

∣

, −
∣

∣

∣

∣

u1 u3

v1 v3

∣

∣

∣

∣

,
∣

∣

∣

∣

u1 u2

v1 v2

∣

∣

∣

∣

)

Důkaz*: technický, viz skriptum.
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Přı́klad: normálový vektor roviny

Je dána rovina (2, 2, 2) + 〈(1, 2, 3), (3, 1, 1)〉. Najedeme jejı́ normá-
lový vektor. Souřadnice jsou uvedeny vzhledem ke kladně orien-
tovanému kartézskému souřadnému systému.

Normálový vektor je roven vektorovému součinu (1, 2, 3) × (3, 1, 1),
protože ten je (podle definice) kolmý na oba směrové vektory. Podle
věty o souřadnicı́ch vektorového součinu je

(1, 2, 3) × (3, 1, 1) =
(∣

∣

∣

∣

2 3
1 1

∣

∣

∣

∣

, −
∣

∣

∣

∣

1 3
3 1

∣

∣

∣

∣

,
∣

∣

∣

∣

1 2
3 1

∣

∣

∣

∣

)

= (−1, 8, −5)

Rovnice roviny tedy je −x + 8y − 5z = 4.

Jiná možnost, jak najdeme normálový vektor: vyřešı́me homo-
gennı́ soustavu s maticı́

(

1 2 3
3 1 1

)

.
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Přı́klad: rovina daná třemi body

Jsou-li dány tři body A, B, C, které neležı́ ve společné přı́mce, pak
jimi procházı́ jediná rovina A + 〈(B − A), (C − A)〉. Normálový vektor
roviny je (B − A) × (C − A).

Třeba jsou dány body (1, 1, 2), (2, 3, 5), (4, 2, 3) v kartézských sou-
řadnicı́ch. Pak rovina je dána vzorcem:

(1, 1, 2) + 〈(1, 2, 3), (3, 1, 1)〉

Protože (1, 2, 3) × (3, 1, 1) = (−1, 8, −5), má rovina tento normálový
vektor. Má tedy rovnici

−x + 8y − 5z = d, přitom d = −1 + 8 ⋅ 1 − 5 ⋅ 2 = −3.
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Přı́klad: vzdálenost bodu od přı́mky

Můžeme najı́t kolmý průmět bodu B do přı́mky (označı́me B′) a dále
spočı́táme velikost vektoru B − B′. Ovšem v E3 máme vektorový
součin a můžeme úlohu řešit ještě jinak (efektivněji):

Vzdálenost bodu B od přı́mky A+〈−→s 〉 je výška rovnoběžnı́ka vyme-
zeného vektory B − A,−→s a ta je rovna ploše rovnoběžnı́ka dělená
velikostı́ základny. Vzdálenost bodu B od přı́mky tedy je

|| (B − A) ×−→s ||
||−→s ||

.
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Přı́klad: vzdálenost bodu od roviny

Můžeme najı́t kolmý průmět bodu B do roviny (označı́me B′) a dále
spočı́táme velikost vektoru B − B′. Ovšem v E3 máme vektorový
součin a můžeme úlohu řešit ještě jinak (efektivněji):

Vzdálenost bodu B od roviny A + 〈−→u ,−→v 〉 je rovna výšce rovnoběž-
nostěnu se stranami B − A,−→u ,−→v s podstavou −→u ,−→v . Tato výška
je rovna objemu tohoto rovnoběžnostěnu děleno plocha podstavy.
Vzdálenost bodu B od roviny tedy je

det A

||−→u ×−→v ||
,

kde matice A obsahuje v řádcı́ch (nebo ve sloupcı́ch) souřadnice
vektorů A − B,−→u ,−→v vzhledem k nějaké ortonormálnı́ bázi.
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Přı́klad: vzdálenost mimoběžek

Vzdálenost mimoběžek A + 〈−→u 〉 a B + 〈−→v 〉 je rovna výšce rovno-
běžnostěnu vymezeného vektory B − A,−→u ,−→v se základnou −→u , −→v .
Takže vzdálenost je rovna objemu tohoto rovnoběžnostěnu deleno
plochou základny:

det A

||−→u ×−→v ||
,

kde matice A obsahuje v řádcı́ch (nebo ve sloupcı́ch) souřadnice
vektorů A − B,−→u ,−→v vzhledem k nějaké ortonormálnı́ bázi.
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Přı́klad: kolmice v E3

• Kolmice k přı́mce je rovina, která má normálový vektor rovný
směrovému vektoru přı́mky.

• Kolmice k rovině je přı́mka, která má směrový vektor rovný
normálovému vektoru roviny.

Rovina daná rovnicı́ ax + by + cz = d má normálový vektor (a, b, c),
takže přechod od roviny ke kolmé přı́mce nebo od přı́mky ke kolmé
rovině je snadný.
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Úhly mezi přı́mkami a rovinami

Úhel φ mezi vektory −→u a −→v vypočı́táme ze vzorce pro skalárnı́
součin

cos φ =
−→u ⋅−→v

||−→u || ||−→v ||
, tj. φ = arccos

−→u ⋅−→v
||−→u || ||−→v ||

.

• Úhel mezi dvěma přı́mkami je úhlel mezi směrovými vektory.
Pokud φ > 90◦, je hledaný úhel 180◦ − φ
(nebo ve vzorci v čitateli použı́t absolutnı́ hodnotu).

• Úhel mezi rovinami je úhel mezi jejich normálovými vektory.
Pokud φ > 90◦, je hledaný úhel 180◦ − φ
(nebo ve vzorci v čitateli použı́t absolutnı́ hodnotu).

• Úhel mezi přı́mkou a rovinou je 90◦ mı́nus úhel mezi směro-
vým vektorem přı́mky a normálovým vektorem roviny (ve vzorci
v čitateli je třeba použı́t absolutnı́ hodnotu).
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Přı́klad: plocha trojúhelnı́ka ABC

Trojúhelnı́k má plochu polovičnı́ ploše rovnoběžnı́ka.

• V E2 spočı́táme plochu rovnoběžnı́ka jako „objem rovnoběžnos-
těnu v E2“, tedy spočı́táme absolutnı́ hodnotu determinantu ma-
tice A, která obsahuje ve sloupcı́ch souřadnice vektorů B − A,
C − A vzhledem k ortonormálnı́ bázi.

Přı́klad: A = (1, 2), B = (3, 4), C = (5, 8). Plocha trojúhelnı́ka je:

S△ =
1
2

∣

∣

∣

∣

det
(

2 4
2 6

)∣

∣

∣

∣

= 2

• V E3 spočı́táme plochu rovnoběžnı́ka jeko velikost vektorového
součinu vektorů B − A, C − A.

Přı́klad: A = (1, 2, 2), B = (2, 3, 4), C = (7, 8, 9).

S△ =
1
2

||(1, 1, 2) × (6, 6, 7)|| =
1
2

||(−5, 5, 0)|| =
5
√

2
2

.
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Úvaha*: k-dimensionálnı́ objem v En.

Jak spočı́tat např. plochu rovnoběžnı́ka v E4? Tam to nenı́ ani
objem rovnoběžnostěnu, ani nemáme možnost použı́t vektorový
součin. Odpověd’ najdeme v důkazu ze stránky [26].

Úloha: Jsou dány lineárně nezávislé vektory−→v 1,−→v 2, . . . ,−→v k v En,
k ≤ n. Máme najı́t k-dimensionálnı́ objem v En.

Řešenı́: Vektory doplnı́me na bázi −→v 1,−→v 2, . . . ,−→v k, . . . ,−→v n a zapı́-
šeme jejich souřadnice do sloupců matice A. Provedeme QR roz-
klad A = QR. Matici R „zmenšı́me“ na matici Rk, která obsahuje
jen prvnı́ch k řádků a k sloupců. Hledaný k dimenzionálnı́ objem
je roven det Rk.

Poznámka: doplněnı́ na bázi nenı́ prakticky potřeba dělat. Soft-
ware dokáže provést i neúplný QR rozklad obdélnı́kové matice
A = QkRk. Zde matice A obsahuje ve sloupcı́ch jen souřadnice
vektorů −→v 1,−→v 2, . . . ,−→v k.

a) algebra-all, 17, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010

[1]

Grupy, tělesa

• grupa: množina s jednou „rozumnou“ operacı́

• přı́klady grup, vlastnosti

• těleso: množina se dvěma „rozumnými“ operacemi

• přı́klady těles, vlastnosti, charakteristika tělesa

• lineárnı́ prostor nad tělesem

• polynomy nad tělesem

• polynomy modulo polynom
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Reálná čı́sla, inspirace

Na množině R reálných čı́sel máme operaci +. Přitom platı́:

• x + (y + z) = (x + y) + z . . . (asociativnı́ zákon),
• existuje prvek 0 ∈ R takový, že 0 + x = x + 0 = x ∀x ∈ R

. . . (existence neutrálnı́ho prvku),
• ∀x ∈ R existuje opačný prvek y ∈ R tak, že x + y = y + x = 0

. . . (existence opačného prvku, značı́me y = −x),
• x + y = y + x . . . (komutativnı́ zákon).

Na množině R máme také operaci ⋅, která splňuje:

• x ⋅ (y ⋅ z) = (x ⋅ y) ⋅ z . . . (asociativnı́ zákon),
• existuje prvek 1 ∈ R takový, že 1 ⋅ x = x ⋅ 1 = x ∀x ∈ R

. . . (existence jednotkového prvku),
• ∀x ∈ R, x 6= 0 existuje prvek y ∈ R tak, že x ⋅ y = y ⋅ x = 1

. . . (existence inverznı́ho prvku, značı́me y = x−1),
• x ⋅ y = y ⋅ x . . . (komutativnı́ zákon).
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Množina s jednou operacı́: grupoid, grupa

Definice: Předpokládejme množinu G a na nı́ operaci ©.
Dále uvažujme vlastnosti:

(1) x © (y © z) = (x © y) © z ∀x, y, z ∈ G . . . (asociativnı́ zákon),

(2) existuje prvek e ∈ G takový, že e © x = x © e = x ∀x ∈ G

. . . (existence neutrálnı́ho/jednotkového prvku),

(3) ∀x ∈ G existuje prvek y ∈ G tak, že x © y = y © x = e

. . . (existence opačného/inverznı́ho prvku),

(4) x © y = y © x ∀x, y ∈ G . . . (komutativnı́ zákon).

• Množina G s operacı́ © se nazývá grupoid.

• Grupoid, kde platı́ asociativnı́ zákon (1), se nazývá pologrupa.

• Pologrupa s vlastnostmi (2) a (3) se nazývá grupa.

• Grupa, kde platı́ komutativnı́ zákon (4), je komutativnı́ grupa.
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Přı́klady

• R s operacı́ + je komutativnı́ grupa.

• R s operacı́ ⋅ je pologrupa, R \ {0} je komutativnı́ grupa.

• Q, Z s operacı́ + jsou komutativnı́ grupy (podgrupy grupy R s +).

• Z \ {0} s operacı́ ⋅ nenı́ grupa (je to pologrupa).

• Množina {e} s operacı́ ©, pro kterou e © e = e, je grupa.

• Množina regulárnı́ch matic s maticovým násobenı́m je grupa.

• Množina ctvercových matic s násobenı́m je pologrupa.

• Množina funkcı́ R → R prostých a na s operacı́ skládánı́ je grupa.

• Množina bijektivnı́ch zobrazenı́ M → M s op. skládánı́ je grupa.

• Množina permutacı́ s operacı́ skládánı́ je grupa

• Množina {0, 1, . . . , m − 1} s operacı́ „+ modulo m“ je grupa.
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Terminologie: jednotkový/neutrálnı́ prvek

Operace komutativnı́ grupy bývá někdy označena symbolem +.
V takovém přı́padě prvek e z vlastnosti (2) grupy se nazývá ne-

utrálnı́ prvek a prvek y z vlastnosti (3) se nazývá opačný prvek.

Neutrálnı́ prvek se v tomto přı́padě značı́ symbolem 0 a opačný
prvek k prvku x se značı́ −x. Operaci a + (−b) značı́me stručněji
a − b a řı́káme ji odečı́tánı́.

Je-li operace grupy označena symbolem ⋅ (krát), pak prvku e

z vlastnosti (2) grupy řı́káme jednotkový prvek a prvku y z vlast-
nosti (3) řı́káme inverznı́ prvek.

Jednotkový prvek v takovém přı́padě značı́me symbolem 1 a in-
verznı́ prvek k prvku x značı́me x−1. Je-li grupa komutativnı́, pak
operaci a ⋅ b−1 značı́me stručněji a/b a řı́káme ji dělenı́.
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Základnı́ vlastnosti grupy

• Neutrálnı́/jednotkový prvek je v grupě jediný.
Kdyby byly dva e, f , pak e = e © f = f , takže nemohou být různé.

• Opačný/inverznı́ prvek existuje ke každému prvku x ∈ G jediný.
Kdyby existovaly y1, y2 tak, že y1 © x = e, x © y2 = e, pak

y1 = y1 © e = y1 © (x © y2) = (y1 © x) © y2 = e © y2 = y2.

• Pologrupa G je grupou právě když pro každé a, b ∈ G existujı́
řešenı́ rovnic

a © x = b, y © a = b.

Náznak důkazu: Je-li G grupa, pak x = a−1
© b a y = b © a−1

jsou řešenı́ uvedených rovnic. Umı́me-li řešit tyto rovnice, pak
jednotkový prvek e je řešenı́ rovnice a © e = a (je třeba ukázat, že
to nezávisı́ na volbě a). Dále inverznı́ prvek k a je řešenı́ a © x = e

(je třeba ukázat, že je to totéž, jako řešenı́ rovnice y © a = e).
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Vlastnosti inverznı́ch prvků grupy

• Jednotkový prvek e má inverznı́ prvek e (je inverznı́ sám sobě).
Skutečně: e = e © e.

• Je-li a−1 invernzı́ prvek k a, je-li dále b−1 inverznı́ prvek k b, pak
inverznı́ prvek k a © b je tvaru b−1

© a−1.
Skutečně:

(b−1
© a−1) © (a © b) = b−1

© (a−1
© a) © b = b−1

© e © b = b−1
© b = e,

(a © b) © (b−1
© a−1) = a © (b © b−1) © a−1 = a © e © a−1 = a © a−1 = e.

• Je-li a−1 inverznı́ k a, pak a je inverznı́ k a−1.
Skutečně: a−1

© a = a © a−1 = e.
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Mocnina

Je-li a ∈ G, pak symbolem ak označme prvek a © a © · · · © a (k-krát).

Tvrzenı́: Je-li G konečná komutativnı́ grupa s n prvky, pak pro
každé a ∈ G je

an = e.

Důkaz: Označme G = {g1, g2, . . . , gn} a zvolme a ∈ G. Ukážeme, že

{g1, g2, . . . , gn} = {a © g1, a © g2, . . . , a © gn}.

Zobrazenı́, které přiřadı́ prvku gi prvek a © gi je prosté, protože,
pokud a©gi = a©gj, pak po aplikaci a−1 zleva máme gi = gj. Uvedené
množiny jsou tedy stejně početné a tedy stejné a majı́ tedy stejný
součin všech prvků:

a © g1 © a © g2 © · · · © a © gn = g1 © g2 © · · · © gn = u

Dı́ky komutativnı́mu zákonu se rovnost dá přepsat na an
© u = u a

dokazovaná rovnost plyne aplikacı́ u−1 na obě strany rovnosti.
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Podgrupy

Podgrupa P je podmnožina grupy G se stejnou operacı́, která je
sama grupou. Tj. P musı́ mı́t (stejný) jednotkový prvek a každý
prvek z P musı́ mı́t inverzi v P.

Přı́klady:

• Q a Z je podgrupa grupy R s operacı́ +,

• Q \ {0} je podgrupa grupy R \ {0} s operacı́ ⋅,

• symetrické matice tvořı́ podgrupu čtvercových matic s operacı́ +,

• matice s det = 1 tvořı́ podgrupu regulárnı́ch matic s operacı́ ⋅,

• Sudá čı́sla tvořı́ podgrupu Z s operacı́ +,

• Kladná čı́sla tvořı́ podgrupu grupy R s operacı́ ⋅.
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Vlastnosti pologrupy „krát modulo m“

Předpokládejme množinu {0, 1, 2, . . . , m−1} s operacı́ „krát modulo
m“, tj. a ◦ b = a ⋅ b pro a ⋅ b < m, jinak a ◦ b je zbytek po dělenı́
čı́sla a ⋅b čı́slem m. Je to pologrupa. Tato pologrupa má jednotkový
prvek: 1.

Tvrzenı́: je-li m složené, tj. m = n1 ⋅ n2, (n1 6= 1, n2 6= 1) pak čı́slo
n1 nemá inverznı́ prvek.

Důkaz: v ◦ n1 = z, tj. vn1 = kn1n2 + z, tj. z = n1 (v − kn2), takže z

musı́ být násobek n1 a nemůže tedy být roven jedné.

Tvrzenı́: je-li m prvočı́slo, pak množina {1, 2, . . . , m−1} s operacı́ ◦
je grupa.

Dokážeme*, že každý nenulový prvek a má inverzi. Platı́ totiž, že
{a, 2 ◦ a, . . . , (m − 1) ◦ a} = {1, · · · , m − 1}. Důvod: pro k1 6= k2 je
a ◦ k1 6= a ◦ k2, protože z a (k1 − k2) = km plyne k1 − k2 = k′m (je a

nesoudělné s m). Protože 0 ≤ k1 −k2 < m, musı́ k′ = 0, takže k1 = k2.
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Malá Fermatova věta

Necht’ p je prvočı́slo, necht’ a je přirozené čı́slo, a < p. Pak

a p−1 = 1 (modulo p).

Důkaz: stačı́ si uvědomit, že grupa {1, 2, . . . , p − 1} s operacı́ „krát
modulo p“ má p − 1 prvků a použı́t větu ze stránky [8].
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Množina se dvěma operacemi: okruh, těleso

Definice: Okruh je množina T s operacemi + a ⋅, pro které platı́:

(1) T s operacı́ + je komutativnı́ grupa (neutrálnı́ prvek značı́me 0),

(2) T s operacı́ ⋅ je pologrupa,

(3) ∀ x, y, z ∈ T platı́ x ⋅ (y+z) = (x ⋅ y)+ (x ⋅ z), (y+z) ⋅ x = (y ⋅ x)+ (z ⋅ x).
. . . (distributivnı́ zákon).

Definice: Těleso je množina T s operacemi + a ⋅, pro které platı́:

(1) T s operacı́ + je komutativnı́ grupa (neutrálnı́ prvek značı́me 0),

(2) T \ {0} s operacı́ ⋅ je grupa (jednotkový prvek značı́me 1),

(3) ∀ x, y, z ∈ T platı́ x ⋅ (y+z) = (x ⋅ y)+ (x ⋅ z), (y+z) ⋅ x = (y ⋅ x)+ (z ⋅ x).
. . . (distributivnı́ zákon).

Pozorovánı́: Každé těleso musı́ mı́t aspoň dva prvky: 0 a 1.
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Varianty okruhů a těles

Předpokládejme množinu T s vlastnostmi (1) a (3).

• Je-li T s operacı́ ⋅ komutativnı́ pologrupa, pak T se nazývá ko-

mutativnı́ okruh.

• Je-li T s operacı́ ⋅ pologrupa a má-li jednotkový prvek, pak T se
nazývá okruh s jednotkou.

• Je-li T s operacı́ ⋅ komutativnı́ pologrupa a má-li jednotkový
prvek, pak T se nazývá komutativnı́ okruh s jednotkou.

• Je-li T \ {0} s operacı́ ⋅ komutativnı́ grupa, pak T se nazývá
komutativnı́ těleso.

Poznámčička: přı́klad nekomutativnı́ho tělesa (kvaterniony) pro
nedostatek mı́sta vynecháme. Všechna ostatnı́ tělesa, o kterých
budeme mluvit, jsou komutativnı́ tělesa. Takže slovo „komuta-
tivnı́ “ nebudeme v přı́padě těles nadále zdůrazňovat.
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Přı́klady

• Množina reálných čı́sel s operacemi + a ⋅ tvořı́ těleso.

• Množiny Q a C s operacemi + a ⋅ jsou také tělesa.

• Množina Z s operacemi + a ⋅ je to komutativnı́ okruh s jednotkou.

• Množina sudých celých čı́sel s + a ⋅ je komutativnı́ okruh.

• Množina regulárnı́ch matic s operacemi + a ⋅ nenı́ těleso ani
okruh, protože součet dvou reg. matic nemusı́ být regulárnı́.

• Množina čtvercových matic (stejného typu) s operacemi + a ⋅ je
nekomutativnı́ okruh s jednotkou. Nenı́ to těleso.

• Množina {0, 1} s operacemi 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0,
0 ⋅ a = a ⋅ 0 = 0, 1 ⋅ a = a ⋅ 1 = a, tvořı́ těleso.

• Množina {0, 1, . . . , p − 1} s operacemi „+ modulo p“ a „krát mo-
dulo p“ tvořı́ těleso, právě když je p prvočı́slo. Jinak je to okruh.
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Konečná (Galoisova) tělesa

Dá se ukázat, že pokud je těleso T konečné, pak nastává jen jedna
z následujı́cı́ch možnostı́:

• T = {0, 1, 2, . . . , p − 1} s operacı́ „+ modulo p“ a „krát modulo p“,
kde p je prvočı́slo. Toto těleso se značı́ Zp a má p prvků.

• T je množina všech polynomů nad Zp stupně menšı́ho než n

s operacemi „plus a krát modulo ireducibilnı́ polynom stupně n“.
Toto těleso má pn prvků, podrobněji se k němu vrátı́me za chvı́li.

Jiné konečné těleso (až na izomorfismus) neexistuje. Konečná tě-
lesa se někdy značı́ GF(pn), kde argument informuje o počtu prvků
tělesa a GF je zkratka pro „Galois field“.

Přı́klady: neexistuje těleso, které má 6 prvků. Existuje ale těleso,
které má 8 prvků: GF(23) nebo 9 prvků: GF(32).

Z5 je těleso, ale Z8 nenı́ těleso (je to jen okruh).
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Základnı́ vlastnosti tělesa

• Pro libovolné a, b ∈ T je: a ⋅ b = 0, právě když a = 0 nebo b = 0.
Důkaz: Necht’ a 6= 0 a b 6= 0. Pak a ⋅ b 6= 0 z vlastnosti (2) definice
tělesa. Obráceně: BÚNO a = 0, ukážeme, že 0 ⋅ b = 0. Platı́:

0 ⋅ b = (0 + 0) ⋅ b = 0 ⋅ b + 0 ⋅ b.

Přičtenı́m − (0 ⋅ b) k oběma stranám rovnosti máme 0 = 0 ⋅ b.

• Jestliže existuje konečný počet jedniček, které v součtu dajı́ nulu,
je nejmenšı́ takový počet prvočı́slo.
Důkaz: Nejmenšı́ počet jedniček, které dajı́ v součtu nulu, ozna-
čı́m λ . Pro spor budiž λ = m ⋅ n, m < λ , n < λ . Pak

(

m

∑
1

1

)

⋅

(

n

∑
1

1

)

=
m n

∑
1

1 =
λ

∑
1

1 = 0

takže (dle předchozı́ vlastnosti) musı́ být aspoň jedna závorka
nulová. Tj. existuje menšı́ počet jedniček, které majı́ součet nula.
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Charakteristika tělesa

Definice: Charakteristika tělesa λ je nejmenšı́ počet jedniček,
které dajı́ v součtu nulu. Pokud konečný počet jedniček s touto
vlastnostı́ neexistuje, klademe λ = 0.

Přı́klady:

• Tělesa Q, R, C majı́ charakteristiku λ = 0.

• Těleso Zp (p prvočı́slo) má charakteristku λ = p.

Pozorovánı́: z předchozı́ stránky vı́me, že charakteristika tělesa
je rovna prvočı́slu (je-li konečná).

Tvrzenı́:

• Je-li p charakteristika tělesa, pak (a + b)p = ap + bp.

• V tělese Zp dokonce platı́: ap = a (dı́ky malé Fermatově větě).

• V obecném tělese s charakteristikou p ovšem neplatı́ ap = a.
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Znovu definice lineárnı́ho prostoru

Definice: Lineárnı́ prostor nad tělesem T je neprázdná množina L

s operacemi + : L × L → L a ⋅ : T × L → L, které splňujı́ vlastnosti:

(+) L s operacı́ + je komutativnı́ grupa, nulový prvek značı́me −→o ,

(A) α ⋅ (β ⋅−→x ) = (α ⋅ β ) ⋅−→x pro všechna −→x ∈ L, α , β ∈ T,

(B) α ⋅ (−→x +−→y ) = α ⋅−→x + α ⋅−→y pro všechna −→x ,−→y ∈ L, α ∈ T,

(C) (α + β ) ⋅−→x = α ⋅−→x + β ⋅−→x pro všechna −→x ∈ L, α , β ∈ T,

(D) 1 ⋅−→x = −→x pro všechna −→x ∈ L.

Pozorovánı́: Pro T = R se definice shoduje s původnı́ definicı́ lin.
prostoru. Stačı́ ověřit, že platı́ (7): 0 ⋅−→x = −→o pro všechny −→x ∈ L:

0 ⋅−→x = (0 + 0) ⋅−→x = 0 ⋅−→x + 0 ⋅−→x ,

k této rovnosti přičteme − (0 ⋅−→x ) a dostáváme −→o = 0 ⋅−→x .
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Aritmetický lineárnı́ prostor Tn

je analogiı́ lineárnı́ho prostoru Rn. Množina Tn je množinou všech
uspořádaných n-tic prvků z tělesa T s operacemi sčı́tánı́ n-tic a
násobenı́ n-tice skalárem z T, které jsou definovány takto:

(1) (a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn),

(2) α ⋅ (a1, a2, . . . , an) = (α ⋅ a1, α ⋅ a2, . . . , α ⋅ an).

Pozorovánı́: Tento lineárnı́ prostor má bázi

(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1),

takže má dimenzi n.

Je-li T konečné těleso, které má m prvků, pak celkový počet vek-
torů v Tn je mn.

Každý podprostor prostoru Tn dimenze k má mk prvků, protože
existuje mk různých lineárnı́ch kombinacı́ báze.
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Přı́klad: lineárnı́ prostor Zn
2

je lineárnı́ prostor uspořádaných n-tic jedniček a nul nad těle-
sem Z2. Prvky tělesa Z2 = {0, 1} sčı́táme podle pravidla

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0

a vektory (uspořádané n-tice) sčı́táme a násobı́me po složkách, jako
na předchozı́ stránce. Jmenovitě pro libovolný −→u ∈ Zn

2 je 1 ⋅−→u = −→u
a 0 ⋅−→u = −→o . S jinými skaláry nepracujeme.
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Přı́klad: soustava lineárnı́ch rovnic v Z5

Vyřešı́me soustavu lineárnı́ch rovnic v Z5 s následujı́cı́ rozšı́řenou
maticı́. V prvnı́ eliminačnı́ úpravě jsem sečetl prvnı́ řádek s dru-
hým a dále od třetı́ho odečetl dvojnásobek prvnı́ho.




2 3 1 1 4
3 1 2 2 2
4 3 3 1 1



 ∼





2 3 1 1 4
0 4 3 3 1
0 2 1 4 3



 ∼





2 3 1 1 4
0 2 1 4 3
0 0 1 0 0





Množina řešenı́ přidružené homogennı́ soustavy M0 = 〈(0, 3, 0, 1)〉
a partikulárnı́ řešenı́ je např. (1, 4, 0, 0). Všechny principy line-
árnı́ algebry (o dimenzı́ch, lineárnı́ch obalech, bázı́ch) zůstávajı́
v platnosti. Rozdı́l proti lin. prostoru nad R je jen ten, že zde
jsou (pod)prostory konečné. Např. M0 zde má pět prvků (vektor je
možné násobit jen čı́sly 0, 1, 2, 3, 4,), takže množinu řešenı́ můžeme
zapsat výčtem prvků:

M = {(1, 4, 0, 0), (1, 2, 0, 1), (1, 0, 0, 2), (1, 3, 0, 3), (1, 1, 0, 4)}
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Polynom nad komutativnı́m tělesem T

je vzorec
anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0

kde ai ∈ T. Tento vzorec vymezuje předpis pro hodnoty zobrazenı́
z T do T (za x dosazujeme prvky z tělesa T a dostáváme hodnoty
polynomu: prvky z tělesa T).

Rovnost polynomů: dva polynomy se rovnajı́, když se rovnajı́
jejich odpovı́dajı́cı́ koeficienty (až na přı́padné přebytečné nulové
koeficienty s nejvyššı́mi indexy).

Pozor: rovnost nenı́ zaručena rovnostı́ zobrazenı́ T → T.

Přı́klad: Polynom x2 + 1 nad Z2 odpovı́dá zobrazenı́ 0 → 1, 1 → 0.
Polynom x3 + 1 odpovı́dá stejnému zobrazenı́, ale nenı́ to stejný
polynom.
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Operace s polynomy nad tělesem

Součet, rozdı́l nebo součin polynomů nad T provedeme jako součet,
rozdı́l nebo součin přı́slušných vzorců. Přitom provádı́me výpočty
s jednotlivými koeficienty polynomů za použitı́ operacı́ v tělese T.

Přı́klad: Sečteme polynomy nad Z5:

(2x3+4x2+2x+1)+(3x2+2x) = 2x3+(4+3)x2+(2+2)x+1 = 2x3+2x2+4x+1.

Přı́klad: Vynásobı́me polynomy nad Z5:

(2x3 + 4x2 + 2x + 1) ⋅ (3x2 + 2x) =
= (2 ⋅ 3)x5 + (4 ⋅ 3)x4 + (2 ⋅ 3)x3 + 3x2 + (2 ⋅ 2)x4 + (4 ⋅ 2)x3 + (2 ⋅ 2)x2 + 2x =

= x5 + 2x4 + x3 + 3x2 + 4x4 + 3x3 + 4x2 + 2x =
= x5 + (2 + 4)x4 + (1 + 3)x3 + (3 + 4)x2 + 2x =

= x5 + x4 + 4x3 + 2x2 + 2x
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Částečný podı́l polynomů

Věta: pro každé dva polynomy p, q (q nenulový) existujı́ jedno-
značně polynomy r, z tak, že
1) p = r ⋅ q + z,
2) stupeň z je menšı́ než stupeň q.

Algoritmus částečného dělenı́ polynomu polynomem lze použı́t
stejně nad libovolným tělesem. Naučili jsme se ho použı́vat pro
polynomy nad R a nynı́ jej budeme použı́vat pro polynomy nad
libovolným tělesem. Zaskočit nás může jen úkon dělenı́ koefici-
entu a koeficientem b, což je ale v každém komutativnı́m tělese
proveditelné jako a ⋅ b−1.
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Přı́klad: algoritmus částečného podı́lu

Vydělı́me polynomy nad Z5. V tomto přı́padě si uvědomı́me, že
3−1 = 2, protože 3 ⋅ 2 = 1 modulo 5. Takže napřı́klad prvnı́ krok
algoritmu obsahuje výpočet 2x3 : 3x2 = (2 ⋅ 3−1) x = (2 ⋅ 2) x = 4x

(2x3 + 4x2 + 2x + 1) : (3x2 + 2x) = 4x + 2
− (2x3 + 3x2)

x2 + 2x + 1
− (x2 + 4x)

−2x + 1

Podı́l daných polynomů roven 4x + 2 a zbytek je −2x + 1 = 3x + 1.
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Operace modulo polynom

Srovnejme dvě tvrzenı́:

• Pro každé dvě celá čı́sla a, b (b nenulové) existujı́ celá čı́sla r, z

tak, že a = rb + z, přitom 0 ≤ z < b. Čı́slo z je zbytek po dělenı́ a

čı́slem b.

• Pro každé dva polynomy p, q (q nenulový) existujı́ polynomy r,
z tak, že p = r ⋅ q + z, přitom st z < st q. Polynom z je zbytek po
dělenı́ p polynomem q.

Tak jako můžeme pro dvě čı́sla najı́t zbytek po dělenı́, můžeme pro
dva polynomy najı́t zbytek po dělenı́. Je-li dán nenulový polynom,
modul q, pak každý polynom p můžeme ztotožnit se zbytkem po
dělenı́ p polynomem q. Označı́me-li z tento zbytek, pak řı́káme:

p = z modulo q.
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Okruh polynomů modulo polynom

Zvolme nenulový polynom q stupně n jako modul a prvočı́slo p.
Symbolem Zp[x]/q označı́me množinu všech polynomů nad tělesem
Zp, která má stupeň menšı́ než n. Zavedeme tyto operace:

• Sčı́tánı́ prvků z Zp[x]/q: provedeme jako obvyklé sčı́tánı́ poly-
nomů nad Zp. Stupeň součtu je jistě menšı́ než n, takže ležı́
v Zp[x]/q. Množina Zp[x]/q s tı́mto sčı́tánı́m zjevně tvořı́ komuta-
tivnı́ grupu.

• Násobenı́ prvků a Zp[x]/q: provedeme obvyklé násobenı́ poly-
nomů nad Zp. Pokud stupeň výsledku je většı́ nebo roven n, pro-
vedeme navı́c na výsledek operaci „modulo polynom q“. Množina
Zp[x]/q s tı́mto násobenı́m je pologrupa.

Platı́ distributivnı́ zákony: tj. množina Zp[x]/q s uvedenými opera-
cemi je okruh.
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Ireducibilnı́ polynom

Polynom q je ireducibilnı́, právě když jej nelze rozložit na součin
dvou polynomů nižšı́ch stupňů.

Přı́klad: Polynom x2+x+1 nad Z2 je ireducibilnı́, protože kdyby šel
rozložit na součin polynomů nižšı́ch stupňů, pak je to součin koře-
nových činitelů, ale tento polynom v Z2 nemá kořeny (vyzkoušejte
postupným dosazenı́m čı́sel 0 a 1).

Přı́klad: Polynom x3 + x + 1 nad Z2 je ireducibilnı́ (ze stejných
důvodů).

Přı́klad: Polynom x5 + x4 + 1 nad Z2 je reducibilnı́, protože

x5 + x4 + 1 = (x3 + x + 1) ⋅ (x2 + x + 1).

V přı́padě polynomu stupně 4. a vı́ce nám test existence kořenů
k rozhodnutı́ o ireducibilitě nepomůže.
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Polynomy modulo ireducibilnı́ polynom

Dá se ukázat, že pokud je polynom q ireducibilnı́, pak okruh Zp[x]/q
je těleso, tj. každý polynom z množiny Zp[x]/q má při operaci ná-
sobenı́ inverznı́ polynom.

Důkaz* se dá provést anoalogicky, jako s čı́sly. Povšimneme si této
podobnosti:

• p je prvočı́slo, tj. nelze rozložit na součin menšı́ch čı́sel.

• q je ireducibilnı́, tj. nelze rozložit na součin polynomů menšı́ch
stupňů.

Je možné přečı́st důkaz tvrzenı́ ze stránky [10] znovu, jen slovo
čı́slo nahradı́me slovem polynom, slovo prvočı́slo slovem ireduci-
bilnı́ polynom a výrok „čı́slo a je menšı́ než b“ výrokem „stupeň
polynomu p je menšı́ než stupeň q“.
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Přı́klad: těleso Z2[x]/(x3 + x + 1)

Modul (x3 + x + 1) je ireducibilnı́. Toto těleso obsahuje:

Z2[x]/x3 + x + 1 = {0, 1, x, x + 1, x2, x2 + 1, x2 + x, x2 + x + 1}

Sčı́tánı́ prvků provádı́me jako sčı́tánı́ polynomů nad Z2, napřı́klad:

(x + 1) + (x2 + x) = x2 + 1

Násobenı́ prvků provádı́me jako násobenı́ polynomů nad Z2 s přı́-
padnou dodatečnou operacı́ „modulo x3 + x + 1“. Napřı́klad:

(x + 1) ⋅ (x2 + x) = x3 + x = 1 modulo (x3 + x + 1)

Vidı́me, že prvky x + 1 a x2 + x jsou si vzájemně inverznı́.

Toto je přı́klad tělesa, který obsahuje 8 prvků, je to tedy GF(23).

• Má-li ireducibilnı́ modul q stupeň n, je Zp[x]/q = GF(pn).
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Přı́klad: komplexnı́ čı́sla

Polynom x2 + 1 je nad R ireducibilnı́. Označme symbolem R[x]
všechny polynomy nad R a dále R[x]/(x2 + 1) bude značit množinu
všech polynomů nejvýše prvnı́ho stupně s obvyklou operacı́ + a s
operacı́ „krát modulo polynom x2 + 1“. Takže

R[x]/(x2 + 1) = {a + bx; a, b ∈ R}

Dva polynomy v R[x]/(x2 + 1) sčı́táme podle pravidla:

(a + bx) + (c + dx) = (a + c) + (b + d)x.

Dva polynomy v R[x]/(x2 + 1) násobı́me podle pravidla:

(a + bx) ⋅ (c + dx) = bdx2 + (ad + bc)x + ac =
= (ac − bd) + (ad + bc)x modulo x2 + 1

Nahrazenı́m symbolu x symbolem i shledáváme, že
těleso R[x]/(x2 + 1) je izomorfnı́ s tělesem komplexnı́ch čı́sel.

a) algebra-all, 18, b) P. Olšák, FEL ČVUT, c) P. Olšák 2010, d) BI-LIN, e) L, f) 2009/2010, g)L. Viz p. d. 4/2010
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Úvod do kódovánı́
• samoopravné kódy: terminologie, princip

• blokové lineárnı́ kódy

• Hammingův kód

• cyklické kódy
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Samoopravné kódy, k čemu to je

• Data jsou uložena (nebo posı́lána do linky) kodérem podle ur-
čitého pravidla (kódovánı́). Posléze jsou čtena dekodérem a re-
staurována do původnı́ podoby.

• Kodér může přidat k datům doplňujı́cı́ informaci (zhruba řečeno
kontrolnı́ součet) a umožnit tı́m dekodéru, aby poznal, zda při
přenosu dat došlo k chybě. Dokonce při vhodně zvoleném kódo-
vánı́ může dekodér chybu opravit.

Kód je množina slov (tj. úseků dat), které může generovat kodér.

Přı́klady kódů:

• ASCII (slova sedmibitová, ne všechna)

• Morseova abeceda (slova různě dlouhá, efektivnı́ přenos)

• UTF-8 (slova různě dlouhá, délka rozpoznaná podle prefixu)
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Binárnı́, blokový kód

je kód, kde jsou všechna slova stejně dlouhá.

Definice: Necht’ A je množina znaků (abeceda).
Slovo je konečná posloupnost znaků z množiny A.
Počet znaků ve slově je délka slova.
Kód K je množina všech slov, která generuje kodér.
Prvek kódu K se nazývá kódové slovo.
Blokový kód K obsahuje jen slova stejné délky.
Binárnı́ kód je kód se slovy nad abecedou A = {0, 1}.

Přı́klady:

• ASCII je binárnı́ blokový kód délky 7.

• Moreseovka nenı́ binárnı́ a nenı́ blokový kód.

• UTF-8 je binárnı́, ale ne blokový kód.

Dále se budeme zabývat jen binárnı́mi blokovými kódy
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Lineárnı́ kód

Binárnı́ blokový kód K délky n je podmnožinou lin. prostoru Zn
2.

Definice: Je-li K lienárnı́ podprostor Zn
2, pak se kód nazývá line-

árnı́. Je-li dimenze kódu k, pak mluvı́me o lineárnı́m (n, k) kódu.

Přı́klad: Kód s kontrolnı́m bitem parity je lineárnı́. Kodér při-
dává nulu nebo jedničku k informačnı́m bitům tak, aby kódové
slovo obsahovalo sudý počet jedniček. Množina všech slov délky n

se sudým počtem jedniček je lineárnı́ podprostor lineárnı́ho pro-
storu Zn

2.
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Generujı́cı́ a kontrolnı́ matice

Generujı́cı́ matice lineárnı́ho kódu K je matice, která v řádcı́ch
obsahuje bázi kódu.

Kontrolnı́ matice lineárnı́ho kódu K je matice H, kro kterou platı́,
že K je řešenı́m soustavy H x = o.

Přı́klad: Předpokládejme lineárnı́ (4, 3) kód s kontrolnı́m bitem
parity (přidávaný na konec slova za tři informačnı́ bity). Generujı́cı́
matice G a kontrolnı́ matice H jsou:

G =





1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1



 , H = ( 1 1 1 1 )

Pozorovánı́: Generujı́cı́ matice (n, k) kódu je typu (k, n) a kont-
rolnı́ matice je typu (n − k, n). Platı́: G ⋅ HT = O.
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Výpočet jedné matice, známe-li druhou

Je-li dána generujı́cı́ (resp. kontrolnı́) matice, vyřešı́me homogennı́
soustavu rovnic s touto maticı́ a bázi řešenı́ zapı́šeme do řádků
kontrolnı́ (resp. generujı́cı́) matice.

Pro systematický kód dokonce platı́:

Je-li G = (E | C), pak H = (CT | E′).
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Kodér a dekodér

Kodér lin. (n, k) kódu může převzı́t kódované slovo −→u (délky k) a
vytvořit z něj kódové slovo −→v (délky n) maticovým násobenı́m:

−→v = −→u ⋅ G.

Dekodér může zkontrolovat přijaté slovo −→w pomocı́ testu:

H ⋅−→wT = o.

Kódovánı́ je systematické, jsou-li informačnı́ bity (ze slova −→u ) beze
změny zkopı́rovány do kódového slova a za nimi následujı́ kont-
rolnı́ bity. Pak může dekodér (po provedeném testu) rekonstruovat
informačnı́ bity zkopı́rovánı́m prvnı́ch k pozic přijatého slova.

Pozorovánı́: Kódovánı́ je systematické, je-li generujı́cı́ matice
tvaru G = (E | C). Přidávané kontrolnı́ bity pak kodér spočı́tá po-
mocı́ vzorce −→v ′ = −→u ⋅ C.
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Přı́klad: opakovacı́ kód

Kodér vezme kódované slovo −→u délky k a vytvořı́ kódové slovo
délky n = 2k tak, kódové slovo je tvaru (−→u ,−→u ), tj. kódované slovo
je zdvojené.

Generujı́cı́ matice tohoto kódu je G = (E | E) a kontrolnı́ matice je
také tvaru H = (E | E). Uvědomte si, jak je kód pomocı́ G generován
a jak je pomocı́ H kontrolován.

Nevýhoda: přı́liš mnoho kontrolnı́ch bitů za „málo muziky“.
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Hammingova váha, vzdálenost

Definice: Hammingova váha slova −→v je počet jeho nenulových
znaků. Hammingova vzdálenost dvou slov −→v a −→w je počet pozic,
kde jsou znaky odlišné (pro binárnı́ kód je to váha slova −→v +−→w ).

Kód K objevuje t chyb, pokud pro každé slovo −→u ∈ K a každé slovo
−→e váhy menšı́ nebo rovno t platı́ −→u +−→e 6∈ K.

Kód K opravuje t chyb, pokud pro každé slovo −→u ∈ K a každé
slovo −→e váhy menšı́ nebo rovno t platı́: slovo −→u má od slova −→u +−→e
nejmenšı́ vzdálenost mezi kódovými slovy.

Tvrzenı́ 1: Je-li nejmenšı́ vzdálenost mezi kódovými slovy d, pak
kód objevuje d − 1 chyb a opravuje t < d

2 chyb.

Tvrzenı́ 2: Nejmenšı́ vzdálenost mezi kódovými slovy lineárnı́ho

kódu je rovna nejmenšı́ váze nenulového kódového slova.
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Přı́klady

Kód s kontrolnı́m bitem parity má nejmenšı́ váhu nenulového
slova 2, takže objevuje 2 − 1 = 1 chybu ve slově. Opravuje méně
než 2/2 chyb, tedy neopravuje žádnou chybu.

Opakovacı́ kód mý rovněž nejmenšı́ váhu nenulového slova 2.

Aby kód dokázal opravit jednu chybu ve slově, musı́ mı́t nejmenšı́
váhu neulového slova rovnu třem.
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Syndrom

Dekodér vyhodnotı́ s = H ⋅−→wT. Tomuto vektoru s řı́káme syndrom

přijatého slova −→w . Přijaté slovo je kódové, právě když má nulový
syndrom.

Kód rozpozná chybu −→e , právě když s = H ⋅−→e T je nenulový vektor.

Pozorovánı́ 1: Syndrom nezávisı́ na kódovém slově (jen na chy-
bovém slově): H ⋅ (−→v +−→e )T = H ⋅−→v T + H ⋅−→e T = o + H ⋅−→e T = H ⋅−→e T.

Pozorovánı́ 2: Lin. kód má minimálnı́ vzdálenost dvou slov d,
právě když každý výběr d − 1 sloupců z kontrolnı́ matice H je
lineárně nezávislý.

Jmenovitě: kód opravuje jednu chybu když každé dva sloupce kon-
trolnı́ matice H jsou LN, tj. jsou nenulové a vzájemně různé (to
v Zn−k

2 stačı́). Kontrolnı́ matice s touto vlastnostı́ je kontrolnı́ ma-
tice Hammingova kódu.
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Hammingův kód

Sloupce kontrolnı́ matice H jsou prvky Zn−k
2 . Počet nenulových a

vzájemně různých sloupců je maximálně 2n−k − 1. Počet sloupců
udává délku kódu n, tedy n = 2n−k − 1. Délku kódu je tedy vhodné
volit jako mocninu dvou bez jedné. Dostáváme tak Hammingovy
kódy: (7, 4), (15, 11), (31, 26), (63, 57), . . . .

Přı́klad: Hammingův kód (7, 4) – délka 7, informačnı́ bity 4:

H =





0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1



 , G =









1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1









.

Výhoda tohoto uspořádánı́: index bitu, který je potřeba opravit, je
zapsán v syndromu jako čı́slo ve dvojkové soustavě.
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Rozšı́řený Hammingův kód

je Hammingův kód, ke kterému kodér přidává kontrolnı́ bit parity.
Napřı́klad (8, 4) kód má matice

H =









0 0 0 1 1 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1









, G =









1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0









.

Kód opravı́ jednu chybu (v prvnı́ch třech bitech je syndrom jako
v (7, 4) kódu a čtvrtý bit musı́ být 1) a odhalı́ dvě chyby (v prvnı́ch
třech bitech syndromu je nenulové čı́slo a čtvrtý bit je 0).

Nejmenšı́ vzdálenost dvou slov v tomto kódu je 4.
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Návrh počtu kontrolnı́ch bitů

Označme n délku binárnı́ho kódu, k dimenzi kódu (počet informač-
nı́ch bitů) a c = n − k počet kontrolnı́ch bitů.

Lineárnı́ kód nemůže opravit vı́ce rozdı́lných chyb než je počet
nenulových syndromů. Těch je 2c − 1. Počet různých chyb s váhou
jedna je n. Proto, chceme-li opravit jednu chybu, musı́ 2c − 1 ≥ n.

Počet různých chyb (včetně stavu „bez chyby“) s váhou nejvýše m

je rovno
(

n

0

)

+
(

n

1

)

+ · · · +
(

n

m

)

Chceme-li opravovat m chyb ve slově, musı́ tedy počet kontrolnı́ch
bitů splňovat:

2c ≥
(

n

0

)

+
(

n

1

)

+ · · · +
(

n

m

)

Kódy navržené tak, že zde nastává rovnost, se nazývajı́ perfektnı́.
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Cyklické kódy

jsou běžně užı́vané samoopravné kódy (např. při zápisu/čtenı́ CD).
Viz google: CRC (cyclic redundancy check).

Definice: Kód K se nazývá cyklický, pokud

• je lineárnı́ a navı́c

• je-li −→v kódové slovo, pak cyklický posun −→v je také kódové slovo.

Vhodná matematická reprezentace slov délky n jsou polynomy:
−→v = (a0, a1, a2 . . . , an−1) ↔ v(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · · + an−1xn−1

Cyklický posun slova −→v o jednu pozici popı́šeme násobenı́m poly-
nomu v(x) polynomem x a ztotožněnı́m xn = x0, neboli násobenı́m
v okruhu Zp[x]/(xn − 1).

Od této chvı́le nerozlišujeme mezi pojmem „slovo“ a „polynom“.
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Základnı́ vlastnosti cyklického kódu

Tvrzenı́: Je-li K cyklicý, g ∈ K a je-li f libovolný polynom, pak
f ⋅ g ∈ K. Výpočet f ⋅ g je proveden v Zp[x]/(xn − 1).

Důkaz: (bmxm + · · ·+b1x+b0) ⋅g v Zp[x]/(xn −1) je lineárnı́ kombinace
cyklických posunů polynomu g.

Definice: Nenulový polynom cyklického kódu nejmenšı́ho stupně
nazýváme generujı́cı́ polynom.

Zřejmě pro generujı́cı́ polynom platı́: K = {f ⋅ g; f je lib. polynom}.
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Vlastnosti generujı́cı́ho polynomu

Tvrzenı́: Necht’ g je generujı́cı́ polynom (n, k) cyklického kódu K.

• polynom g más stupeň n − k,

• {g, x ⋅ g, x2 ⋅ g, . . . , xk−1 ⋅ g} je báze kódu,

• polynom xn − 1 je dělitený polynomem g.

Důkaz: necht’ v ∈ K. Vydělı́me v polynomem g se zbytkem:
v = f ⋅ g + z, protože v ∈ K, f ⋅ g ∈ K, musı́ z ∈ K.
Protože st z < st g a polynom g má nejmenšı́ stupeň, musı́ z = 0.
Protože st v < n, je st f < m = n − st g. Libovolný v ∈ K lze zapsat
jako

v = (fm−1xm−1 + · · · + f1x + f0) ⋅ g

neboli jako lineárnı́ kombinaci prvků {g, x ⋅g, x2 ⋅g, . . . , xk−1 ⋅g}. Tyto
prvky jsou LN, takže tvořı́ bázi kódu K. Je tedy m = k a st g = n−k.

Puntı́k třetı́: dělitelnost ověřı́me analogicky (musı́ z = 0).
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Generujı́cı́ polynom: postačujı́cı́ podmı́nka

Tvrzenı́: Aby byl polynom g generujı́cı́ polynom nějakého cyklic-
kého kódu, stačı́, aby dělil polynom xn − 1 beze zbytku.

Důkaz: Zjistı́me, že lin. obal všech cyklických posunů g neobsahuje
nenulový polynom st. menšı́ho než g. Necht’ f je libovolný polynom.

f ⋅ g = z mod (xn − 1), tj. f ⋅ g = u ⋅ (xn − 1) + z

Je třeba ověřit, že z = 0 nebo st z ≥ st g. Protože je f ⋅ g dělitelný g

a u ⋅ (xn − 1) je dělitelný g, musı́ též z být dělitelný g, takže z = v ⋅ g.

Návrh cyklického kódu: Zvolı́me délku bloku n, rozložı́me po-
lynom xn − 1 na součin ireducibilnı́ch polynomů a generujı́cı́ poly-
nom g zvolı́me jako součin některých takto nalezených ireducibil-
nı́ch polynomů. Stupeň g je počet kontrolnı́ch bitů kódu.

Úmluva: Všechny gen. polynomy stejného kódu se lišı́ až na ska-
lárnı́ násobek. Volme takový, co má u nejvyššı́ mocniny jedničku.
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Odhalenı́ souvislé chyby

Souvislá chyba délky t je chyba měnı́cı́ kódové slovo v úseku někte-
rých po sobě jdoucı́ch t bitů, jinde je slovo nezměněno. Počet chyb
(váha chybového slova) nemusı́ být t, ale je menšı́ nebo rovna t.

Pozorovánı́: Cyklický (n, k) kód odhaluje všechny souvislé chyby
délky n − k.

Důkaz: Na souvislou chybu −→e můžeme provést (opakovaně) cyk-
lický posun a zı́skat polynom−→e ′, který je stupně menšı́ho než n−k.
Takže −→e ′ ani −→e nenı́ kódové slovo.

Poznámka: toto je důvod, proč se v praxi použı́vajı́ cyklické kódy.
Chyby se totiž rády v konkrétnı́m technickém prostředı́ soustře-
d’ujı́ do bloků (drupouty, škrábance na CD atd.).

Existujı́ cyklické (n, k) kódy, které navı́c umějı́ opravit všechny
souvislé chyby délky (n − k)/2.
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Přı́klad: Cyklický Hammingův kód

Sestavme (7, 4) cyklický kód, který má generujı́cı́ polynom x3+x+1.
Je to generujı́cı́ polynom, protože dělı́ polynom x7 − 1. Kód má
následujı́cı́ generujı́cı́ a kontrolnı́ matici

G =









1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1









, H =





1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1



 ,

takže vidı́me, že H má různé a nenulové sloupce. Je to tedy Ham-
mingův (7, 4) kód.

Hammingův (7, 4) kód, který kóduje podle této G a použı́vá tuto
kontrolnı́ matici H umı́ odhalit i tři souvislé chyby. Od Hammin-
gova kódu ze strany [12] se lišı́ pořadı́m bitů kódového slova.
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Generujı́cı́ a kontrolnı́ matice

Protože cyklický kód má bázi g, x ⋅ g, x2 ⋅ g, . . . , xk−1 ⋅ g, kde g je
generujı́cı́ polynom, g(x) = g0+g1x+g2x2+· · ·+gn−kxn−k, je generujı́cı́
matice tvaru

G =













g0 g1 g2 . . . gn−k 0 0 . . . 0 0
0 g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k 0 . . . 0 0
0 0 g0 . . . gn−k−2 gn−k−1 gn−k . . . 0 0

. . . . . .
0 0 0 . . . . . . g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k













Polynom h = (xn − 1)/g se nazývá kontrolnı́ polynom. Dá se ukázat,
že matice s koeficienty kontrolnı́ho polynomu hk, hk−1, . . . , h1, h0

umı́stěnými (v tomto pořadı́) opakovaně „podél vedlejšı́ diagonály“,
je maticı́ kontrolnı́. Ta se v přı́padě cyklických kódu v dekóderu
přı́liš nevyužı́vá.
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Kodér a dekodér cyklického kódu

Kódovánı́ podle generujı́cı́ matice nenı́ systematické. Kodér
z informačnı́ch bitů −→u vytvořı́ kódové slovo −→u ⋅ G. Fakticky tedy
vytvářı́ kódové slovo ve tvaru u ⋅ g.

Dekodér spočı́tá syndrom přijatého slova jako zbytek po dělenı́
generujı́cı́m polynomem. Je-li nulový, je přijaté slovo kódové. Vý-
sledek dělenı́ obsahuje informačnı́ bity.

Pozorovánı́: Syndrom nezávisı́ na kódovaném slovu, ale pouze
na chybě:

f ⋅ g + e = s1 mod g, e = s2 mod g, pak s1 = s2.

Důkaz: f ⋅ g + e = r1 ⋅ g + s1, e = r2 ⋅ g + s2. s1 − s2 je násobek g se
stupněm menšı́m, takže s1 − s2 = 0.
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Sytematické kódovánı́

Kodér z informačnı́ch bitů (u1, u2, . . . , uk) sestavı́ polynom:

u(x) = u1xn−1 + u2xn−2 + · · · + uk−1xn−k+1 + ukxn−k,

vypočı́tá z jako zbytek po dělenı́ u polynomem g a odešle kódové
slovo u − z. Proč je kódové? Je u = f ⋅ g + z. Protože f ⋅ g je násobek g,
musı́ i u − z být násobek g. Navı́c součet u − z nepoškodı́ poslednı́ch
k informačnı́ch bitů.

Dekodér spočı́tá syndrom s jako zbytek po dělenı́ přijatého slova
polynomem g. Je-li s = 0, je přijaté slovo kódové. Poslednı́ch k bitů
obsahuje informaci.

O analýze syndromu si povı́me za chvı́li.
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Zbytek po dělenı́ polynomu polynomem

se v přı́padě polynomů nad Z2 hledá snadno. V přı́kladu zapisu-
jeme bity v opačném pořadı́ než dosud, tj.

(an−1, an−2, . . . , a1, a0) ↔ an−1xn−1 + an−2xn−1 + · · · + a1x + a0.

Přı́klad: Necht’ g = (1011). Chceme kódovat informaci (1111).
Sestavı́me polynom u = (1111000) a dělı́me ho polynomem g:

kodér: dekodér:
1111000 1111111
1011 1011
0100000 0100111

1011 1011
0001100 0001011

1011 1011
0000111 = z, u − z = 1111111 0000000 = s (syndrom)
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Analýza syndromu

Sestavı́me tabulku chyb a jejich syndromů:
−→e 1 ↔ −→s 1, −→e 2 ↔ −→s 2, . . . , −→e m ↔ −→s m. Tabulku vyplnı́me (dřı́v, než
začneme kódovat) tak, že pro každou chybu ei spočı́táme zbytek
při dělenı́ polynomem g a dostaneme si.

Kdybychom měli v paměti uloženu tuto tabulku, pak pro každý
syndrom −→s i dekodér najde zpětně −→e i a přijaté slovo −→w opravı́
takto: −→v = −→w −−→e i.

Problém: pamět’ová náročnost + nutnost pro každé přijaté slovo
prohledat tabulku.
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Analýza syndromu podle Meggitta

Učiňme pozorovánı́ na přı́kladu (7, 4) cyklického kódu. Tabulka
−→e i ↔ −→s 1, která obsahuje všechny chyby váhy 1, vypadá takto:

e1 = x0 ↔ s1 = 1
e2 = x1 ↔ s2 = x

e3 = x2 ↔ s3 = x2

e4 = x3 ↔ s4 = x + 1
e5 = x4 ↔ s5 = x2 + x

e6 = x5 ↔ s6 = x2 + x + 1
e7 = x6 ↔ s7 = x2 + 1 . . . syndrom poslednı́ho bitu

Pro syndromy platı́: si+1 = x⋅si mod g. Přitom s8 = s1. Je tedy možné
„protočit syndromy“ postupnou aplikacı́ operace x ⋅ si mod g.

V jednom okamžiku se z každého syndromu stane syndrom po-
slednı́ho bitu. Děláme-li současně cyklický posun přijatého slova,
dostal se opravovaný bit na poslednı́ pozici. Opravı́me ho tam.
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Algoritmus podle Meggitta

Sestavme seznam všech syndromů, které odpovı́dajı́ všem chybám,
které majı́ na poslednı́ pozici jedničku (seznam všech syndromů po-
slednı́o bitu). Uložme tento seznam do paměti dekodéru. Seznam
zdaleka neobsahuje všechny syndromy.

Necht’délka kódu je n. Dekodér provede postupně n cyklických po-
sunů přijatého slova (tı́m ho dostane nakonec do původnı́ho stavu)
a současně cyklicky protáčı́ syndrom podle vzorce si+1 = x ⋅si mod g.
Kdykoli se sydrom shoduje s některým syndromem poslednı́ho
bitu (ze seznamu), opravı́ dekodér poslednı́ bit (cyklicky pounu-
tého) přijatého slova.

Opravuje-li kód jedinou chybu, obsahuje seznam jediný syndrom
poslednı́ho bitu. Opravuje-li dvě chyby, pak seznam obsahuje n

syndromů. Výpočet probı́há s lineárnı́ složitostı́ (existuje dobře
popsaná hw implementace pomocı́ hradel).
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Korekce souvislých chyb

Existujı́ cyklické kódy, které opravujı́ souvislé chyby délky t. Dá se
ukázat, že pro takové kódy platı́: pokud při „protáčenı́ syndromu“
dospějeme k syndromu stupně menšı́ho než t, pak lze naráz opra-
vit v odpovı́dajı́cı́m (cyklicky posunutém) přijatém slově všechny
kontrolnı́ bity přı́mo podle (protočeného) syndromu.

Inspirace: podı́vejte se na prvnı́ řádek tabulky na str. [26].
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Přı́klady „většı́ch“ cyklických kódů

• Golay code je perfektnı́ kód opravujı́cı́ tři chyby. Je to cyklický
(23, 12) kód s generujı́cı́m polynomem:

1 + x2 + x4 + x5 + x6 + x10 + x11

• CRC 32 je metoda počı́tánı́ kontrolnı́ch součtů (syndromů) dat
libovolné délky s generujı́cı́m polynomem:

1 + x + x2 + x4 + x5 + x7 + x8 + x10 + x11 + x12 + x16 + x22 + x23 + x26 + x32

K hlubšı́mu zkoumánı́ této problematiky můžete použı́t:

Jiřı́ Adámek: Foundations of Coding, A Wiley-Interscience publi-
cation, 1991, ISBN 0-471-62187-0.

Poznámka: Prof. Jiřı́ Adámek byl v letech 1990–1994 vedoucı́ našı́
katedry, nynı́ působı́ na University of Braunschweig.


