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Afinnı́
transformace
• je posunutı́ plus lineárnı́ transformace

• má svou matici vzhledem k homogennı́m souřadnicı́m

• využitı́ napřı́klad v počı́tačové grafice
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Idea afinnı́ho prostoru

• Lineárnı́ prostor V volných vektorů: dvě orientované úsečky re-

prezentujı́ stejný volný vektor, pokud jsou rovnoběžné, stejně

velké a stejně orientované.

• Sčı́tánı́ a násobenı́ konstantou v lineárnı́m prostoru V prove-

deme pomocı́ vhodně zvolených reprezentatnů stejně jako v UO.

• Kromě vektorů z V budeme v afinnı́m prostoru pracovat s mno-

žinou bodů X. Nové operace:

• bod1 + vektor = bod2. Na bod1 navážeme reprezentanta vektoru

a koncový bod tohoto vektoru je výsledek operace.

• bod1 − bod2 = vektor. Výsledkem je vektor s reprezentantem,

který má počátečnı́ bod2 a koncový bod1.
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Definice afinnı́ho prostoru

Definice: Necht’ V je lineárnı́ prostor a X je libovolná množina.

Dvojici množin (X, V) nazýváme afinnı́ prostor, pokud kromě ope-

racı́ + a ⋅ na V je definována operace + : X × V → X s vlastnostmi:

(1) P + −→o = P ∀ P ∈ X (−→o ∈ V je nulový vektor),

(2) (P + −→u ) + −→v = P + (−→u + −→v ) ∀ P ∈ X, −→u ∈ V, −→v ∈ V,

(3) ∀ P ∈ X, Q ∈ X existuje jediný −→u ∈ V tak, že P = Q + −→u

Vektor −→u z vlastnosti (3) značı́me P − Q nebo
−→
QP.

Množina X a lineárnı́ prostor V mohou být jakékoli takové, aby šlo

definovat operaci + s uvedenými vlastnostmi.

Dobrá a postačujı́cı́ představa afinnı́ho prostoru je lineárnı́ pro-

stor V volných vektorů a množina X bodů.
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Souřadnicový systém afinnı́ho prostoru

Dimenze afinnı́ho prostoru je dimenze lineárnı́ho prostoru V.

Nadále budeme předpokládat afinnı́ prostory s konečnou dimenzı́

(zejména s dimenzı́ 3 nebo 2).

Zvolme bázi (B) prostoru V a dále bod O ∈ X. Dvojici (O, B) nazý-

váme souřadnicovým systémem afinnı́ho prostoru.

Vektor −→u ∈ V má souřadnice vzhledem k (O, B) definovány jako

jeho souřadnice vzhledem k bázi (B).

Bod P ∈ X má souřadnice vzhledem k (O, B) definovány jako sou-

řadnice vektoru
−→
OP. Tomuto vektoru řı́káme radiusvektor bodu P.
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Vlastnosti souřadnic v afinnı́m prostoru

Necht’ C je zobrazenı́ souřadnic, −→u ,−→v ∈ V, P, Q ∈ X, α ∈ R. Pak

(1) C(−→u + −→v ) = C(−→u ) + C(−→v )

(2) C(α ⋅ −→u ) = α ⋅ C(−→u )

(3) C(Q + −→u ) = C(Q) + C(−→u )

(4) C(P − Q) = C(P) − C(Q)

Důkaz: (1) a (2): jsou to obvyklé souřadnice vektoru. (3), (4): stačı́

souřadnice bodů vyjádřit jako souřadnice jejich radiusvektorů.
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Homogennı́ souřadnice

Necht’ má afinnı́ prostor dimenzi n.

Homogennı́ souřadnice vektoru v souřadnicovém systému (O, B)

je uspořádaná (n + 1)-tice; prvnı́ch n složek obsahuje souřadnice

vektoru, poslednı́ složka obsahuje nulu.

Homogennı́ souřadnice bodu v souřadnicovému systému (O, B)

je uspořádaná (n + 1)-tice; prvnı́ch n složek obsahuje souřadnice

bodu, poslednı́ složka obsahuje jedničku.

Pozorovánı́: Tvrzenı́ z předchozı́ strany [5] o souřadnicı́ch platı́ i

v přı́padě, že C značı́ homogennı́ souřadnice.
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Matice v homogennı́ch souřadnicı́ch

Zobrazenı́ A : X → X, pro které existuje matice A ∈ Rn+1,n+1

s vlastnostı́:

A ⋅
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


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

homogennı́
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se nazývá transformace s maticı́ A v homogennı́ch souřadnicı́ch.

Pozorovánı́: Matice A musı́ být tvaru:

A =

(

A′ t

o 1

)

kde A′ ∈ Rn,n, t ∈ Rn,1, o ∈ R1,n je nulový vektor.
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Vlastnosti matice

v homogennı́ch souřadnicı́ch

(

A′ t

o 1

)

⋅
(

p

1

)

=

(

A′ ⋅ p + t

1

)

tj. bod je transformován lineárnı́ transformacı́ s maticı́ A′ a ná-

sledně posunut o t.
(

A′ t

o 1

)

⋅
(

u

0

)

=

(

A′ ⋅ u

0

)

tj. vektor je pouze transformován lineárnı́ transformacı́ s maticı́ A′.
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Přı́klad 2D

Obecná matice transformace v homogennı́ch souřadnicı́ch má tvar:




a b c

d e f

0 0 1



 .

Je tedy určena šesti parametry.

Bod se souřadnicemi (x, y) přejde při transformaci s touto maticı́

na bod se souřadnicemi (x′, y′):
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ax + by + c

dx + ey + f

1



 ,

takže bod se transformuje lineárně a posune o vektor (c, f ).
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Přı́klad 3D

Obecná matice transformace v homogennı́ch souřadnicı́ch má tvar:

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0 0 0 1


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.

Je určena dvanácti parametry.

Transformace bodu probı́há podle následujı́cı́ho vzorce:
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Skládánı́ transformacı́ — součin matic

Věta: Necht’ A a B jsou matice transformacı́ A a B v homogennı́ch

souřadnicı́ch

A =

(

A′ t

o 1

)

, B =

(

B′ s

o 1

)

Pak složená transformace B ◦ A má matici:

B ⋅ A =

(

B′ s

o 1

)

⋅
(

A′ t

o 1

)

=

(

B′ ⋅ A′ B′ ⋅ t + s

o 1

)

.

Poznámka: Je (B ◦ A)(x) = (B(A(x)).

Důkaz věty se provede analogicky, jako důkaz věty o složeném

lineárnı́m zobrazenı́.
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Inverznı́ transformace — inverznı́ matice

Věta: Má-li transformace A regulárnı́ matici A v homogennı́ch sou-

řadnicı́ch, pak je prostá a na a A−1 má matici A−1 v homogennı́ch

souřadnicı́ch.

Pozorovánı́:

Je-li A =

(

A′ t

o 1

)

, pak A−1 =

(

(A′)−1 − (A′)−1 t

o 1

)

Inverznı́ matice k A existuje, právě když A′ je regulárnı́.
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Přı́klad: elementárnı́ transformace ve 2D

Změna měřı́tka má matici v homogennı́ch souřadnicı́ch:




a 0 0

0 b 0

0 0 1



 .

Rotace o úhel α má matici v homogennı́ch souřadnicı́ch:




cos α − sin α 0

sin α cos α 0

0 0 1



 ,

Posunutı́ o vektor se souřadnicemi (tx, ty) má matici v homogen-

nı́ch souřadnicı́ch:




1 0 tx

0 1 ty

0 0 1





Dalšı́ transformace vznikajı́ skládánı́m těchto transformacı́.
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Přı́klad

Najdeme matici (v homogennı́ch souřadnicı́ch) rotace o úhlel α
kolem bodu (2, 3).

Uvedená transformace je složenı́m následujı́cı́ch transformacı́:

• posunutı́ o vektor (−2, 3),

• rotace o úhel α ,

• posunutı́ o vektor (2, 3).

Matice výsledné transformace je součinem matic:

(

posunutı́ o (2, 3)
)

⋅
(

rotace o úhel α
)

⋅
(

posunutı́ o (−2, −3)
)

=

=





1 0 2

0 1 3

0 0 1



 ⋅





cos α − sin α 0

sin α cos α 0

0 0 1



 ⋅





1 0 −2

0 1 −3

0 0 1



 = · · ·

BI-LIN, afinita, 13, P. Olšák [15]

Přı́klad, pokračovánı́

· · · =





cos α − sin α −2 cos α + 3 sin α + 2

sin α cos α −2 sin α − 3 cos α + 3

0 0 1



 .

Takže bod o souřadnicı́ch (x, y) přecházı́ po této transformaci na

bod o souřadnicı́ch (x′y′), pro který platı́:




x′

y′

1



 =





cos α − sin α −2 cos α + 3 sin α + 2

sin α cos α −2 sin α − 3 cos α + 3

0 0 1



 ⋅





x

y

1



 =

=





(cos α) x − (sin α) y − 2 cos α + 3 sin α + 2

(sin α) x + (cos α) y − 2 sin α − 3 cos α + 3

1




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Afinnı́ transformace

Definice: Necht’ (X, V) je afinnı́ prostor. Transformace A : X → X

se nazývá afinnı́, pokud existuje lineárnı́ transformace A′ : V → V

tak, že

A(P + −→u ) = A(P) + A′(−→u ) ∀ P ∈ X,−→u ∈ V.

Zvolme bod O ∈ X. Protože pro každý P ∈ X platı́ P = O +
−→
OP, je

A(P) = A(O) + A′(
−→
OP), takže každá afinnı́ transformace je jedno-

značně určena hodnotou A(O) a lineárnı́ transformacı́ A′ : V → V.

Protože každá lineárnı́ transformace A′ : V → V je jednoznačně

určena hodnotami na bázi (B) = (
−→
b 1,

−→
b 2, . . . ,

−→
b n), je každá afinnı́

transformace jednoznačně určena hodnotami v n + 1 bodech:

O, O +
−→
b 1, O +

−→
b 2, . . . , O +

−→
b n.
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Matice afinnı́ transformace

je jejı́ matice v homogennı́ch souřadnicı́ch. Je třeba ukázat:

• Každá transformace, která má matici v homogennı́ch souřadni-

cı́ch, je afinnı́.

• Každá afinnı́ transformace má matici v homog. souřadnicı́ch.

Puntı́k prvnı́: Je dána matice A nějaké transformace v homogen-

nı́ch souřadnicı́ch vzhledem k (O, B). Matice hledaného zobrazenı́

A′ je také matice A. Jsou-li p souřadnice bodu P ∈ X a u souřadnice

vektoru −→u ∈ V, pak

A ⋅
(

p + u

1

)

= A ⋅
(

p

1

)

+ A ⋅
(

u

0

)

.

Puntı́k druhý: Hledaná matice obsahuje ve sloupcı́ch homogennı́

souřadnice obrazů báze následované homogennı́mi souřadicemi

obrazu bodu O. Taková matice určuje hodnoty afinnı́ transformace

na bodech O, O+
−→
b i, takže určuje afinnı́ transformaci jednoznačně.
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Vlastnosti afinnı́ transformace

• Skládánı́ afinnı́ch transformacı́ je afinnı́ transformace

• Afinnı́ transformace je prostá právě když je na právě když má

regulárnı́ matici v homogennı́ch souřadnicı́ch.

• Je-li afinı́ transformace prostá, pak jejı́ inverze je také afinı́

transformace.

• Prostá afinnı́ transformace zobrazuje rovnoběžné přı́mky na rov-

noběžné přı́mky.
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Přı́klad

Je dána afinnı́ tansformace ve 2D prostoru taková, že posune po-

čátek souřadnicového systému do bodu (3, 2) a transformuje prvnı́

bázový vektor na vektor se souřadnicemi (−1, 2), druhý bázový

vektor transformuje na vektor se souřadnicemi (4, 1).

Najdeme matici v homogennı́ch souřadnicı́ch této transformace.

Podle předchozı́ho matice obsahuje homogennı́ souřadnice obrazů

báze a v poslednı́m sloupci homogennı́ souřadnice obrazu počátku.

Tedy

A =





−1 4 3

2 1 2

0 0 1



 .

Pronásobı́me-li pixelové souřadnice každého pixelu touto maticı́,

dostáváme pixelové souřadnice obazu: maticovým násobenı́m mů-

žeme tansformovat dvourozměrný obrázek.


