Afinni
transformace

¢ je posunuti plus linearni transformace
e ma svou matici vzhledem k homogennim souradnicim

e vyuziti napriklad v poéitacové grafice
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Idea afinniho prostoru

¢ Linearni prostor V volnych vektora: dvé orientované tusecky re-
prezentuji stejny volny vektor, pokud jsou rovnobézné, stejné
velké a stejné orientované.

e Scitani a nasobeni konstantou v linearnim prostoru V prove-
deme pomoci vhodné zvolenych reprezentatnu stejné jako v Up.

e Kromé vektort z V budeme v afinnim prostoru pracovat s mno-
zinou bodt X. Nové operace:

¢ bod1 + vektor = bod2. Na bodl navazeme reprezentanta vektoru
a koncovy bod tohoto vektoru je vysledek operace.

¢ bodl — bod2 = vektor. Vysledkem je vektor s reprezentantem,
ktery ma pocatecni bod2 a koncovy bod1.
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Definice afinniho prostoru

Definice: Necht V je linearni prostor a X je libovolna mnozina.
Dvojici mnozin (X, V) nazyvame afinni prostor, pokud kromé ope-
raci + a - na V je definovana operace + : XXV — X s vlastnostmi:

(1) P+o =P VPeX (0 € Vjenulovy vektor),

2) P+W)+ v =P+(UW +7) VPeX wWeV, eV,

B) VPe X, Q € Xexistujejediny W € Vtak,7e P=Q+ W

Vektor & z vlastnosti (3) znaéime P — @ nebo Gﬁ)’

Mnozina X a linearni prostor V mohou byt jakékoli takové, aby slo
definovat operaci + s uvedenymi vlastnostmi.

Dobra a postacujici predstava afinniho prostoru je linearni pro-
stor V volnych vektorti a mnozina X bodd.
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Souradnicovy systém afinniho prostoru

Dimenze afinniho prostoru je dimenze linearniho prostoru V.

Nadale budeme predpokladat afinni prostory s kone¢nou dimenzi
(zejména s dimenzi 3 nebo 2).

Zvolme bazi (B) prostoru V a dale bod O € X. Dvojici (O, B) nazy-
vame souradnicovym systémem afinniho prostoru.

Vektor & € V ma soutadnice vzhledem k (O, B) definovany jako
jeho souradnice vzhledem k bazi (B).

Bod P € X ma souradnice vzhledem k (O, B) definovany jako sou-
fadnice vektoru OP. Tomuto vektoru ¥kdme radiusvektor bodu P.
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Vlastnosti souradnic v afinnim prostoru

Necht C je zobrazeni soufadnic, w, v € V,P,Q € X, o € R. Pak

1) Cw+70)=C(w)+C(V)
(2) Cloe - wW)=o-C()

3) CR+uw)=CQ) +C(W)
4) C(P-Q)=CP)-C@)

Dikaz: (1) a (2): jsou to obvyklé souradnice vektoru. (3), (4): staci
souradnice bodu vyjadrit jako souradnice jejich radiusvektora.
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Homogenni souradnice

Necht ma afinni prostor dimenzi n.

Homogenni souradnice vektoru v souradnicovém systému (O, B)
je usporadana (n + 1)-tice; prvnich n slozek obsahuje souradnice
vektoru, posledni slozka obsahuje nulu.

Homogenni souradnice bodu v souradnicovému systému (O, B)
je usporadana (n + 1)-tice; prvnich n slozek obsahuje souradnice
bodu, posledni slozka obsahuje jedniéku.

Pozorovani: Tvrzeni z predchozi strany [5] o souradnicich plati i
v pripadé, ze C znac¢i homogenni souradnice.
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Matice v homogennich souradnicich

Zobrazeni A : X — X, pro které existuje matice A ¢ R+l
s vlastnosti:

homogenni \ ( homogenni \
souradnice souradnice
A bodu P = | boduA(P)
vzhledem vzhledem

\ x©0.B / \ k0,8

se nazyva transformace s matici A v homogennich souradnicich.

Pozorovani: Matice A musi byt tvaru:

At
A=
(5 1)

kde A’ € R**, t € R™!, 0 € R!" je nulovy vektor.
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Vlastnosti matice
v homogennich souradnicich

(5 1)-(5)=(*1)

tj. bod je transformovan linearni transformaci s matici A’ a na-
sledné posunut o t.

(5 1) (5)=(%")

tj. vektor je pouze transformovan linearni transformaci s matici A’.
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Priklad 2D

Obecna matice transformace v homogennich souradnicich ma tvar:

a b ¢
d e f
O 0 1

Je tedy urcena Sesti parametry.

Bod se souradnicemi (x,y) prejde pii transformaci s touto matici
na bod se souradnicemi (x’,y’):

x' a b c X ax + by +c
yVl=ld e fl - |y|=|dc+tey+f |,
1 0O 0 1 1 1

takze bod se transformuje linearné a posune o vektor (c, f).
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Priklad 3D

Obecna matice transformace v homogennich souradnicich ma tvar:

a b ¢ d
e [ g h
1 j k1
0O 0 0 1

Je urcena dvanacti parametry.

Transformace bodu probiha podle nasledujiciho vzorce:

x' a b ¢ d X ax+by+cz+d
| e f g h y ex+fy+gz+h
2 i j kB 1 z ix+jy+kz+1
1 0 0 0 1 1 1
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Skladani transformaci — souc¢in matic

Véta: Necht A a B jsou matice transformaci A a B v homogennich

souradnicich
At B s
A - B =
(o 1) B=(5 )
Pak slozena transformace B o A ma matici:
/ / / / /
B-A=B S .A t =B-A B-t+s.

o 1 o 1 o 1

Poznamka: Je (B o A)(x) = (B(A(x)).

Dikaz véty se provede analogicky, jako dikaz véty o slozeném
linearnim zobrazeni.
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Inverzni transformace — inverzni matice

Véta: Ma-li transformace A regularni matici A v homogennich sou-
Fadnicich, pak je prost4 a na a A~! ma matici A~! v homogennich
souradnicich.

Pozorovani:

/ nN-1  _ (A1
Jeli A=(? ), pak at- (@A) @)
o 1 o 1

Inverzni matice k A existuje, pravé kdyz A’ je regularni.
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Priklad: elementarni transformace ve 2D

Zména meéritka ma matici v homogennich souradnicich:

a 0 O
0O b 0
0O 0 1

Rotace o ihel @ ma matici v homogennich soutradnicich:

coso —sinoa O

sin o cosaxe 0],
0 0 1

Posunuti o vektor se souradnicemi (¢,,%,) ma matici v homogen-
nich souradnicich:

1 0 ¢
0 1 ¢
00 1

Dalsi transformace vznikaji skladanim téchto transformaci.
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Priklad

Najdeme matici (v homogennich souradnicich) rotace o uhlel o
kolem bodu (2, 3).

Uvedena transformace je slozenim nasledujicich transformaci:

¢ posunuti o vektor (-2, 3),

e rotace o thel o,

e posunuti o vektor (2, 3).

Matice vysledné transformace je sou¢inem matic:
(posunuti o (2, 3)) - (rotace o thel «) - (posunuti o (-2,-3)) =

1 0 2 cosa -—-sino O 1 0 -2
=10 1 3] | sino cose O0]l-10 1 -3]|=--
0O 0 1 0 0 1 0 0 1
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Priklad, pokracovani

cosa —sino -2cosa+3sina+2
- = | sino coso -2sinox—3coso+3
0 0 1

Takze bod o souradnicich (x,y) prechazi po této transformaci na
bod o souradnicich (x'y’), pro ktery plati:

x cos —-sino —-2cosa+3sino+2

y' sinoe coso —2sina-3coso+3

1 0 0 1

— L K
]

(cosa)x—(sino)y —2cos o + 3sin o + 2
(sina)x +(cosa)y—2sina—3cosa + 3
1
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Afinni transformace

Definice: Necht (X, V) je afinni prostor. Transformace A : X — X
se nazyva afinni, pokud existuje linearni transformace A’ : V -V
tak, ze

AP+w)=AP)+A(W) VPeX uWelV.

Zvolme bod O € X._)Protoie pro kazdy P € X platiP = O + (ﬁ;, je
A(P) = A(O) + A/(OP), takze kazda afinni transformace je jedno-
znacné urcena hodnotou A(O) a linearni transformaci A’ : V — V.

ProtoZze kazda linearni transformace A’ : V — V je jednoznac¢né
— - —

uréena hodnotami na bazi (B) =(b1, bg,..., b,), je kazda afinni

transformace jednoznaéné urcena hodnotami v n + 1 bodech:

—

0, O+?1, O+Fz, ..., O+ b,.
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Matice afinni transformace

je jeji matice v homogennich souradnicich. Je treba ukazat:

e Kazda transformace, ktera ma matici v homogennich souiradni-
cich, je afinni.

e Kazda afinni transformace ma matici v homog. souiradnicich.

Puntik prvni: Je dana matice A néjaké transformace v homogen-
nich souradnicich vzhledem k (O, B). Matice hledaného zobrazeni
A’ je také matice A. Jsou-li p souradnice bodu P € X a u souradnice
vektoru w € V, pak

A (77)=a (3) - (5)

Puntik druhy: Hledana matice obsahuje ve sloupcich homogenni
souradnice obrazii baze nasledované homogennimi souradicemi
obrazu bodu O. Tgkové matice uréuje hodnoty afinni transformace
na bodech O. O+ b ;. takze uréuie afinni transformaci iednoznacné.
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Vlastnosti afinni transformace

e Skladani afinnich transformaci je afinni transformace

e Afinni transformace je prosta pravé kdyz je na pravé kdyz ma
regularni matici v homogennich souradnicich.

e Je-li afini transformace prosta, pak jeji inverze je také afini
transformace.

¢ Prosta afinni transformace zobrazuje rovnobézné primky na rov-
nobézné primky.



BI-LIN, afinita, 13, P. Olsak [19]

Priklad

Je dana afinni tansformace ve 2D prostoru takova, Ze posune po-
catek souradnicového systému do bodu (3, 2) a transformuje prvni
bazovy vektor na vektor se souradnicemi (-1,2), druhy bazovy
vektor transformuje na vektor se souradnicemi (4, 1).

Najdeme matici v homogennich souradnicich této transformace.

Podle predchoziho matice obsahuje homogenni souradnice obrazu

baze a v poslednim sloupci homogenni souradnice obrazu pocatku.
Tedy

-1 4 3
A= 2 1 2
0 0 1

Pronasobime-li pixelové souradnice kazdého pixelu touto matici,
dostavame pixelové souradnice obazu: maticovym nasobenim mu-
zeme tansformovat dvourozmérny obrazek.



