Afinni
transformace

N L

Strucnéjsi verze

¢ je posunuti plus linearni transformace
e ma svou matici vzhledem k homogennim souiradnicim
¢ body a vektory: afinni prostor

e vyuziti napriklad v poéitacové grafice

a) afinita-v2, 13, b) P. Olsak, FEL CVUT, ¢) P. Olsak 2010-13, d) BI-LIN, e) L, f) 2012/2013, g) £ Viz p. d. 4/2010
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Afinni transformace (zhruba)

Zjednodusena definice:

Afinni transformace na R" je takové zobrazeni A : R” —» R”, pro
které existuje vektor 7 € R" alinedrni transformace A’ : R — R”
tak, Ze

AX)=A(X)+ T V¥ eR",

tj. A je slozeni linearni transformace a posunuti.

Pozorovani: Pro 7 # o neni afinni transformace linearni trans-

formaci a tudiz nema svou matici (jako linearni transformace).

Pridame-li ale k matici jeden radek a jeden sloupec, miize tato
matice reprezentovat afinni transformaci (viz dalsi slidy).
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Idea homogennich souradnic (ramcové)

Zapisme x € R” (resp. ¥ € R") do sloupce x (resp. t). Necht dale
A’ je matice linearni transformace A’ : R* — R".

Pro matici A = (Ao :) (symbol o zde znaci radek nul)

A" t) (x)\_ (A -x+t

o 1 1) 1
Vysledek maticového nasobeni tedy obsahuje souradnice obrazu
afinniho zobrazeni A(¥) = A'(x) + 7.

plati:

Uvedenou matici A nazyvame matici afinniho zobrazeni A v ho-
mogennich souradnicich.
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Body a vektory (inuitivné)

Z geometrického pohledu vektor udava smér a velikost sméru,
nikoli polohu. Nema tedy smysl ,,posunovat® vektory, prvky line-
arniho prostoru, pomoci afinni transformace.

Na druhou stranu v gemometrii jsou také body, které ma smysl
transformovat afinni transformaci véetné posunu. Body maji sou-
radnice vymezené podobné jako souradnice vektord, tedy jejich
souradnice jsou prvky z R”.

Je obtizné presné definovat bod jako ,malé nic s nulovymi roz-
meéry“, ale je rozumné uvést axiomaticky vzajemnou souvislost
(blize nespecifikovanych) bodt a vektort. To resi nasledujici defi-
nice afinniho prostoru.
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Afinni prostor

Necht X je mnozina (bodd) a V je linearni prostor dimenze n. Na
linearnim prostoru V jsou definovany operace - : RxV — V a
+ : VXV — V spliujici axiomy linearniho prostoru. Je-li navic
definovana operace + : XXV — X (bod + vektor = bod), pro kterou
plati: VPe X,Qe X, w € V,V € Vje

(1) P+ 0 =P, kde 0 € V je nulovy vektor,
2P+ W)+ TV =P+ (U +7),
(3) existuje jediny vektor w € V tak, 7e @ = P + W,

pak se dvojice (X, V) nazyva afinni prostor dimenze n. Pritom X je
mnozina bodu a V je mnozina vektorii tohoto afinniho prostoru.

Poznamka: Vektor W z vlastnosti (3) znaéime w = Q@ — P = I@
Odpovida to operaci ,bod — bod = vektor®.
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Ilustrace afinniho prostoru

V predchozi (axiomatické) definici neni nutno vymezit, co to je
,bod“, staci, kdyz tyto ,,objekty“ splnuji vyjmenované axiomy. Nic-
méné je mozné a velmi uzitecné afinni prostor ilustrovat na za-
kladé intuitivniho chapani pojmu bod v geometrickém prostoru:

Necht X je geometricky prostor vsech bodu. Jeden z nich zvolime
jako pocatek O a pak vsechny body P € X jsou charakterizovany
svym radiusevektorem: orientovanou useckou zacinajici v O a kon-
¢ici v P. Dale uvazujme linearni prostor Uy vSech orietnovanych
usecek zacinajicich v O (séitani: doplnovanim na rovnobéznik, na-
sobeni: nasobeni délek vektora). Dvojice (X, Up) je afinni prostor.

Operace ,bod + vektor = bod“, tedy P + U = @, je zavedena takto:
seéteme radiusvektor bodu P s vektorem U. Vysledny vektor je
radiusvektorem hledaného bodu @ (udélejte si nactrtek a ovérte
si, Ze plati axiomy).
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Souradnice v afinnim prostoru

Definice: Necht (X, V) je afinni prostor. Zvolme O € X a uspo-
radanou bazi (B) linearniho prostoru V. Dvojici (O, B) nazyvame
souradnym systémem afinniho prostoru (X, V) a vzhledem k tom-
tuto souradnému systému jsou

e souradnice vektoru U € V definovany jako soutadnice tohoto
vektoru vzhledem k usporadané bazi (B) a

¢ souradnice bodu P € X jsou definovany jako souradnice vektoru
P — O vzhledem k usporadané bazi (B).

Poznamka: Je-li pevné dan souradny systém, pak body i vektory
v (X, V) ztotoznujeme s usporadanymi n-ticemi jejich souradnic,
tedy s prvky v R”. Séitani souradnic v R” odpovida nejen séitani
vektorl, ale 1 operacim ,bod + vektor®.
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Homogenni souradnice

Homogenni souradnice vektoru v souradném systému (O, B) je
usporadana (n + 1)-tice; prvnich n slozek obsahuje souradnice vek-
toru, posledni slozka obsahuje nulu.

Homogenni souradnice bodu v souradnému systému (O, B) je uspo-
radana (n + 1)-tice; prvnich n slozek obsahuje souradnice bodu,
posledni slozka obsahuje jednicku.

Pozorovani: Tvrzeni z predchozi strany [7] o souradnicich z R”
plati i v pfipads, Ze s¢itdme homogenni souradnice z R**!. Tento
soucet koresponuje i s operaci ,bod + vektor®.
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Matice v homogennich souradnicich

Necht (X,V) je afinni prostor. Zobrazeni A : X — X, pro které
existuje matice A € R**17*1 5 ylastnosti:

( homogenm ( homogenm
souradmce souradmce

A- bodu P = | boduA(P)
vzhledem vzhledem

\ x©0.B /) \ k0B

se nazyva transformace s matici A v homogennich souradnicich.

Pozorovani: Matice A musi byt tvaru:

/
A~ (A t)
o 1
kde A’ € R*", t € R™!, 0 € R" je nulovy vektor, takZe to je matice
afinniho zobrazeni v homogennich soufradnicich.
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Priklad 2D

Obecna matice transformace v homogennich souradnicich ma tvar:

a b ¢
d e f
O 0 1

Je tedy urcena Sesti parametry.

Bod se souradnicemi (x,y) prejde pii transformaci s touto matici
na bod se souradnicemi (x,y’):

x' a b c X ax + by +c
yvl=ld e fl - |y|=|dc+tey+f |,
1 0 0 1 1 1

takze bod se transformuje linearné a posune o vektor (c, f).
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Priklad 3D

Obecna matice transformace v homogennich souradnicich ma tvar:

a b ¢ d
e [ g h
1 J k1
0O 0 0 1

Je urcena dvanacti parametry.

Transformace bodu probiha podle nasledujiciho vzorce:

x' a b ¢ d X ax+by+cz+d
vl e f g h y ex+fy+gz+h
2| i j kB 1 z ix+jy+kz+1
1 0 0 0 1 1 1
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Skladani transformaci — souc¢in matic

Véta: Necht A a B jsou matice transformaci A a B v homogennich

souradnicich
At B s
A - B =
(o 1) B=(59)
Pak slozena transformace B o A ma matici:
B-A=B s.A t =B-A B-t+s.

o 1 o 1 (1) 1

Poznamka: Je (B o A)(x) = (B(A(x)).

Dtkaz véty se provede analogicky, jako diikaz véty o slozeném
linearnim zobrazeni.



BL-LIN, afinita-v2, 13, P. Olsak [13]

Inverzni transformace — inverzni matice

Véta: Ma-li transformace A regularni matici A v homogennich
soufadnicich, pak je prosta ana aA~! ma matici A~! v homogennich
souradnicich.

Pozorovani:

/ N1 _ (A1
Jeli A=(A ), pak Al (B —(A)E
o 1 o 1

Inverzni matice k A existuje, pravé kdyz A’ je regularni.
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Priklad: elementarni transformace ve 2D

Zména méritka ma matici v homogennich souradnicich:

a 0 O
0O b 0
0O 0 1

Rotace o iihel @ ma matici v homogennich souradnicich:

cosa -sino O
sin o cosa O |,
0 0 1

Posunuti o vektor se souradnicemi (Z,,¢,) ma matici v homogen-
nich souradnicich:

1 0 ¢
0 1 ¢
00 1

Dalsi transformace vznikaji skladanim téchto transformaci.
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Priklad

Najdeme matici (v homogennich souradnicich) rotace o thlel o
kolem bodu (2, 3).

Uvedena transformace je slozenim nasledujicich transformaci:

¢ posunuti o vektor (-2, -3),

e rotace o uhel «,

e posunuti o vektor (2, 3).

Matice vysledné transformace je sou¢inem matic:

(posunuti o (2, 3)) - (rotace o thel «) - (posunuti o (-2,-3)) =

1 0 2 cosa —-smo 0 1 0 -2
=0 1 3|1 sin«a cosee O0)|-10 1 -3 ]="--
0O 0 1 0 0 1 0O 0 1
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Priklad, pokracovani

cCoOSO —sino -2coso+3sina+ 2

- = | sinx coso —-2sina—-3coso+3
0 0 1

TakzZe bod o souradnicich (x,y) prechazi po této transformaci na
bod o souradnicich (x'y’), pro ktery plati:

x' coso —-sino -2cosa+3sino+2

y' sinoe coso —-2sina-3coso+3

1 0 0 1

— e K
I

(cosa)x—(sino)y—2cos o+ 3sin + 2
(sino)x +(cosa)y—2sina—3cosa + 3
1



